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ABSTRACT. The purpose of this paper is to develop a non-archimedean ver-
sion of c-infrabarrelled locally convex spaces which is analogous to that of the
classical theory of locally convex spaces over C or JR. The relations with other
meaningful non-archimedean classes of locally convex spaces are established.
We discuss the permanence properties of these spaces, in special those inherited
by subspaces.
RESUMEN. EI proposito de este trabajo es presenter una version no-arquimedia-
na de los espacios localmente convexos c-infratonelados. Discutimos la relacion
con otros espacios no-arquimedianos localmente convexos y sus propiedades
hereditarias, con especial enfasis en aquellas relacionadas con los subespacios.
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1. Introducci6n
En el presente trabajo analizamos dos nuevas clases de espacios localmente
convexos no-arquimedianos, analogas a las introducidas en el caso clasico por
J. Mazon [4]. Para estas nuevas clases se estudian en especial las propiedades
hereditarias.

Adoptaremos la notacion y terminologia de [1], [3]y [8]. En especial, (K, I . I)
denotara un cuerpo K dotado de una valuacion no aquimediana I . I y (E, r)
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sera un espacio vectorial no-aquimediano E sobre K dotado de una topologia
T localmente K -convexa y de Hausdorff.

Como en [8], si A es un subconjunto de E, la pseudo-polar AP (resp, la
pseudo-bipolar APP) de A se define como AP = {g E E' : Ig(A)1 < I} (resp.
A P P = {x E E : lAP (x) I < I}). Tenemos entonces que A = A P P si y solamente
si A es K-convexo y cerrado ([8], Proposition 2).

Para las nociones y los hechos basi cos sobre los espacios localmente K-
convexos referimos al lector a [7] y [8] en la bibliografia.

Definicion 1.1. Se dice que un espacio loca1mente K convexo (E, T) sobre K
es c-K-infratone1ado (abreviadamente, c-KIT), si para toda sucesiou (An)n~l
de subconjuntos equicontinuos de E' que converge fuertemente a cero (esto es,
tal que para toda vecindad W de cero en E~ existe no ENtal que An C W
para todo n 2: no) se tiene que su reunion es equicontinua.

Definicion 1.2. Un espacio localmente K -eonvexo (E, T) sobre K es c-K
tone1ado (abreviadamente, c-KT), si para toda sucesion (An )n~ 1 de subconjun-
tos equicontinuos de E' que converge debilmente s cero, su reunion es equicon-
tinua.

Observacion 1.1. Es clero de las definiciones que un especio c-K-tone1ado es
c-K -infratone1ado.

Para ubicar estas nuevas clases dentro del eontexto, recordamos las siguientes
nociones introdueidas en [1]:

(i) E es enumerablemente K-tonelado (d-KT) (respeetivamente, enume-
rablemente K-infratonelado (d-KIT), si todo subconjunto a(E',E)-
aeotado (respeetivamente, f3(E', E)-acotado) de E', el eual sea union
enumerable de subconjuntos equicontinuos de E', es equicontinuo.

(ii) E es secueneialmente K-tonelado (s-KT) (respectivamente, secueneial-
mente K -infratonelado (s-KIT)), si toda sucesion a (E' , E)-eonvergen-
te (respectivamente, f3(E',E)-convergente) en E' es equicontinua.

Las siguientes relaciones de dependeneia se verifiean facilmente:

KT ---?

1
KIT ---?

d-KT
1

d-KIT

c-KT
1

c-KIT

---? s-KT
1

---? s-KIT

Observacion 1.2. Es bien conocido (teorema de Banach-Mackey no-arquime-
diano) que si E es un espacio de Hausdorff K -convexo y cesi-cotupleto, todo
subconjunto de BU dual E', e1 cual sea a(E',E)-acotado, es tembien f3(E',E)-
acotado. La siguiente ptoposicion (pane (i)) estab1ece 1a misma propiedad para
un especio s-K -tone1ado E.
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Proposlcion 1.1. Para un espacio s-K -tone1ado E son vtilides las siguientes
aflrmaciones:

(i) Todo subconjunto a(E', E)-acotado de E' es {3(E', E)-acotado.
(ii) E es c-K-tone1ado si y 8610 si es c-K-infratone1ado.

(iii) E es d-K -tone1ado si y solo si es d-K -infratone1ado.
(iv) E es K-tone1ado si y 8610 si es K-infratone1ado.

Demostracion. (i) (Vease [2], Proposition 1.5). Sea B un subconjunto a(E', E)-
acotado de E' y supongamos que B no es fuertemente acotado, Fijemos J.LE K
con IJ.LI > 1. Entonces la sucesion escalar >'n = J.Ln(n E N) es tal que 1>'01 <
1>'11 < ... < I>'n I < . .. y lim I>'n I = +00. Como B no es fuertemente acotada
en E', existe un subconjunto debilmente acotado AcE tal que para cada
n E Npodemosencontrarxn E A,Yn E B con l(xn,Yn)! > l>'nI2. Consideremos
ahora la sucesion Zn = Yn/>'n,n E N, en E'. Como (zn : n E N) converge a cero
en E~ y E es s-KT, tal sucesion es equicontinua. Por 10 tanto, (zn : n E N) es
fuertemente acotada, Como, por otro 1000, I(xn, zn)1 > I>'nl para todo n E N,
10 cual es una contradicion, esto completa la demostracion de (i).

Las demostraciones de las otras afirmaciones resultan facilmente de (i). ~

Como todo espacio c-K-tonelado es s-K-tonelado, y todo espacio metrizable
localmente K-convexo es K-bornolOgico (ver [7]), de 10 cual, K- infratonelado,
tenemos que:

Lema 1.1. Todo especio metrizab1e (y, en particular, K borno10gico) que sea
c-K-tone1ado es necesariamente K -tone1ado.

Definicion 1.3. Una sucesion (Un)n?l de subconjuntos de un especio (E; T)
es cesi-bomivoxe, si para todo subconjunto ecotedo B de (E, T) existe no EN
tal que B C U« para todo n 2: no.

El siguiente teorema da una caracterizacion intrfnseca de los espacios c-K-
infratonelados.

Teorema 1.1. Sea (Ej T) un especio loca1mente K -convexo. Las siguientes
propiedades son equivalentes:

(i) (Ej T) es c-K -udreioneledo.
(ii) La iniersecciou de una sucesioa cesi-bomivore (Un)n>l de vecindades

K -convexas de cero en (E, T) es una vecinded de cera.

Demostracion. (i) :::} (ii). Sea (Un)n>l una sucesion que veri fica lashipotesis
de (ii). Como (Un)n>l es casi-bor~vora, dada una vecindOO K-convexa y
cerrOOa W de cero en- E~ se tiene, puesto que wP es {3(E', E)-acotOOo, que
existe no ENtal que wP C nn?no Un' Entonces

W = WPP:J ( n u.)P
n?no n
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y si An = U::, (An)n>l es una sucesion de conjuntos equicontinuos 1a cual
converge fuertemente acero. Pero entonces, pol' hipotesis, Un>l An es equicon-

tinuo. POl' 10 tanto, (Un>l An) P = nn>l A:; = nn>l o; es -una vecindad de
cero en (E;T). - - -

(ii) => (i). Supongamos que (An)n>l es una sucesion de subconjuntos equi-
continuos de E' que converge fuertemente a cero. Demostremos que Un>l An
es equicontinuo. Para cada n ;:::1, sea Un = A:;. Como (An)n~l converge
fuertemente a cero, para toda vecindad W de cero en Ep existe no ENtal
que An C W para todo n ;:::no. POl' consiguiente, si B es un subconjunto
acotado en E, BP es una vecindad del cero en Ep, asi que existe no ENtal que
An C BP, 0, 10 que es 10 mismo, B C BPP C A:; = ti; para todo n ;:::no. Se
deduce que (Un)n~l es una sucesion casi-bornfvora de vecindades K-convexas
de cero en E. Pero entonces, por hip6tesis, nn>l Un es una vecindad de cero

en (E; T), Y como nn>l o; = nn>l A:; = (Un;l An(, entonces Un>l An es
equicontinua. ~ - - - -

2. Propiedades hereditarias
/

Proposici6n 2.1. Sean (E;rE) y (F;TF) espacios localmente K-convexos y
f una eplicecioa lineal continua, cesi-ebierte y sobreyectiva de E en F .. Si
(E;TE) es c-K-infratonelado (resp. c-K-tonelado) entonces (F,TF) es c-K-
infratonelado (resp. c-K -tonelado).

Demostmci6n. Sea (Bn)n>l una sucesion fuertemente convergente a cero en
F', donde cada Bn (n ;::: 1)es equicontinuo, y sea T f : F' -. E' 1a aplicacion
transpuesta de f. Entonces Tf es {3(F',F)-{3(E',E) continua. POl' 10 tanto,
(T f(Bn»n>l converge fuertemente a cera en E', y cada T f(Bn) es equicon-

tinuo. Co~o E es c-K-infratone1ado, tambien Un>l T f(Bn) es equicontinuo.
Como ademas T f(Un>l Bn) = Un>l T f(Bn), el Lemma 2.2.2 de [1] asegura
que Un~l e; es tamb~n equicontinuo. ~

Proposici6n 2.2. Sea (E; T) = IliEI(Ei; Ti)' Entonces (E; T) es c-K-infrato-
nelado si y solamente si cede (Ei; Ti) es c-K -infratonelado.

Demostmci6n. Como 1a i-esima proyeccion Pr; : E -. E, es continua, abierta y
sobreyectiva, 1a Proposicion 2.1 asegura que si E es c-K-infratone1ado, tambien
cada (Ei; Ti) es e-K-infratone1ado.

Redprocamente, si cada (Ei; Ti) es c-K-infratone1ado y si (An)n>l es una
sucesion de conjuntos T-equicontinuos de E' que converge fuertemente acero,
entonces A = Un~l An es {3(E', E)-acotado. POl' consiguiente, existe un sub-
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conjunto finito J c I tal que

A c EBP;,(A) = EBp:, (U An),
iEJ iEJ n~l

donde P:, es la i-esima proyeccion de E' = E£JiEJE~ sobre E~. Como P:, es
(3(E', E)-(3(E~, Ei) continua, se deduce que (P:, (An)k:~l converge fuertemente
a cero en E~ y que cada P:., (An) es Ti-equicontinuo. Entonces Un>l P:, (An)
es equicontinuo, y como A C E£JiEJP:, (A), tambien A es equicontinuo. l!1

Corolario 2.1. Sean (E, T) un espacio locelsueute K -convexo y FunK-
subespacio de E. Si T' es 1a Topologie cociente de ElF y (E,T) es c-K:
infratone1ado, entonces (E / F, T') es c-K -infratone1ado.

Demostracion. Es suficiente observar que la aplicacion canonica 'P : E -+ E / F
es continua, abierta y sobreyectiva. l!1

Proposici6n 2.3. Si L es un K-subespacio denso de un espacio (E, TE), Y si
(L, Td, es c-K-infratone1ado, texobien (E, TE) es c-K-infratone1ado.

Demostracion. Sea (An)n~l una sucesion de subconjuntos r-equicontinuos de
E' que converge fuertemente a cero en E'. Por [1, Remark 2.1.2], si 'lj; : E' -+ L'
es la aplicacion lineal biyectiva dada par 'lj;(J) = f / L (la restriccion de f a L),
entonces ('lj;(An))n~ converge fuertemente a cero en F', y cada 'lj;(An)(n 2: 1) es
equicontinuo. Como (L, Td es c-K-infratonelado, Un>l 'lj;(An) = 'lj;(Un>l An)
es equicontinuo. Aplicando nuevamente [1], Remark 2.1.2, concluimos que
Un~l An es equicontinuo, 10 cual demuestra la proposicion. l!1

La Proposicion 2.3 puede demostrarse tambien mediante la caracterizacion
de las sucesiones casi-bornivoras dada en el Teorema 1.1.

Corolario 2.2. Sean. (E, TE) un espacio locelmeuie K -convexo, L un K-
subespacio denso en E y FunK -subespacio en E e1 cual contiene a L. Si
(L, TL) es c-K -infratone1ado, tam bien (F, TF) 10 es.

Demostracion. Es suficiente observar que L es denso en F. l!1

Corolario 2.3. Sean (E, TE) un espacio loceltueuie K-convexo, (E, f) su com-
p1etado y F un K -subespecio de E e1 cual contiene a E. Si (E, TE) es c-K -
infratone1ado, tambien (F, TF) es c-K -infratone1ado.

Demostracion. Consecuencia inmediata del Corolario 2.2. l!1

Corolario 2.4. E1 comp1etado de un espacio c-K -infratone1ado es un espacio
c-K -infratone1ado.
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Proposici6n 2.4. Sea (Ei)iEI WIa familia de espscioe c-K -infratonelados y
para cede i E I sea Ii una eplicecion de E; en WI espacio vectorial E. Sea
T la topologie final localmente Kscouvexe sobre E para el sistema (Ei,f;)iE/.
Entonces (E, T) es WI especio e-K -infratonelado.

Demostracion. Sea (Vn);'~1 una sucesion casi-bornivora de vencindades K-
convexas de cero en (E, T). Sea V = nn>1 Vn. Para cada i E I, (Ji-1(Vn))n~1
es una sucesion casi-bornivora en Ei. En efecto, si B es acotado en (Ei, Ti)
entonces Ii (B) es acotado en (E, T). Por 10 tanto, existe no ENtal que
li(B) c Vn para todo n ? no. Entonces B C li-1/i(B) c li-1(Vn) para todo
n ? no. Como consequencia, li-1(V) = nn>1 li-1(Vn) es una vecindad de cero
en (Ei, Ti)' Concluimos entonces que V es ~a vecindad de cero en (E, T). l!'1
Corolario 2.5. Ellimite inductivo y la suma dixecte de especioe c-K -udteio-
aeledoe son especios c-K -ixdretoneledoe.

Proposici6n 2.5. E1 especio (E, T) = ~iEI(Ei' Ti) es c-K -infratonelado si y
solo si cede (Ei, Ti) es e-K -iuiretoueledo.

Demosiracion. Que 1a condicion es suficiente es consecuencia del Corolario
2.5. Veamos que es necesaria. Sea (A~)n~1 una sucesion de conjuntos Ti-
equicontinuos que converge fuertemente a cero en (E:,/3(E:,Ei)). Para cada
n EN, sea An e1 conjunto de las familias (/j) jEI en E' = TIjEI Ej tales
que !J = 0 si j f. i Y Ii E A~. Evidentemente cada An es T-equicontinuo.
Como ademas 1a topologia fuerte del producto es 1a topologfa producto de las
topologias fuertes, (An)n~1 converge fuertemente a cero en (E', /3(E', E)). Por
10 tanto Un>1 An es T-equicontinuo, de 10 cual Un>1 A~ es Ti-equicontinuo.

- - l!'1

Observaci6n 2.1. Todos los resultados de cerscter hereditario obtenidos has-
ta ebore son iguelmeute vaJidos para los especioe c-K -toneledos.

Daremos finalmente condiciones para que ciertos espacios de ap1icaciones
continuas sean c-K-infratone1ados.

Supondremos en 10 que sigue que X es un espacio u1traregular, esto es, un
espacio topologico separado en e1 cual cada punto tiene un sistema fundamental
de vecindades a 1a vez abiertas y cerradas. Con C(X, K) denotaremos e1espacio
de las aplicaciones continuas de X en el cuerpo K. Supondremos siempre que
C(X, K) esta dot ado de la topologia compacto-abierta. Mas generalmente, si
(E, TE) es un espacio localmente K-convexo, C(X, E) sera el espacio de las
aplicaciones continuas de X en E, tambien dot ado de la topologia compacto-
abierta.

Observaci6n 2.2. Un especio topo10gico en e1 eual todo pWItO ediuite WI sis-
rerna fundamental de veciadedes a le vez abiertas y cerredes es 10 que se conoce
como WI especio O-dimensional. £5 focil ver que WI espacio es ultraregu1ar si y
8010 si es T1 yO-dimensional.
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Definicion 2.1. Un espacio topol6gico X es W-compacto si toda reunion
enumerable de subconjuntos coznpacros de X es relativamente compacta.

Proposicion 2.6.
(i) Si K es esfericamente completo, C(X, K) puede identificarse con un

K -subespecio cerrado complementado de C (X, E).
(ii) E puede identificarse con un K -subespacio cerrado complementado de

C(X,E).

Demostracum. Vease [6], pag. 14. ~

La Proposicion 2.6 muestra que si K es esfericamente completo entonces
C(X, K) y E son K -subespacios cerrados complement ados de C(X, E) y por
10 tanto existen espacios cocientes de C(X, E) isomorfos a C(X, K) y E. Como
segun el Corolario 2.1 la propiedad de ser c-K-tonelado (resp. c-K-infratone-
1000) se conserva bajo la formacion de cocientes separados, podemos enunciar
la siguiente proposicion.

Proposlcion 2.7. Si K es un cuerpo esfericamente completo y si C(X, E)
es c-K-tonelado (resp. c-K-infratonelado), entonces C(X,K) y E son c-K-
tonelados (resp. c-K -infratonelados).

Teorema 2.1. Sean X un espacio W -compacto ultraregular y (En, Tn) una
sucesiou creciente de espacios localmente K-convexos. Si se tiene que (E, T) =
lim (En , Tn), entonces ellimiteinductivolimC(X, En) es un K-subespacio denso
--+ --+

de C(X,E).

Demostracion. Vease [6]. ~

Corolario 2.6. Sean X un especio W -compacto ultraregular y E el limite
inductivo de una sucesi6n creciente (En)nEN de espacios normados tio-erqui-
medianos. Entonces C(X, E) es un especio -K -infratonelado.

Demosiracion. Por el Teorema 2.1, ellimite inductivo de los espacios C(X, En)
es un K-subespacio topologico denso en C(X,E). Como En es normado no-
arquimediano, el espacio C(X, En) es c-K-infratonelOOo ([4], Teorema 4.8).
Del Corolario 2.5 y la Proposicion 2.3 se deduce entonces que C(X, E) es c-K-
infratonelado. 1!1
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