Revista Colombiana de Matematicas
Volumen 32 (1999), piginas 143-172

Sobre el comportamiento asintético
de algunas sucesiones de polinomios
generadas por formulas lineales
de recurrencia de segundo orden
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ABsTrRACT. The asymptotic behavior of systems of polynomials defined by linear
second order recurrence relations of the form

Sn+1(2) = (@n * 2+ ba) - Sn(2) + cn - Sn-1(2) =0,

where an — 2, bp = 0, cn — 1, is studied. As an application of the results,
the domains of convergence of polynomial series of the form

o0

> PaSa(z), Pa€C,

n=0
with limsup /|pn| = % < 1 are determined, and the well known Abel’s lemma
for power series is extended to such series under appropriate assumptions. The
latter problem had been previously addressed by professor Miguel Dumett in
[3] from a different point of view.
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ResuMEN. En el presente trabajo se estudia el comportamiento asintético de
sucesiones de polinémios generadas por férmulas lineales de recurrencia de se-
gundo orden de la forma

Snt1(2) = (an - 24 bn) - Sn(2) + cn - Sn-1(2) =0,
143
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donde an — 2, bn — 0, cn — 1. Como aplicacién de los resultados se investiga
el dominio de convergencia de las series de polinomios

Y PuSu(z), pn€C,
=0

cuando limsup ¥/|pn| = ,—1, < 1, y se discute la validez para estas series de
un andlogo del teorema del limite de Abel-Picard, vélido para las series de
potencias. Este ultimo problema fue considerado previamente por el profesor
Miguel Dumett en [3] desde un punto de vista diferente.

Introduccién

Asf como muchas funciones cldsicas de la matematica, las hipergeométricas
entre ellas, estdn relacionadas con las soluciones de ecuaciones diferenciales
lineales de segundo orden, especialmente con aquellas que definen relaciones
de ortogonalidad (la de Bessel, por ejemplo), muchas otras funciones igual-
mente importantes, entre otras los sistemas cldsicos de polinomios ortogona-
les (Chebyshev, Legendre, Laguerre, Hermite, etc.), estdn relacionados con
férmulas lineales de recurrencia de segundo orden. Y asi como los desarrollos
en funciones ortogonales (Bessel, por ejemplo) juegan papeles fundamentales
en la teoria general de las ecuaciones diferenciales y en sus aplicaciones, lo mis-
mo es cierto de estas ultimas funciones, especialmente en dreas como el andlisis
numérico y la teoria de la aproximacién.

Aunque la determinacién explicita de las soluciones de una relacién de recu-
rrencia no es en general una tarea facil, investigaciones relativamente recientes
han mostrado que muchas propiedades de éstas pueden obtenerse directamente
a partir del exdmen de los coeficientes de dicha relacién. Esto es particu-
larmente cierto del comportamiento asintético de las soluciones. Conocer el
comportamiento asintético de eétas es especialmente 1til para establecer las
propiedades de convergencia de los desarrollos en series de dichas soluciones.
Curiosamente, aun si las soluciones explicitas son conocidas, el comportamien-
to asintético de las mismas puede todavia suministrar valiosa informacién. El
objeto de este trabajo es mostrar cémo este andlisis puede realizarse en al-
gunos casos tipicos, que incluyen los polinomios de Chebyshev y Legendre, y
mostrar cémo tal informacion puede usarse para examinar la convergencia de
los desarrollos propios correspondientes, especialmente en lo relacionado con
las propiedades de tales desarrollos en puntos de la frontera de sus dominios de
convergencia.
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1. Férmulas lineales de recurrencia de segundo orden

1.1. Transformacién de los coeficientes.

La férmula lineal de recurrencia de segundo orden tiene la forma general

~

Xos1—8n-Xn+6n-Xuo1=0, n=1,23,... (1.0)

Nosotros examinaremos (1.0) bajo hipétesis que cobijan muchos de los casos
mas significativos:

@n > a#0, ¢,—c (1.1)
Mediante el cambio de variables
n—1~
X:nzIIg!f‘"Xm n>2) XIZXI, :X\'0=X07
a
k=1
(1.0) se transforma en
Xpy1—0 - Xp+epi1° Xn-1=0, n=1,23,... (1.2)
donde
2
Cl=:a"'31, Cn———AaA :Cp. > C. (1.3)
ai Anp—-10n

En esta seccién estudiaremos (1.0) en la presentacién (1.2).

1.2. Comportamiento asintético de las soluciones.

Dividiendo (1.2) por X, y haciendo T, = X,/ Xn—1,n =1,2,3,... , se obtiene
la siguiente férmula fraccionaria de recurrencia de primer orden para (75,) :

c

Toy1=0— ——,cn—=¢, n=123,... (1.4)

T
Supongamos que a? — 4c > 0. Entonces, la ecuacién cuadrética t? —at +c = 0,
llamada la ecuacién caracteristica de la férmula de recurrencia (1.2), posee dos
raices diferentes A, 1 (|A| < ||). Sabemos de [10], [12] que existe p tal que

T = Xn — u siy sélosi lez(—l D,
Xn—l XO

X X (1.5)

Tn=Xn'_‘l—>)\ si y solo si lej{—(l):p

Del segundo teorema de Cauchy (vednse [2], [8]) se tiene que

X
le V| Xn| = |p] siy sélo si 5(—1 # p,

. 0 (1.6)

g _ ST B ¢ T
nlgr;o V| Xn| = |\ siy sélosi X, = .
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Esto conduce a dos tipos diferentes de soluciones de la férmula de recurrencia
(1.2). En el primer caso diremos que (X,) es la solucién del tipo (u"); en
el segundo, que (X,) es del tipo (A™). Denotaremos esta tdltima solucién con
(Y,). Estas soluciones tienen respectivamente las siguientes expresiones:

Xn=0n-p" con lim {|a,| =1,
n-—+o00
Yo=0,-A", con lim {/|B,.|=1
n—oo
Usando la notacién “ ~ ” para denotar la igualdad asintética, podemos escribir

Xnr~ap-pu®, Yo~B,-A" con V]an|~1, V/|Bn|~1. (1.8)

(1.7)

Se ve inmediatamente que limn_,o ¥5/Xn = 0. Si (¥a), (Y,) son ambas solu-
ciones del tipo (A™), entonces Y7 /Yy = Y1 /Y, = p. Por lo tanto, las soluciones
del tipo (A™) son linealmente dependientes y forman un espacio lineal de di-
mensién 1 (véase [6]). Por otra parte, si (X,) y (X,) son soluciones de tipo
(u™), existe una constante A # 0 tal que Xn ~ A-X,. En efecto, ()?n) es
una combinacién lineal de (X, ) y (Y») donde (Y;,) es solucién de (1.3) del tipo
(A™), y existen entonces constantes Ay B, A # 0, tales que

(Xn) = A-(Xn) + B+ (Ya).
Entonces
X, Y,
i A+ B- E—)A, n — oo.

Teorema 1.1 (Criterio de comparacién). Considérense las férmulas lineales de
recurrencia

Xn+1 —a'Xn+cn'Xn-—l =O’
o L i A (1.9)
Xny1—0 - Xpn+6Cn-Xno1=0,
donde
Cn —C, Cpn—c. (1.10)
Supdngase ademads que
Z |en — Cn| < 400. (1.11)

Entonces
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(i) Si (X,),(Xn) son soluciones respectivas de las dos férmulas (1.9), y son

ambas del mismo tipo (u™), existe una constante C # 0 tal que X, ~
C - X,; esto es,
X
lim =" =C. (1.12)
n—oo n

(ii) Si (Yn),(Yn)son soluciones respectivas de las dos férmulas (1.9), y son
ambas del mismo tipo (A\"), existe una constante D # 0 tal que Y, ~

D -Y,; esto es,
Y,
lim — = D. (1.13)
n—oo Yp
Demostracion. (i) Sean
=, = X
n Xn_l ) n Xn__l
Entonces (un), (in) satisfacen
Eiriiass G 2=,
Hn+1 =C— —, l"n+l:a—~—n'7 bn = Wy Hn = K, (114)
Hn Hn
y de (1.14) se obtiene inmediatamente que
~ Gn ~ Cn—Cn
— = —_— s — + y n=1,2,3,.--,
(Bn+1 = Bnt1) YinTin (Bn — pn) i

la cual es una férmula lineal de recurrencia del primer orden para la sucesion
(tn — pn) - Por la hipétesis (1.11) se tiene que

o0 ”
Z acal < +o0.
el
Ademas,
P Y L Y T
KEnin W M
Por lo tanto (véase el Apendice A),
oo
D [ — pnl < o0, (1.15)

n—1

y como
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entonces
Xn _ Xo 17 Bk A [ + P _Nk]
L . L, /s I I s 1.16
Xn XO k=1 /J'k XO k 1 ( )

siendo el producto convergente en virtud de (1.15). Se deduce que

existe y es no nulo.
(ii) La demostracién de (ii) es similar a la de (i). ©
Comparando la férmula (1.2) con la férmula lineal de recurrencia
Xnt1—a-Xp+c- Xp1=0, n=1,2,3..., (1.17)

la cual tiene coeficientes constantes, y teniendo en cuenta que las progresiones
geométricas (p"; n=0,1,2,...)y (A"; n=0,1,2,...) son ambas soluciones
de (1.17), se obtiene el siguiente colorario.

Corolario 1.1. Si en la férmula lineal de recurrencia (1.2) suponemos que
oo
Z len — ¢ < 400, (1.18)

y si (Xy), (Y,) son soluciones de los tipos (u™) y (A™), respectivamente, en-
tonces existen constantes o # 0 y 3 # 0 tales que X, ~ a-pu", Y, ~ G- A™

Como cualquier solucién de la férmula lineal de recurrencia (1.2) es una
combinacién lineal de las dos soluciones (X, ) y (Y, ) mencionadas en el corolario
anterior, se obtiene también el siguiente corolario.

Corolario 1.2. Si (X,) es una solucién no trivial de la formula de recurrencia
(1.2), entonces lim,_,., X,/u™ existe. Ademds, lim, o, X,/pu™ = 0 si y sélo
si limy, 00 Xn/A™ existe y es no nulo.

Ejemplo 1.1. Consideremos la férmula lineal de recurrencia

2n(n + 3)

s i, DS N TS T
(n+1)(n+2) A "

Xn+1 - 3Xn +

asi que
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Ademés,
o0 oo 4
;Icn_cl_;(n+l)(n+2) i

Segiin el Corolario 1.1, existen entonces soluciones (X,,), (Y) de tal férmula
de recurrencia tales que X,, ~ 2", Y, ~ 1. En efecto, un calculo directo
muestra que la sucesién (X,) = 2" (n—1)/(n+ 1) es una solucién. Una
segunda solucién (Y;,) estd dada por

o 0300 Gkt MLl 2% o (k+D(k+2
Yn=Xn'Z BRI | 29 Z(—L')_N

1
. : Bt kM
o XX  nt1 3 2 (k-2)(k—1)2F 3

como resulta de la Regla de L’Héspital en (8].
Si la hipétesis (1.18) no se satisface, el siguiente teorema da atin el comporta-
miento asint6tico de las soluciones de (1.2). Usaremos las siguientes notaciones:

c=1 6 o=-1; en=ch—¢, n=1,2.3,...

Teorema 1.2. En la férmula de recurrencia (1.2), supdngase que
1. La sucesion (6™ - €,; n = 1,2,3,...) es de variacién acotada; esto es,
supoéngase que

(oo}
Z |ent1 — 0+ €n| < +00.
n=1
2. También,
oo oo
Z len]? = z len — ¢f? < +00.
n=]1 n=1
Entonces
(i) Si(Xy,) es una solucidén de (1.2) del tipo (™), existe una constante C' # 0
tal que

= 1
Xon O T (14— ) -
1 g( pA —op) k)

(i) Si(Yn) es una solucién de (1.2) del tipo (A™), existe una constante D # 0
tal que

N 1
Y,~D-)\ H(1+)‘(H_a/\) -e,c).

k=1
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Demostracién. (i) Sea (X,) dada por

= 1
2 (F4-tre,); Fllbeemlades
EI t) p(A—op)

Un célculo directo muestra que (X,) satisface la férmula lineal de recurrencia

X =@+ Kb G Xl b= 0, 1025 12:3srs. 8
donde
Gh=cH+Mprt-€n— pite(1+t-8n)" Ent1
=c+t-pA—op) .+ 0(E2) +0(A,)
=c+en+ O0(€2) + O(An).
yAp =€nt1 — 0 - En.

De las hipétesis 1 y 2 se obtiene que Y .o [¢n — cn| < +00, y la igualdad
asintética para la solucién (X,) resulta entonces del Teorema 1.1.

(i) La demostracién de (ii) es similar a la de (i).
Ejemplo 1.2. Considérese la férmula lineal de recurrencia
2n

Xn+1 3- X +‘—"_*_—1 Xn 1—0 n=1,2,3,...
asi que
2n 2 2
—3 = :2——’ =—'—,A=1, = 4.
Riidy G T oy AL e Gt
Claramente

oo oo oo 2
2o <t Plewi—al= 2 mippyy <t €=
n=1 n=1 n=1

En virtud del Teorema 1.2, existen entonces soluciones (X,), (¥») tales que

n+2 . i 2 2
n~2" H(1+k+l)— 7 ¥ T g(l"kﬂ) n(n+ 1)

Ejemplo 1.3. Considérese la férmula lineal de recurrencia

n+1 3- X <2+( 1::) ) Xn—l =O, n:1,2,3,...,

en la cual

a=3, cn=2+(—l) ,sn(_l) JA=1, p=2.
n n
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Se observa que

— 1
ZE Z— < 400, Z |€n + En+1| Z—Tm < +o00.
n_l n=1 =1
(En este caso 0 = —1). El Teorema 1.2 asegura entonces la existencia de solu-

ciones (X,), (Y») tales que
n n k
X,,~2"-H<1+( 1)>, Yy ~ H<1+(3}€)>.
k=1 k=1

Como los productos infinitos convergen (véase [11]), se concluye que X, ~
C-2", Y, ~D,donde C y D son constantes no nulas.

1.3. Una aplicacién del método de variacion de parametros.

Si A, u (JA| < |p|) son las raices de la ecuacion caracteristica de la férmula
de recurrencia (1.2), tenemos el siguiente teorema (la restriccién a? — 4c > 0
impuesta en el pardgrafo anterior no es necesaria).

Teorema 1.3 Si (X,) es cualquier solucién de la férmula (1.2), entonces

limsup V/|Xn| < |ul. (1.18)
Demostracion. Escribiendo (1.2) en la forma
Xn+1—a'Xn+c-Xn_1 :En‘Xn—la (119)

donde €, = ¢ — ¢, y aplicando el “método de variacién de pardmetros”
(Apéndice B) a la férmula (1.19), se obtiene que:

(i) Cuando X # u (esto es, cuando a? — 4c # 0),

1 - -k n—k
Xn=A-u"+B-A"+m~Z(y" 0K g My, i = 1,8, 8107,

k=1
(1.20)
donde
A=A o =Kt ek
pw—A TN
Dividiendo (1.20) por u", teniendo en cuenta que |[p"~% — A"7F| < 2. [unF|,
Xn Xk
S l+IBl+ IZkllkl ‘
(1.21)
<M+ Zk:l dx /,LTT i
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donde
2
=|A|+ |B| 2 |A+ B| = |Xo|, di=+—F—"l¢kl,
A1+ 181 > 14+ B = 1Xol, d = T2 e
y de (1.21) (Apéndice C),
Xn -
o <M-J](+di). (1.22)

k=1
Como dj — 0 cuando k — oo, (1.22) implica (1.18)

(ii) Cuando A = p (esto, es cuando a? — 4c = 0),
-1
X, = p™! (nXy — (n— 1) uXo) + Z:_l (n—k)- g™ %1 ek Xe_q, (1.23)
y si r > |p| es arbitrario , dividiendo (1.23) por 7™ se concluye que
X "InX; - (n—1)pX n "k ok
et Il 12 Juo +Z Ikl ekl
| S U r ei\r ) Tl
Como |pu|/r < 1, existird entonces My > 0 tal que
n n
(M) |nX1 —(n—1)pXo Mo, (M) Sl 2
r " r lul -7

para todo n. Razonando en forma andloga al caso (i) se obtiene entonces, en
lugar de (1.22), que

Xk—1
k=1

IN

H (14 Mo [el) -

Por lo tanto, limsup {/|X,| < r. Como r > |u| es arbitratio, la relacién
anterior implica (1.18)
Nota 1.1. Sienel caso a? —4c #0, Y o, lenl < 400, entonces [[r; (1 + dk)

converge absolutamente. En consecuencia, M - H (1 + dx) es una cota superior
: k=1

de la sucesién (| X,/p"|; n=10,1,2,...).

2. Sucesiones de polinomios

2.1. Los polinomios de Chebyshev T, (z2), n =0,1,2,...

La sucesién (T, (z); n=0,1,2,...) es la solucién de la férmula lineal de
recurrencia de segundo orden

Tn+1 (Z) -22-T, (Z) + Tn—l (Z) . Ov n=1, 2)3) L (20)
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que satisface las condiciones iniciales

To(2)=1, Ti(2) == (2.1)
Evidentemente T}, (z) es un polinomio de grado n en la variable z, que supone-
mos que toma valores complejos.

Como la férmula de recurencia (2.0) es lineal de segundo orden, con coe-
ficientes constantes, su solucién general se puede encontrar inmediatamente.
Sean A(z), p(z) las raices de su ecuacién caracteristica t> — 2z -t +1 = 0.
Entonces

A(2)y ‘u(2)=2+4/22 -1 (2.2)

Teniendo ahora en cuenta que las progresiones geométricas (A(z)"; n =

0,1,2...), (u(2)™ n = 0,1,2...) son soluciones linealmente independientes
de (2.0), consideraremos separadamente tres casos:

(i) z =z (real), -1 < z < 1. Entonces
Az), pl@)=zxi-V1-22=¢*® z=cosh, 0<bO<m, (2.3)

asi que |A(2)] = |u(2)] = 1 y Th(z) = cosnb. Evidentemente la sucesién
Ty (z) /Tn-1(z) = cosnd/ cos(n — 1)f diverge cuando n — oo. Sin embargo, se
tiene (Teorema 1.3) que

limsup ¥/|T, (z)| = limsup {/|cosnf| <1, —-1<z<1.

Nétese que lim,, o /|Tn(z)| no siempre existe y que el conjunto
{a: € (=1,1) : liminf ¥/[Th(z)] = o}

es no vacio y de medida de Lebesgue nula (véase [7]).
(ii) z = +1. En este caso A = p = ¢ = £1, |A(£1)| = [u(£1)| = 1. Tenemos
ademés que T, (z) = z™ y que

lim —Tﬂ =g = *k

n—oo Tp,_1 ()
En consecuencia, lim, o V/|Tn (z)| = 1.
(ili) z€e R =C~\[-1,1]. Como A (z), u(z)=z=£+/2% -1, (si + corresponde

a A(2), lo hard a u(z), y reciprocamente), un calculo elemental muestra que
|A(2)] # |u(2)| para todo z en la regién Q. Para z € 2 se escogen ahora
A(2),p(2) de tal manera que

IA(2)] < [u(2)]. (2.4)
Nétese que |A(2)] < 1 < |p(2)| (puesto que |A(z)]- [ (2)| = 1).
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Cuando z = z real, |z| > 1, teniendo en cuenta que vV  representa el valor
positivo de la raiz, la escogencia anterior implica que

p)=z+vVz2-1, A(z)=z—Vz2-1, para z > 1,
pz)y=z—-+vVz2-1, A(z)=z+ V22 -1, paraz< —1.

Es bien conocido que A(z), p(z), definidas por (2.2) y (2.4), son funciones
analiticas en 2 con X' (2) #0, p/(2) #0, z € Q.

Ahora, T, (z) es una combinacién lineal de A (2)", u(2)"; esto es,
To(2)=A-A(2)"+B-u(2)",
donde A y B son constantes. Como ademés Tp (2) =1 y Tj (z) = 2, entonces

A=B= —21-,ypor lo tanto

Ta(2) = 5 - ()" +4(2)")

(2.5)
1 n n
e /2 Ly 25
=3 ((z+ z 1) +<z z 1))
De (2.5) se obtiene entonces, para z € (2, la expresién asintética
n n
T. (2) = y_(zz_)_ . <1+ (%) > ~ % -u(2)", cuando n — oo,

Por lo tanto, le T, (2) /Tn-1(2) = p(z) vy, en consecuencia,

Jim VTG = (), z€9. (2.6
2.2. Series de polinomios de Chebyshev.
Como es claro, la serie

an : Tn (z) : ] p" e C’ (2'7)

n=0

converge si limsup {/|pn - Tn (z)| < 1y diverge si limsup {/|p, - T (2)| > 1.
Para z € , (2.6) implica que

limsup V/|pn - T (2)| = limsup ¥/ |pn| - lim {/|T, (2)|
= |u(2)| - limsup .

Por lo tanto, puesto que |u(z)] > 1, si limsup {/|p,| > 1 entonces
limsup {/|pn - Tn (2)| > 1 para todo z € Q. Por esta razén supondremos,
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de ahora en adelante, que

1
3 = limsup {/|p,| < 1. (2.8)

En tal caso, la serie (2.7) converge absolutamente cuando [ (2)| < p y diverge
cuando |u(z)| > p. Nétese que (2.7) converge para z € [—1,1].

Con el fin de investigar para qué valores de z € C la serie (2.7) converge es
conveniente hacer uso de coordenadas elipticas en el plano. Denoténdolas con
(s,t), éstas estan relacionadas con las coordenadas cartesianas (z,y) por las
ecuaciones

z=cos s-cosh t, y= sens-senht; se[0, 2n], t€[0,00]. (2.9)
Se observa que para t fijo, el punto z = z + iy describe la elipse
2 2
Do LI WL (2.10)

cosh®t ' senh?t
A su vez, para s fijo, 2 = z + iy describe la hipérbola

2 2
LAk B | (2.11)
cos?s  sen?s

YA

b s fijo

®
(=)
—/
ye

- @

t fijo

FIGURA 1

Estas curvas se intersectan ortogonalmente y los focos de ambas estdn locali-
zados en los puntos —1,1 (Figura 1).
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De (2.9) obtenemos también que
z=2x+1y =cos s-cosh t+¢-sen s-senht = cos (s —it),
asi que
V22 —1=1i-y/1-22=4i-1/1-cos? (s — it) = +isen (s —it).
Por lo tanto,

A(2),1(2) =2+ 122 —1=cos(s—it) + isen (s —it)
= et . eis, 6 e—t A e-—is
Teniendo ahora en cuenta que |A(2)| <1 < |u(2)|, y t > 0, se concluye que
Az)=et-e™™ pu(z)=e-€*, 2€Q. (2.12)

Si 2 satisface a la ecuacién |u (2)| = p entonces t = log p. En este caso el punto
z =1z + 1y describe la elipse

22 2
G +E =, (2.13)
donde
1 1 . 1 1
a—cosh(logp)—i'(p+;), b—smh(logp)—§-<p—p>.

Evidentemente | (z)| < p si y sélo si z estd en el interior de la elipse (2.13),
y |u(z)] > psiy sblo si z estd en el exterior de la misma. Por lo tanto, si
z estd en el interior de la elipse (2.13), la serie (2.7) converge absolutamente,
mientras que si z estd en el exterior de dicha elipse, la serie diverge.

En otras palabras, la elipse (2.13) es “la elipse de convergencia” de la serie
(2.7) de polinomios de Chebyshev.
Teorema 2.1. (Teorema del limite de Abel para las series de polinomios de
Chebyshev). Sea zy un punto sobre la elipse de convergencia (2.13), esto es,
| (z0)| = p. Si la serie (2.7) converge en zp, entonces

> k- Ti(z) — > pr - Tk (20) (2.14)
k=0

k=0
cuando z, con |u(2)| < p, tiende a zg sobre cualquier curva regular que corte a
la elipse (2.13) en 2o y forme con ésta un dngulo de corte ¢ no nulo.

Demostracién. Considérese la representacién conforme w = pu(2), con pu(z)
dada por (2.3) y (2.4) (Figura 2).
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Y

\Y

elipse |u(z)| = p

circulo |w| = p

plano 2

plano w

FIGURA 2

Mediante esta representacién, la regién {z : [u(2)| < p, z ¢ [—1,1]} del plano
z se transforma en el d4nulo {w : 1 < |wl < p} del plano w. Si K es una curva
regular que corta a la elipse en zp con un dngulo o # 0, u(K) es también una
curva regular que corta al circulo |w| = p en wp = £ (20), con el mismo angulo
a. Aplicando el teorema de Abel-Picard (véanse [2] y el Apéndice G) se tiene

entonces que
oo o0 oo (o0}
k k
S opkp@)f =Y pe-wt— D pe-wg =Y pr-pu(z0)" (2.15)
k=0 k=0 k=0 k=0

. k
cuando w — wp. Por otra parte, como la serie Y o Pk - A(2)" converge
uniformemente en C, entonces

SopkA @) — D e A (20)", (2.16)
k=0 k=0

cuando z — zg, y (2.14) se obtiene inmediatamente de (2.5), (2.15) y (2.16).
Ul

Nota 2.1. Para informacién adicional sobre las representaciones conformes, el
lector puede consultar [4].
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2.3. Otras sucesiones de polinomios generadas por férmulas lineales

de recurrencia de segundo orden.
Considérese la férmula de recurrencia
Snt+1—(an-z2+bp) - Sn+cn-Sn-1=0, n=1,23,...

donde
ap—>a#0, b,—>b c,—c
Mediante el cambio de variables

Sn= (V)" -8, n=01,2,...,

la férmula (2.17) se transforma en

~ 1 1 o
Snt1 — %'an'z'i'—\/-z'
donde

1 1 1 1 Cn

— Q> —=-a, —-bp—o>—-b —-o1
Ve ulinfe vei i o
Podemos suponer entonces, sin pérdida de generalidad, que ¢ = 1.

A su vez, mediante el cambio de parametro
( 2) , Wb
z=|-)-2'=-
a a

an.b

(2.17) se transforma en

2an
Sn+1_(%'z,“*‘bn_'a_)'Sn+cn'Sn—1=0, n=1,213)'-'

donde

%42, bn~ﬂ)—>0.
a a

b,,) -'S’,,+fcﬁ-sn_1=o, n=1,23,...

(2.17)

Por esta razén podemos suponer también, sin pérdida de generalidad, que a,, —

2, by >0, ¢, — 1.

Nota 2.2. En la férmula de recurrencia (2.17), la variable independiente es
“n”, la variable dependiente es “S,,” y z es un “pardmetro”; esto es, para cada

valor de z tenemos una férmula de recurrencia diferente.

Examinaremos ahora algunas propiedades bésicas de la sucesién (S, (2))
definida por (2.17). Para cada valor del pardmetro z, consideremos nuevamente

la férmula de recurrencia

Snt+1(2) = (@n-2+bn) - Sn(2)+cn:Sn-1(2) =0, n=1,2,3,.
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donde ahora suponemos que a, — 2, b, — 0, ¢, — 1. Supondremos ademads
que an, by c, son reales y que satisfacen las siguientes condiciones:

@i > |bali o0 mi il (2.18)

oo o0
Z |bn| < +o00, Z |an - Gn—1 — 4 ¢q| < +00. (2.19)

n=1 n=1
Si la sucesién (S, (2)) satisface las condiciones iniciales S (2) =1, S (2) = z,
entonces:
(i) Sn (2) es un polinomio de grado n en el pardmetro z. Esto es evidente.
(ii) Existe M > 1 tal que para z real, > M, la sucesion (S, (z)) es creciente
y limp o0 Sp (z) = +00 (exponencialmente).

En efecto, existe M > 1 tal que a,-M > |b,|+c,+2 para todo n. Supéngase
ahora, inductivamente, que 0 < Sp (z) < Si(z) < -+ < Sp(x) para z > M.
Entonces,

Sn+1(z) > (anM +bn) - Sn (2) = cn - Sn—1(2)

>(cpn+2)-Sn(z)—cn-Sn-1(x)

> 2.5, (z) + cn (Sn (z) — Sn—1 (7))

5 2-5:(2).
Por lo tanto,

Snt+1(x) > Sp(z) y Sn(z) >2"-Sp(z), n>0.

Esto demuestra que (S,(z)) es creciente y que lim,_,o Sn () = 400 (expo-
nencialmente) para z > M.
(iii) Para z real, = < —M, la sucesién ((—1)" - Sp(z); n = 0,1,2,...) es
creciente y limp oo (—1)" - Sy (z) = 400 (exponencialmente).

En efecto, mediante el cambio de variables S, (z) = (-1)" .8, (z) , la férmula
de recurrencia (2.17) se transforma en

~ ~ ~

Snt1 (2) = (an - (=) = bp) - Sn (z) + cn - Sn—1 (x) =0,
y basta utilizar el mismo argumento que en (ii).

(iv) Los ceros del polinomio S, (z) son todos reales y estdn en el intervalo
(-M, M).

En efecto, utilizando la férmula de recurrencia (2.17), las propiedades (ii)
y (iii), y el teorema del valor intermedio, se puede demostrar, por induccién,
que siempre existe un cero de S, (z) entre dos ceros consecutivos de S,_1(z),
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que existe un cero de Sy, (z) entre —M y el primer cero de Sp—_1(z), y que hay
también un cero de S,(z) entre el dltimo cero de S,_i(z) y M.

Examinemos ahora el comportamiento asintético de (S, (z)) para z € Q.
Efectuando el cambio de variables

n—1

Sp (2) = Hf“‘—;}i’f Xn(2), n>2, So(2)=2Xo(z), S1(2)=X1(2),
= (2.20)

la férmula de recurrencia (2.17) toma la forma

Xnt1(z) —22-Xp(2) +6n(2) - Xno1(2) =0, Xo(2) =1, Xi(2) =2,
(2.21)

donde
422 2z

Cwd P =ian PN ST A c1(2)=c1- P

De esto se deducen inmediatamente las siguientes propiedades:

(2.22)

(v) €, (2) es una funcién anélitica de z en la regién Q = C \ [—1,1]. Ademds,
(€n (2)) = 1 uniformemente en compactos de Q.

(vi) Xn, (2)es una funcién andlitica de z en la region 2.

(vii) La sucesion ( Z;: J%:lb"l; n= 2,3,4,...) es moderada para z € ).
Esto es (véase [7]),

. laxz + bkl
1 — =1.
iy 8 IcI_=Il 27|
(viii)
> [En (2) — 1] < +oo. (2.23)
n=1
En efecto,
IE (Z) _ 1| _ '(an cQp-1 — 4cn) e g + (anbn——l + an—lbn) -z by 'bn—l’

Ianz + bnl y |an—1‘z + bn—ll
y por la hipétesis (2.19), la serie (2.23) converge. Nétese que la suma de la
serie (2.23) es uniformemente acotada sobre cualquier subconjunto compacto
de Q.

Sea o, (z) definida por
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Entonces oy, (2) es, para todo n, analitica en la regién Q. Ahora, por el Coro-
lario 1.2, la sucesién (o, (2);n =0,1,2,...) converge para todo z € §2, y por
(1.22), la sucesién (@, (2)) es uniformemente acotada en cualquier subconjun-
to compacto de Q. Por lo tanto, la sucesién (o, (z)) converge uniformente en
compactos de Q (véase [5]).

Sea
a(z) = le an(2), z€eq.

Entonces « (z) es analitica en . Como para todo n, ay, (2) # 0 para todo z €
C~\[-M,M] C Q (Propiedad (iv)), entonces a (z) no tiene ningtin cero en C~
[-M, M], 0 a(z) = 0 para todo z € C \ [-M, M] (Teorema de Hurwitz, véase
[4] p. 247). Supdngase que fuera a(z) = 0 para todo z € C \ [-M, M]. Por
el Teorema de coincidencia de las funciones analiticas ([4], p. 226), se tendria
que a(z) = 0 para todo z € Q y, por el Corolario 1.2, lim,—,00 Xn(2)/A(2)™
existiria para todo z € Q. Por lo tanto,

lim X, (2) = lim

n—o00 n—oo \ (z)" &

Esto contradice la propiedad (ii). Entonces

(ix)
Xn (2)

m =a(2)

o) = )

uniformemente en compactos de §2 , donde a(z) es andlitica en Q y a(z) # 0
para todo z en C \ [-M, M] C Q.

De (2.20 ) se obtiene entonces que (S, (z)) se comporta asintéticamente en
la forma

n—1
Sn(z) ~a() [[ 2552 uia), (225)
k=1
de lo cual
(x)
lim i(-'%Z-;:;A(z), ze€C\[M,M]- (2.26)
n—00 Sp_1

Nétese que la funcién andlitica a (z) puede anularse en puntos del intervalo
[~ M, M| (véase el siguiente ejemplo), y si a (zo) = 0 entonces, por el Corolario
1.2,
S
Bm n (*TO)
n—oo n—1 (Io)

de lo cual, limp— 00 /]S (zo)| = |A (z0)|-

= (.’lt())
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Ejemplo 2.1. Sea (S, (z); n=0,1,2,...) la solucién de la férmula lineal de
recurrencia

S2(2) —(2—1)-81(2) + So (2) =0,

Sn+1(2) —22- 8, (2) + Sn-1(2) =0, n>2
sujeta a las condiciones iniciales Sp (2) =1, S;(z) = 2.

Entonces,
Sp(2)=22-2—1; Su(2)=A2)-p(2)"+B(2):-A(2)", n>1,
y A(z), B (z) pueden determinarse a partir de las condiciones S; (z) = z, So
(2) = 22 — z — 1; o sea,
A@)-p(2)+B(2)-A2) =2, A(2)-p(z2)?+B(2)-A2)?=22-2z-1.

Entonces,

2—z2-1-2z-A(z z-p(z)—22+2+1

P LI I1C) ,

1 (2) - (1 (2) = A(2)) A(2) - (u(2) = A(2))

Como ademés S, (2)/u(z)" ~A(2) y
Saf(z) i @1 z-1
p(2)" 22 % (2) 2z & (2)

entonces a (z) = 2z/(z —1) - A(2) para z € Q. Como \(z) = z+ Vz? -1
para < —1, se ve inmediatamente que a (z) no tiene ceros en (—oo,—1).
Por otra parte, A(z) =z — vz2 -1,z > 1, y a(x) = 0 si y sélo si % —
z—1-z-(z—+va2-1) = 0; o sea, cuando ¢ > 1, a(z) = 0 siy sblo si
23 — 22 — £ — 1 = 0. Ahora, la ecuacién cibica 3 — 22 — 2 — 1 = 0 tiene la
Unica raiz real ¢ = 1.8393... > 1.

Por lo tanto,

L. a(2)-u(a)", ze,

Sn (z) “x

donde a(z) es analitica en Q,a(2) # 0 para z #q y a(g) = 0. Ademas,
existe una constante real C' # 0 tal que S, (g) ~C-A(q)". En consecuencia,

I () = i3

n—00 Op-1 (q)

Nota 2.3. Sea Z el conjunto de los ceros de todos los polinomios S, (z),n =
1,2,3,.... Es decir,

Z = [j {2 : 8:{z) =0}, (2.27)
n=1
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Si zg ¢ [-1, 1] es un punto de acumulacién del conjunto Z entonces & (o) =
0, ya que (a, (z); n=0,1,2,...) converge a & (z) uniformemente en compac-
tos de §2.
(xi) La sucesién de funciones (an (2); n=0,1,2,...) es de variacién unifor-
memente acotada en cualquier subconjunto compacto de Q (Apéndice E).

En efecto, reemplazando X, (z) = o, (2) - u(2)" en (2.21) se obtiene la
férmula de recurrencia

2
any1 (2) — ;(27) “an (2) +

Teniendo entonces en cuenta que 22 = A(2) +u(2) y 1 = A(2) pu(z),la
férmula anterior puede escribirse en la forma

Qny1(2) — <1+ 2E§;)-an(z)+2L3-En(z)-an_1 (2)=0, n=1L123,...,

o sea, en la forma

>
—

N
~

>

(2) (1= (2)) - tno1(2)-

Qn41 (Z) — Qn (Z) = (Z) i (an (Z) — Qn-1 (Z)) + (z)
(2.28)

=

Si D es un subconjunto compacto {2, existen 0 < r < 1 y M > 0 tales que,
para todo z € D y todon > 1,

A2)
n(2)
En efecto, ‘%%‘ < 1 para todo z € D, y la sucesién (an—1(2)) es uniforme-
mente acotada en D. De (2.28) se obtiene ademas la desigualdad

lan+1(2) — an (2)| < 7+ |an (2) — an-1 (2)| + M - |1 - Cn (2)],
asf que sumando con respecto a n, desde n = 1 hasta n = N,
N

N
(1= lan (2) = o1 (2)| <7+ loa (2) =0 ()| + M- Y 1 =% (2)],
s o | (2.29)

M
<r Jan-1(2)| < +

y (2.29) implica que la sucesién (an (2)) es de variacién uniformemente acotada
en D.

(xii) Se tiene que

Hakz+bk kl—Ilak H( akz)’
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v la sucesién ( [I(r+% )) es de variacién uniformemente acotada en cual-
k_
quier subconjunto compacto Q.

En efecto,
00 n n—1 oo bn n—1 bk

¥, por (2.19) 3o, |bn| < +00. Entonces, la serie anterior converge, y su suma
total, es acotada en cualquier subconjunto compacto de 2.

Consideremos ahora la serie
o 1
> pn5a(2), limsup Vipal = 2 <1 (2:30)
n=0

Esta serie converge en el interior de la elipse en (2.13). En caso de que la funcién
analitica o (z) tenga un cero zo en el exterior de tal elipse, la serie converge

en o, pues lim, . {/|Sn(z0)| = |A(zo)] < 1. Con la posible excepcién en
los ceros de a(z), la serie diverge en el exterior de la elipse (2.13). Si todos
los ceros de los polinomios S, (z), n =0,1,2,... estén en el intervalo (—1,1)

entonces a(z) # 0 en la regién , y en tal caso la serie (2.30) diverge sin
excepciones en el exterior de la elipse (2.13).

Teorema 2.2. (Teorema del limite de Abel-Picard). Sea zy un punto sobre la
elipse (2.13), asi que (|p (20)]) = p. Si a(z0) # 0 y la serie (2.30) converge en
20, entonces

> P 5n(2) —Y _Pn-Sn(20) (2.31)
n=0 n=0

cuando z, con |u(z)| < p, tiende a zg sobre cualquier curva regular que corte
a la elipse (2.13) en zy, y que forme con ésta un éngulo de corte no nulo.

Demostracién. Sea D un disco cerrado de (2, con centro en zo (Figura 3).
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2 2
il N :c_2 +¥
a b2
FIGURA 3
Teniendo en cuenta que
S % n—1 " n—1 b
L= % Tla+ 2 enta),
A k=1 k=1 k
la sucesién
n—1

» an (2)- [T (1+ %)
(s (55) sm=2a) = = +_QL);":2’3""

as (20) 1 A1 41 + 52

resulta ser de variacién uniformemente acotada en D, pues las sucesiones
n—1
b Gingresi g .
(an (2)) ¥y (H (1 + _La,,-z) son de variacién uniformemente acotada en D

y estén separadas de cero. Por el lema de Abel ([2] y Apéndice F), la serie

ANV < SR O A TICOAN
Z(p" u(z)") i ,;pn S ()5 (u(2)>

n=0

converge uniformemente en D, pues la serie Y " o Pn - Sn(20), siendo indepen-
diente de z, converge uniformemente en D. Por medio de la misma represen-
tacién conforme w = p (z) utilizada anteriormente, y de la generalizacién del
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teorema del limite de Abel-Picard (Apéndice G), se obtiene entonces que

an . Sn (Z) ==
n=0

gpn : W(;Z ()" 52 ngopn : ﬂé:;’g - 1 (20)

oo

= an *Sn (20) 5

n=0
lo cual completa la demostracion.

Nota 2.4. Si a(z) = 0, la serie (2.30) converge en zp, pero en este caso no
es valido el teorema de Abel.

Examinaremos finalmente el comportamiento de la serie (2.30) en ciertos
casos particulares especialmente notables, relacionados con los denominados
polinomios ortogonales cldsicos.

Como en la férmula de recurrencia (2.17) hemos supuesto que a, — 2,
b, — 0, ¢, — 1, los casos mds simples corresponden a

A 1 A' B 1
an=2+_+0(_2>, bn=_+_+0(_3),
n n n n
1
Cn=1+g+0<—§>.
n n
Tenemos entonces que

an.an_1_4.cn:ﬂ4n__c)+0(l)_

n?
Por lo tanto, (2.18) y (2.19) se satisfacen si y sélo si A’ =0, A = C; esto es,
A 1 B 1
wmtth10(1), e ro(L)
n n
4 i (2.32)
Cn=1+—'+0(—-2‘).
n n
Distinguiremos cuatro casos:

1. A= B =0. Entonces a, =2, b, =0, ¢, = 1. Se obtiene asf la férmula de
recurrencia de los polinomios de Chebyshev (T, (z); n=0,1,2,...):

Tnt1(2) =22 T (2) + Tno1(2) =0, n2 1.
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2. A= -1,B = 0. Corriendo el subindice n en 1 se obtiene que
1 1
an T bp=0, ch =1 aEl

En este caso la férmula de recurrencia (2.17) genera (véase [4]) los polinomios
de Legendre (P, (2);n=0,1,2,...):
2n+1
P -
+(2) n+1
3. B=0, A=2(v—1). Reemplazando n por n + 1 se obtiene que

2(v—-1) 2n+2v

n
-z P, — . P,_ =0, > 1.
2 (z)+n+1 1(2)=0, n>1

=2 = =
e ¥, n+1 n+1"’ ba=10,
2v-1) n+2v-1
=1 =
e h n+1 n+1 °’

lo cual reduce (2.17) a la férmula de recurrencia (véase [4]) de los polinomios
de Gegenbauer (G}, (2), n=0,1,2,...):
2n+2v n+2vr-1 _,

v v
¢ AP X : = > 1.
n,+1(z) n+1 z Gn(z)+ n+1 n—l(z) 07 n21
4. A= -1, B #0. Sean, por ejemplo,
_(a+ﬁ+2n+1)(oz+ﬂ+2n+2)_+2
" 2(n+1)(a+B8+n+1) ’
2 _ g2

" 2(n+1)(a+B+2n)(a+B4+n+1)
(a+n)(B+n)(a+B+2n+2)
n+1)(a+B8+n+1)(a+B+2n)

Donde a, § son constantes, a > —1, 8> —1.

— 1,

n =

La férmula de recurrencia (2.17) genera en este caso los denominados po-
linomios de Jacobi (Jn (o, 3;2); n=0,1,2,...) (véase [4]). Se observa inme-
diatamente que

1 1 a? — 32 1
an=2—ﬁ+0(ﬁ>, bs: &2 o2 +O(‘n—3>,

1 1
Cn=1~—+0<—2),
n n

asi que los coeficientes an,bn, ¢, en (2.33) satisfacen (2.32) con

2 _ 32
o' —p
A=-1, = :
2
Los polinomios de los cuatro casos anteriores se conocen como los polinomios

“ortogonales” cldsicos. Los ceros de todos estos polinomios estdn en (—1,1).
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Por lo tanto, son vélidos para ellos todos los resultados obtenidos en el presente
paragrafo: en particular, el teorema del limite de Abel, sin puntos excepciona-
les.

Apéndices

A. Relaciones de recurrencia de primer orden.
Sea (X,) una solucién de la férmula lineal de recurrencia de primer orden
Xny1=An-Xn+Bn,, A, A A <L

Si 30, |Ba| < +o0, entonces Y oo, |Xn| < 400 (véase [12]). En efecto,
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que existe r < 1 tal que [A,| < T
para todo n. Entonces

| Xns1l <7+ |Xn|+|Bn|, n=12,3,...

Sumando la desigualdad anterior desde n = 1 hasta n = N se obtiene que

N+1 N N
3o 1Xal <o 3 1Xal + 3 IBal,
n=2 n=1 n=1

o sea, que

N N
(1=7) S 1Xal < [Xa|+ D |Bal .
=1

n=2
Esto impiica que Y .- | | Xn| < +o00.

Un argumento similar demuestra que si (X,) es la solucidn “convergente”
de la formula anterior cuando A, — A,|A| > 1, entonces Y ov, |Bn| < o0
implica que Yoo | Xn| < +oo (véase [12]).

B. El método de variaciéon de pardametros.

Es bien conocido que la férmula lineal de recurrencia de sequndo orden con
coeficientes constantes,

Xpy1—a-Xn+c-Xp1=0, n=123,...,

tiene dos soluciones (\*; n=0,1,2,...), (u*; n=0,1,2,...), donde A, u son
las raices de la ecuacion cuadrdtica t> — a -t + ¢ = 0. Consideremos ahora la
férmula de recurrencia no-homogénea

X @ XaterXaefd= eny: == 1423 10 (1)
Como A+ p=a, A-pu=c, laférmula (1) puede escribirse en la forma

(X"+1_’\Xn)zll"(xn_/\Xn—l)+env n=123,...,
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Esta es una férmula lineal de recurrencia de primer orden para la sucesién
(Xn — AXn—1). Su solucién general es (véase [6]).

(Xwer~ XE0) = o lxl—,\xo Z—’;} n>l

Intercambiando A y u se obtiene que
n - €
(Xng1 — pXn) = A [(Xl — pXo) + Z)\_Z] .
k=1

Sustrayendo una de otra las igualdades anteriores, se obtinene que la solucién
general (X,) de (1) estd dada por

/_l,"' - A" b )\/J, (ﬂn—l 8 Xn_l) 1 \ = n—k _ yn—k
ey X g X0+u_)‘ (}L A ) €k.
(2)

En forma similar se obtiene que la solucién general de la férmula (1) cuando
A=p(a?—4c=0)es

X, =

=

=1

n-—1
Xp=p""1-InX1 - (n—1)p- Xo] + Z (n—k) -p~F1.¢. (3)
k=1

C. Acotacién de las soluciones.

Supéngase que la sucesién (X,) satisface para todo n > 1 la desigualdad (véase
[12])

n—1

Xl < M+ di - | X
k=0

donde dj, > 0 para todo k > 0 y | Xo| < M. Entonces,
n-1
1 Xal < M- (1+da), (4)
k=0

para todo n > 1.

En efecto, razonando por induccién se tiene en primer lugar que

X1 KM +do-|Xo| <M-(1+do).
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Supéngase ahora que (4) vale para n. Entonces,

| Xn41] < M +do|Xo|+ Y dk- M- (1+do)(1+d1)--(1+dp_1)

k=1
=M+M~d0+M'Z[(1+d0)"'(1+dk)—(1+d0)--~(1+dk_1)]
k=1
=M+M-do+M-[(1+do) - (1+dn) - (1+do)]

k=0
lo cual demuestra la afirmacién.

D. Sucesiones de variacién acotada.

Se dice que una sucesién (Bg;k =0,1,2,...) es de variacidn acotada, si
o0

Z |Bx — Br+1| < +00.

k=0

Toda sucesién de variacién acotada converge (véanse [2], [12]).

E. Sucesiones de variacién uniformemente acotada.

Se dice que una sucesién (B (t); k=0,1,2,...) de funciones definidas en
un dominio T es de variacidn uniformemente acota en T si es uniformemente
acotada en T y existe una constante M > 0 tal que Y oy |Bk (t) — Bi+1 (t)] <
M para todo t € T' (véase [2]).

F. Un lema de Abel.

El siguiente resultado de Abel es importante para nuestros propodsitos.

Sea Y p- o Bk(t) una serie de funciones uniformemente convergente en T'. Si
la sucesién de funciones (Ag (t);k =0,1,2,...) es de variacién uniformemente
acotada en T, entonces la serie Y p._o Ak (t) - Bk (t) converge uniformente en T

La demostracién resulta inmediatamente de la condicién de convergencia
uniforme de Cauchy.
G. Un teorema de Abel-Picard.

La siguiente es la forma del teorema de Abel-Picard a la que recurriremos.
Sea (An (2); n=0,1,2,...) una sucesién de funciones continuas tal que

limsup {/|An (2)| = 5

p
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independientemente de z. Entonces, |z| = p es el circulo de convergencia de la
° oo . . .

serie Y o o An (2) - 2", y si 29 es un punto sobre el circulo de convergencia y la
- fo"e) - .

serie ) - o An (2)- 23 converge uniformemente en una vecindad de zp, entonces

Y An(z) 2 — Y An(20) - 2, (5)

n=0 n=0
cuando z (con |z| < p) tiende a zp a lo largo de cualquier curva regular que
corte al circulo |z| = p en zy formando con éste un dngulo no nulo.

Demostracién. Sea K una curva regular que corta el circulo |z| = p en z,
formando con éste un dngulo ¢ no nulo (Figura 4).

y A
a—
NN 2,
Pl Z
0 ik
! d
FIGURA 4

n
Teniendo en cuenta que la sucesién ((zi) s n=0,1,2;:. > es de variacién

acotada uniformemente en K (véase [2]), el lema de Abel en el Apéndice F

o

asegura que la serie Yoo o An (2) - 2" = Yoo g An(2) - 25 - (%) converge

uniformemente en una vecindad de zp en K. Esto implica la validez de (5).

Como un caso particular de lo anterior, si A, (z) = A, es independiente
de 2, se obtiene el teorema usual de Abel-Picard, el cual, si la curva K es el
radio que toca zg, se conoce simplemente como el teorema del limite de Abel
(véase [1]).
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