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RESUMEN. Un sistema de ecuaciones integro-diferenciales Lotka-Volterra con
coeficientes constantes y retardo infinito es consider ado y estabilidad asint6tica
de el punto de equilibrio con ambas constantes positivas es investigada.

1. Introducci6n
El objetivo principal de este trabajo consiste en analizar un sistema de ecua-
ciones integro-diferenciales, las cuales modelan dos especies en competencia par
un suministro limit ado de alimentos tomando en consideracion la interrelacion
de estas en el pasado.

El sistema a considerarse es:

u'(t) = u(t)[a - bu(t) - C [too k1(t - s)v(s) ds]

v'(t) = v(t)[d - e [too kz(t - s)u(s) ds - jv(t)), t 2: 0

u(t) = ¢(t), v(t) = 'l/J(t), t ::; 0
35

(1)
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donde a, b, c, d, e, f son constantes positivas que satisfacen las siguientes de-
sigualdades

k2e < ~ < L (2)
b a ck1

y los nucleos ki, k2 con ki: [0,00) -----+ [0,00); i = 1,2 son continuos y satisfacen
ki = Jooo ki(s)ds < 00; Jooo ski(s)ds < 00 para i = 1,2; aquf ¢(s), 'l/J(s) son
las his tori as de los tarnafios de las poblaciones en el pasado. Estas funciones
pertenecen al conjunto

FA = {g: (-00, 0] -----+ IR, continuas, no negativas,

sup g(s) <oo;g(O) >O}
sE(-oo,OJ

y son llamadas funciones iniciales. Como es costumbre, por abuso dellenguaje,
hablaremos de ¢(s) y 'l/J(s) con s E (-00, 0] como las condiciones iniciales en el
pasado.

Nosotros denotaremos por col(u(t, ¢, 'l/J), v(t, ¢, 'l/J)) ala solucion del sistema
(1) donde

u(t, ¢, 'l/J) = {¢(t), t E (-00, OJ ; v(t, ¢, 'l/J) = {'l/J(t) , t E (-00, OJ
u(t), t E [0,00) v(t), t E [0,00)

Tambien not amos gL = inf{g(t): t E IR}Y gM = sup{g(t): t E IR}.
Este sistema representa un sistema competitivo entre dos especies con re-

cursos limitados teniendo en cuenta la interrelacion de estas en el pasado. Las
constantes a, b, c, d, e, f tienen la siguiente interpretacion: a y d represent an la
razon de crecimiento de las especies u y v respectivamente, b y f represent an
la medida del efecto inhibidor que el desarrollo de cada especie tienen sobre su
propia tasa de crecimiento; eye represent an la medida del efecto inhibidor que
cada especie tiene sobre la otra. Las integrales represent an el efecto inhibidor
hereditario 0 acumulado en el pas ado que el tamafio de una especia ha tenido
sobre la otra especie. ~-

La primera ecuacion del sistema (1) la podemos escribir

u'(t) = u(t) [a - bu(t) - c [°00 k1(t - s)v(s)ds - c fat k1(t - S)V(S)dS]

= u(t) [a - bu(t) - H1(t) - c fat k1(t - S)V(S)dS]

t E [0,00),

donde HI (t) = cr: k1 (t - s)v(s)ds con t ~ a es continua y esta bien definida
ya que si z = t - s tendremos

10 kl(t - s)ds = - rt
k1(z)dz =100

k1(z)dz:::; 100
kdz)dz = k1;

-00 Joo t °
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entonces

H1(t) = c 1°00 k1(t - s)v(s)ds = c 1°00 k1(t - s)'I/J(s)ds

:'S c'ljJM 1°00 kdt - s)ds :'S c'ljJMk1.

En forma analoga, la segunda ecuacion de (1) la podemos escribir como

v'(t) = v(t)[d - H2(t) - e it k2(t - s)u(s)ds - jv(t)]

con

H2(t) = e 1°00 k2(t - s)u(s)ds = e 1°00 k2(t - s)¢(s)ds :S e¢Mk2.

De 10 anterior deducimos que podemos usar los teoremas de existencia, uni-
cidad, continuacion de soluciones y continuidad respecto a parametres para
el sistema (1) de ecuaciones integro-diferenciales en [0, t] con t positivo. Ver
Driver [2] y Kuang [3]. En la referencia [2] se puede ver el teorema de exis-
tencia y unicidad para el sistema (1) a traves de la condicion inicial (¢, 'ljJ).
Las soluciones son prolongables hasta t = +00, si estas permanecen acotadas,
como 10 demostraremos en el Lema 2. Por 10 tanto siempre supondremos que
las soluciones estan definidas en lR.

Los punt os de equilibrio de (1) se obtienen cuando

u'(t) = u(t)[a - bu(t) - c J~oo k1(t - s)v(s)ds] = 0,

v'(t) = v(t)[d - et.k2(t - s)u(s)ds - jv(t)] = o.

Entonces u y v son constantes en [0,(0) y deben satisfacer el sistema algebraico

{

u[a - bu - Ct.k1(t - s)vds] = 0,

v[d - e Itoo k2(t - s)uds - jv] = O.

Si en J~oo k1 (t - s )ds hacemos z = t - s entonces

Analogamente
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por tanto, cuando U y v son constantes podemos escribir el sistema algebraico
como

u[a - bu - ckIv] =0,

v[d - ek2u - fv] =0.

Resolviendo simultaneamente el sistema algebraico (3) obtenemos los puntos
de equilibrio (0,0), (O,d/f), (a/b,O) y cuando uf:.O f:. v y el determinante 6-
del sistema al cancelar U yves diferente de cero obtenemos otro punta critico

(3)

(a, (3) = (af ~dCkl , bd -6-aek2 )

donde 6- = bf - cekIk2.
Nosotros estudiaremos el punto crftico (a, (3) y veremos que si se satisface

la cadena de desigualdades (2) entonces (a, (3) es un atractor global.

2. Lemas preliminares
Lema 1. Si col(u(t, ¢, 'I/J),v(t, ¢, 'I/J)) es solucior. de (1) con ¢, 'I/J E FA. En-
tonces u(t,¢,'I/J) 2: 0 y v(t,¢,'I/J) 2: 0 para todo t E [0,00).

Demostracion. Sea col(u(t, ¢, 'I/J),v(t, ¢, 'I/J)) solucion de (1) y consider emos la
solucion col(uE(t,¢,'I/J),vE(t,¢,'I/J)) del sistema

u'(t) = u(t)[a - bu(t) - C [too kl(t - s)v(s)ds] + e

v'(t) = v(t)[d - e [too k2(t - s)u(s)ds - fv(t)] + e, t 2: 0

uE(t) = ¢(t), vE(t) = 'I/J(t), t ::; 0

con c pequefio y positivo. Como uE(O) = ¢(O) > 0 YvE(O) = 'I/J(O)> 0, entonces
por continuidad exist en tl > 0, t2 > 0 tales que uE(t) = uE(t, ¢, 'I/J) > 0 en [0,tl]
y vE(t) = vE(t, ¢, 'I/J) > 0 en [0, t2]' Si tomamos t* = min{tl, t2} entonces se
cumplen las dos desigualdades anteriores en [0, to]. Si la afirrnacion del lema
es falsa debe existir un primer tiempo l> i" tal que uE(t) > 0 y vE(t) > 0 en
[0, l) pero (i) UE (l) = 0 0 (ii) VE (l) = O.
Si ocurre (i), como uE(t) > 0 en [O,l) y uE(l) = 0 entonces

, (t-) = ' (t-) = I' uE(l + h) - uE(l) = I' uE(l + h) < 0uE uE _ un h un h -
h-tO- h-tO-

ya que uE(l + h) > 0, h < 0 y u,,(l) = 0, pero

u~(l) = u" (l )[a - bu, (l) - c [fook: (l- s)v" (s)ds] + e = 0 + c = e > 0;

esto es una contradiccion luego (i) no puede ocurrir. Si ocutre (ii) en forma
analoga llegamos a una contradiccion, por 10 tanto u,,(t) > 0 Y v,,(t) > 0, si
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t ~ 0 y, por el teorema de continuidad respecto a las condiciones iniciales,
tendremos u(t) = limc--to u£(t) ~ 0 y v(t) = limc--to v£ (t) ~ 0 para t E [0,00).
Esto prueba el lema. I!f
Lema 2. Las solueiones col(u(t, </>,'lj;),v(t, ¢,'lj;)) de (1) son acotadas en
(-00,00).

Demostracion. Sea eol(x(t), y(t)) soluci6n del sistema logfstico

x'(t) = x(t)[a - bx(t)],
y'(t) = y(t)[d - jy(t)], t > 0
x(O) = </>(0), y(O) = 'lj;(0).

Tenemos entonces que

u'(t) = u(t)[a - bu(t) - c J~ook1(t - s)v(s)ds] ~ u(t)[a - bu(t)]
t ' t E [0,00);

v'(t) = v(t)[d - jv(t) - e 100 k2(t - s)u(s)ds] ~ v(t)[d - jv(t)]

entonces u'(t) ~ x'(t) y v'(t) ~ y'(t) para t ~ O. Integrando en [0, t] tendremos

u(t) - ¢(O) = it u'(s)ds ~ it x'(s)ds = x(t) - </>(0),

v(t) - 'lj;(0) = it v'(s)ds ~ it y'(s)ds = y(t) - 'lj;(0).

Entonces u(t) ~ x(t) Y v(t) ~ y(t) para t E [0,00) y como las soluciones de la
logfstica son acotadas en [0,00) (ver Braun [4]), entonces por comparaci6n las
soluciones eol(u(t, ¢,'lj;),v(t, </>,'lj;))de (1) son acotadas en [0,00). I!f
Nota: Como </>,'lj;E FA y u(t,</>,'lj;), v(t,¢,'lj;) son acotadas en [0,00) entonces
u(t,</>,'lj;) y v(t,</>,'lj;) son acotadas en lR.

Lema 3. Si alb < d/(ek2) y d] j < a/(ckd entonees el punto de equilibrio
(o, fJ) perienece al eono positivo de JR2.

Demostracion: Como alb < d/(ek2) y d/ j < a/(ek1) entonces bd - aek2 > ° y
aj - cdk1 > 0, d/ j < a/(ckd implica d < (af)/(ckd, por tanto tendremos

a d a aj 1 - -
-b < -k- , de donde -b < ----k- ; bj - cek1k2 = ~ > 0,

e 2 ck, e 2

por tanto,
_ aj - dck1 ° fJ _ bd - aek2 °

el- ~ >, - ~ >,
luego la soluci6n (el, fJ) del sistema algebraico (3) pertenece al cono positivo de
JR2 y por tanto es una soluci6n factible en un problema eco16gico. I!f

El siguiente teorema 10 utilizaremos en la demostracion del Lema 4.
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Teorema 1 (Perron-Frobenius). Si A = (aij) E Mnxn(lR) con aij > 0; 1 <
i, j ::;n, entonces

((i)}
(1) ,(A) > 0 donde ,(A) = max{IAI: A es un valor propio de A}.
(2) ,(A) es un valor propio de A.
(3) Existe un x E IRn con x = (Xl,X2, ... ,Xn), Xi> 0, i = 1, ... ,n y

Ax = ,(A)x.

Ver prueba en [6, pag. 307].

Lema 4. Dado el sistema
a - bx - ck1y = 0

d - ek2x - fy = 0
o

donde all = b; a12 = ck1; a21 = ek2; a22 = I, bi = a; b2 = d. Todos estos
coeficientes son positivos, por hipotesis.
Si

- d dck1o a> ck1- =--
f f

o d aek2
>-b-

b1
b2 > a21-

all
entonces, existen AI, A2 y m muneros positivos tales que

{
Alall2:m+A2a21 0 {-Alb+A2e~2::;-m
A2a22 2: m + Ala12 -A2f + AICk1 ::; -m

Demostracion. Para 1::; i,j ::; 2 definamos la matriz (mijhx2 con

{

aij i =f. j b .
mij = aii y,j = _J_.o i = j ajj

(4)

Tendremos entonces:

mll = m22 = 0

a12 ck1 a21 ek2
m12 = - = -; m21 = - = -;

all b a22 f
b1 a b2 d

,1 = - = -; /2 = - = -.
all b an f

Entonces
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ya que (ekId)/ f < a Y

~ ek2 a 1 (ek2a) 1 d
~ m2j'Yj = m21'YI = Tb = j -b- < jd = j = 1'2,

ya que (ek2a)/b < d.

Consideremos la funcion g(x) = (a/b) - (d/ f)x, la cual es decreciente y
continua con

(
ek1) _ a ek1 d _ 1 (af - ek1d) 0 (2)

g b -b - b j - b f > por

g (:{) =~ -7 :{= O.

Entonces dado Cl > 0 con g((af)/(bd)) < Cl < g((ek1)/b), por el teorema del
valor intermedio para funciones continuas y ser g decreciente, existe P12 con
(ekd/b < P12 < (af)/(bd) tal que g(PI2) = (a/b) - PI2(d/ f) = Cl· Sea Pll > 0
tal que Cl > Pll(a/b); entonces

a d a, a d a
b - P12 j = Cl > Pll b 0 Pll b + P12 j < b (5)

y por 10 tanto

Pll 1'1 + P12'Y2 < 1'1·

Consideremos h(x) = (d/ f) - (a/b)x. Esta h es continua y decreciente con

h (e~2 ) =7 - e~2 ~ = 7 Cd -b
aek2

) > 0 por (2)

h(~~)=7- ~~~=o.
Entonces por el teorema del valor intermedio para funciones continuas y ser
h decreciente, con un razonamiento analogo al anterior tendremos que dado
C2 > OconO = h(bd/af) < C2 < h(ek2)/f, existen pjj YP22 tales que (ek2)/f <
P21 < (bd)(af) YP22 > 0 con C2 > P22(d/ f). En consecuencia:

dad, add,
j - P21 b = C2 > P22 j 0 P21b +P22 j < j 0 (6)

P21'YI +P22'Y2 <1'2·

Tomando C = min {Cl, c2} podemos garantizar que se cumplen (5) Y (6).
Consideremos la matriz

p = [Pll P12] ;
P21 P22

su transpuesta

pt = [Pll P21]
P12 P22
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es estrictamente positiva ya que Pij > mij ~ O. En virtud del teorema de
Perron-Frobenius exist en un vector propio (Zl, Z2)t con Zl, Z2 positivos Y A =
,cpt) positivo tales que

[PU P21] [Zl] = [AZ
1]

P12 P22 z2 AZ2

{
PUZ1 + P21Z2 = AZ1 = 2:~=1Pi1Zi

P12Z1 + P22Z2 = AZ2 = 2:i=l Pi2Zi·

(7)

Tenemos que

A ~ 1jZj~~ ,,(AZj) = ~" (~P'jZ') = ~ (~Mj) Z, < t,1'Z;

ya que 2:~=1 Pij/j < ,i por (5) y (6), la desigualdad anterior implica A < 1 y

de (7) deducimos 2:7=lPijZi < Zj, j = 1,2. Entonces 2:7=1 mijZi < Zj; j = 1,2
ya que mij < Pij, luego

2 2

'"' aij '"' Zi .L..J ~Zi = L..JaW~ < Zj; J = 1,2
;=1 tt i=l a"

Si hacemos Aj = Zj / ajj tendremos
2

L aijAj < Ajajj; j = 1,2.
i=l

, i#j

2

Escojamos m > 0 tal que Ajajj - L Ajajj > m; j = 1,2, de donde
i=l
i#j

{
A1aU > m + A2a21

A2a22 > m + A1a12

Lema 5. Si get) es una funci6n diferenciable satisfaciendo get) > 0, Ig'(t)1 :S
M para t ~ to Y ft';;' g(t)dt < 00, to E JR, entonces limt--+oo get) = O.

Demostraci6n. Tenemos que

10012g'(t)g(t)ldt :S 2M 100

g(t)dt < 00,
to to

entonces ft';;' 2g(t)g'(t)dt converge, teorema 14-5, Apostol [5, pag. 412]. Por
otra parte,

100 100 d2g(t)g'(t)dt = -d [g(tWdt = lim [let) - g2(tO)] < 00
~ ~ t t--+oo
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implica limHoo g2(t) < 00 yen consecuencia limHoo g(t) < 00. Como g(t) 2: 0
para t 2: to, entonces limt-+oo g(t) 2: O. Supongamos que limHoo g(t) = a > O.
Por tanto dado e > 0, con 0 < e < a, existe M E ~ con M 2: to tal que si
t 2: M entonces Jg(t) - o] < s , 10 cual implica

roo g(t)dt 2: roo g(t)dt 2: roo (a - c:)dt = (a - e) lim (t - M) = 00;~ iM iM t-+oo
esto contradice que g(t) es integrable en [to, 00), por tanto debemos tener
limt-+oo g(t) = 0, esto prueba ellema. ~

Lema 6. Sea col(u(t,¢,'ljJ),v(t,¢,'ljJ)) solucion de (1) con ¢,'ljJ E FA. Defi-
namos las funciones

hl(t) = (OOlt kda)lv(s,¢,'ljJ)-l3ldsda,io t-a

h2(t) = roo it k2(a)lu(s, ¢, 'ljJ)- aids dal« t-:«

con t E [0,00). Entonces estiu: bien definidas, con

h~ (t) = - [too kl (t - s)lv(s, ¢, 'ljJ) -l3lds + k1\v(t) -131,

h~(t) = - [too k2(t - s)lu(s, ¢, 'ljJ) - aids + k2Iu(t) - o].

Demostracion. hi esta bien definida porque

roo it ». (a)lv(s, ¢, 'ljJ) -l3lds da:::; roo », (a) it sup Iv(s, ¢, 'ljJ) -l3lds daio t-:« io t-a sEIR

= roo sUPlv(s,¢,'ljJ) -l3Ikl(a) I~_adaio sEIR

=suPlv(s,¢,'ljJ) -131 roo akl(a)da < 00;
sEIR io

la ultima desigualdad es debida a que akda) E L1[0,00) y la nota despues del
Lema 2. Para obtener la derivabilidad de hi usaremos el teorema 14-23 de [5]
con hi (t) = Jooo f(a, t)dt, donde

f(a, t) =t.kda)lv(s) - I3Ids.

Veamos que Jooo D2f(a, t)da converge uniformemente en (0,00). En efecto, por
el teo rem a fundamental del Calculo
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por 10 tanto

(':XO ID2!(a, t)lda = r= l[k1(a)lv(t) - ,81- k1(a)lv(t - a) - ,8IJlda.~ 10

::; 1= Iv(t) - ,8lk1(a)da + 1= Iv(t - a) - ,8jk1(a)da

1uego 10 tanto

1= jD2!(a,t)lda::; 21= Mk1(a)da < 00

con M = sUPsERIv(s) - ,81.Por el criterio M de Weirstrass [5, Teorema 14-19]
se tiene que la integral Jo= D2!(a, t)da converge uniformemente en [0,(0) as!
que podemos aplicar el Teorema 14-23 de [5] para obtener

h~(t) = 1= D2!(a, t)da

= 1= kda)(lv(t) - ,81-lv(t - a) - ,8l)da

=Iv(t) - ,811= k1(a)da -1= kda)lv(t - a) - ,8lda

=Iv(t) - ,8lk1 - t.k1(t - s)lv(s) - ,8lds,

haciendo s = t - a en la ultima integral. En forma analoga se prueba que

Esto prueba el lema.

3. Comportamiento asint6tico del sistema (1)
Teorema 2. El punta de equilibria (Q,,8) es un airactor global pam el sistema
(1).

Demostracion. Sea col(u(t,¢,'lj;),v(t,¢,'lj;)) soluci6n de (1) con ¢,'lj; E FA, de-
notemos u(t) = u(t, ¢, 'lj;) y v(t) = v(t, ¢, 'lj;). Consideremos la funci6n

w(t) =w(t, u(t), v(t))

=).1 lIn u~) 1+ ).2!ln v~) 1+ ).tcht(t) + ).2eh2(t) para t E [0, (0).

Claramente w(t) es positiva y esta bien definida en [0, (0). Tambien es diferen-
ciable pues cada sumando 10 es.
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Hallemos la derivada de w(t). Por los lemas 5 y 6 y el hecho de que (a, (3) es
soluci6n de (1) can ¢(t) = a y VJ(t) = (3 tendremos

u'(t) j'tw'(t) =AI-(-) sgn (u(t) - a) - Ale kl (t - s)lv(s) - (3lds
ut -00

- v' (t)
+AICkllv(t) - til + A2 v(t) sgn(v(t) - (3)

j't

-A2e -00 k2(t - s)lu(s) - aids + A2ek2Iu(t) - o].

I [u'(t) a'] [v'(t) (3']w (t) =Al - - - sgn (u(t) - a) + A2 - - - sgn (v(t) - (3)
u(t) a v(t) (3

+Alklclv(t) - (31- A1C,fookdt - s)lv(s) - (3lds + A2k2e[U(t) - al

-A2e Ltoo k2(t - s)lu(s) - aids,

w'(t) =Al [(a - bu(t) - CLtoo kl(t - s)v(s)ds)

- (a - ba - C1:00 kl (t - s)(3ds) sgn (u(t) - a))]

+Alklc[v(t) - (31- A1CLtoo kl(t - s)lv(s) - (3lds

+A2[(d - e j~oo k2(t - s)u(s)ds - fv(t))

- (d - e j~oo k2(t - s)ads - f(3)] sgn (v(t) - (3)

j't

+A2k2elu(t) - al - A2e -00 k2(t - s)lu(s) - aids,

w'(t) = - Alb(u(t) - a) sgn (u(t) - a)

- A1C1:00 kdt - s)(v(s) - (3) sgn (u(t) - a)ds

+Alklclv(t) - (31 - A1CLtoo kl(t - s)lv(S) - (3lds

-A2f(v(t) - (3) sgn (v(t) - (3)

j't

- A2e -00 k2(t - S)(1((S) - a) sgn (v(t) - (3)ds

-A2e Ltoo k2(t - s)lu(s) - aids + A2k2elu(t) - ai,
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en virtud de que hsgn(h) = Ihl, tenemos:

w'(t) = - Alblu(t) - 0'1 - A21Iv(t) -,81

-AIC t.kdt - s)[(v(s) -,8) sgn (u(t) - 0') + Iv(s) - ,81]ds

-A2e t.k2(t - s)[(u(s) - 0') sgn (v(t) -,8) + lu(s) - O'I]ds

+Alklclv(t) -,81 + A2k2elu(t) - 0'1·

Probemos que w( t) es decreciente y w' (t) ::; -m(lu(t) - 0'1+ Iv(t) -,81) en [0,00)

w'(t) =( -AI b + A2k2e)/U(t) - 0'1 + (-A21 + Alklc)lv(t) -,81

-AIC t.kl (t - s)[(v(s) -,8) sgn (u(t) - 0') + Iv(s) - ,81]ds

-A2e It
oo

k2(t - s)[(u(s) - 0') sgn (v(t) -,8) + lu(s) - O'I]ds

::;( -Alb + A2k2e)lu(t) - 0'1 + (-A21 + Alklc)lv(t) -,81

ya que sgn (v(t) - ,8) = 1 6 -1 y ±(u(s) - 0') + lu(s) - 0'1) ::::0, analogarnente
se tiene (±(v(s) - ,8) + /v(s) -,81) ::::o. En virtud del Lema 4 se tiene:

w'(t) ::; - mlu(t) - 0'1- mlv(t) -,81
= - m(lu(t) - 0'1 + Iv(t) -,81) ::; a

esto prueba que w(t) es decreciente en [0,00). POl' 10 tanto acotada en [0,00).
A continuaci6n veremos que el punto de equilibrio (0',,8) es un atractor global.
Sea col(u(t,¢,'t/J),v(t,¢,1/J)) una soluci6n de (1), veamos que u(t) tiende a 0' y
v( t) tiende a ,8 cuando t tiende a infinito.
Tenemos que w'(t) ::; -m(lu(t) - 0'1 + Iv(t) ~ ,81). Entonces

lu(t) - 0'1 + Iv(t) -,81 ::; ~(-w'(t)).
m

Integrando en [0, t] tendremos

it 1 j't 1
(Iu(s) - 0'1 + Iv(s) - ,81)ds ::; - -w'(s)ds = -(w(O) - w(t)) ::; M

o tti 0 m
para t E [0,00); ya que w(t) es acotada, esto implica que

100

(Iu(s) - 0'1 + Iv(s) - ,81)ds ::; M < 00,

entonces g(t) = lu(t) - 0'1 + Iv(t) - ,81 con t E [0,00) es integrable, acotada ya
que u(t) y v(t) 10 son y como de (1) se deduce que sus derivadas (las de u(t) y

·t -
v(t)) son acotadas por serlo u(t), v(t) y Loo ki(t- s)ds = k; < 00, para i = 1,2
entonces el lema 5 implica que limt-foo g(t) = a y de aquf se deduce que

lim u(t) = 0' Y lim v(t) =,8.
t-fOO t-fOO
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Por tanto (o, fJ) es un atractor global. Esto prueba el teorema. ~
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