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ABSTRACT. A Lotka—Volterra system of integro—differential equations with con-
stant coefficients and infinite delay is considered and asymptotic stability of the
equilibrium point with both components are positive is investigated.
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ResuMEN. Un sistema de ecuaciones integro—diferenciales Lotka—Volterra con
coeficientes constantes y retardo infinito es considerado y estabilidad asintética
de el punto de equilibrio con ambas constantes positivas es investigada.

1. Introduccién

El objetivo principal de este trabajo consiste en analizar un sistema de ecua-
ciones integro—diferenciales, las cuales modelan dos especies en competencia por
un suministro limitado de alimentos tomando en consideracién la interrelacién
de estas en el pasado.

El sistema a considerarse es:

t
u'(t) = u(t)[a — bu(t) — c/ ki(t — s)v(s) ds]
() = v(t)[d - e /t ka(t — s)u(s) ds — fo(t)], £ > 0 (1)

u(t) = ¢(t), v(t) =9(t), t <0
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donde a,b,c,d,e, f son constantes positivas que satisfacen las siguientes de-

sigualdades
kze d f
5 < < = ck, (2)
y los niicleos k1, ka con k;: [0 00) — [0 00); © = 1,2 son continuos y satisfacen
k= fo ki(s)ds < oo; fo ski(s)ds < oo para i = 1,2; aqui ¢(s),?(s) son
las historias de los tamaifios de las poblaciones en el pasado Estas funciones
pertenecen al conjunto

FA = {g: (—00,0] — R, continuas, no negativas,
sup g(s) < 00;9(0) > 0}
s€(—00,0]

y son llamadas funciones iniciales. Como es costumbre, por abuso del lenguaje,
hablaremos de ¢(s) y ¥(s) con s € (—o0,0] como las condiciones iniciales en el
pasado.

Nosotros denotaremos por col(u(t, @,v),v(t, ¢,%)) a la solucién del sistema.
(1) donde

¢(t)a te (-‘O0,0]
u(t), te€[0,00)

¢(t), te (—00,0]

ol ok :{vu), te [0,00)

u(t, ¢, %) = {
También notamos g7, = inf{g(t): t € R} y gnr = sup{g(t): t € R}.

Este sistema representa un sistema competitivo entre dos especies con re-
cursos limitados teniendo en cuenta la interrelacién de estas en el pasado. Las
constantes @, b, ¢, d, e, f tienen la siguiente interpretacién: a y d representan la
razén de crecimiento de las especies u y v respectivamente, b y f representan
la medida del efecto inhibidor que el desarrollo de cada especie tienen sobre su
propia tasa de crecimiento; ¢ y e representan la medida del efecto inhibidor que
cada especie tiene sobre la otra. Las integrales representan el efecto inhibidor
hereditario o acumulado en el pasado que el tamafno de una especia ha tenido
sobre la otra especie.

La primera ecuacién del sistema (1) la podemos escribir

0 t
u'(t) = u(t) [a — bu(t) — c/ ki(t — s)v(s)ds — c/0 ki(t — s)v(s)ds]

= u(t) [a — bu(t) — Hi(t) — c/ot ki(t - s)v(s)ds]
€ [0, 00),

donde H;(t) = cf_ k1(t — s)v(s)ds con t > 0 es continua y estd bien definida
ya que si z =t — s tendremos

/—ooo ki(t —s)ds = — /O:lci (2)dz = /too ki (z)dz < /Ooo ki (2)dz = ky;
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entonces
H,(t) = c/o ki(t — s)v(s)ds = c/o ki(t — 8)w(s)ds

0
< C’(/)M/ ki(t — s)ds < cihprky.
—00

En forma andloga, la segunda ecuacién de (1) la podemos escribir como

V' (t) = v(t)[d — Ha(t) — e /0 t ko (t — s)u(s)ds — fo(t)]

con
0 0
Hy(t) = e/_ ka(t — s)u(s)ds = e/ kao(t — s)p(s)ds < edprks.

De lo anterior deducimos que podemos usar los teoremas de existencia, uni-
cidad, continuacién de soluciones y continuidad respecto a pardmetros para
el sistema (1) de ecuaciones integro-diferenciales en [0,¢] con ¢ positivo. Ver
Driver [2] y Kuang [3]. En la referencia [2] se puede ver el teorema de exis-
tencia y unicidad para el sistema (1) a través de la condicién inicial (¢,1)).
Las soluciones son prolongables hasta t = +00, si estas permanecen acotadas,
como lo demostraremos en el Lema 2. Por lo tanto siempre supondremos que
las soluciones estan definidas en R.
Los puntos de equilibrio de (1) se obtienen cuando

t

u'(t) = u(t)[a — bu(t) — c/ ki(t — s)v(s)ds] =0,

v'(t) = v(t)[d — e/ ka(t — s)u(s)ds — fu(t)] = 0.

—00

Entonces u y v son constantes en [0, co0) y deben satisfacer el sistema algebraico
t
ula —bu — c/ ki(t — s)vds] = 0,
¢ —00
v[d — e/ ka(t — s)uds — fv] = 0.

Si en ffoo k1 (t — s)ds hacemos z = t — s entonces

t ki(t — s)ds = — Okl(z)dz = * ki(2)dz = k.
/ [ e |

—00

Anélogamente
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por tanto, cuando u y v son constantes podemos escribir el sistema algebraico
como -
ula — bu — ckyv] =0,
v[d — ekou — fv] =0
Resolviendo simultdneamente el sistema algebraico (3) obtenemos los puntos
de equilibrio (0,0), (0,d/f), (a/b,0) y cuando u # 0 # v y el determinante A
del sistema al cancelar u y v es diferente de cero obtenemos otro punto critico

_ af —dck; bd — aeks
(Q,B) T ( A ’ A )

donde A = bf — cekiks.
Nosotros estudiaremos el punto critico (a, 8) y veremos que si se satisface
la cadena de desigualdades (2) entonces (a, ) es un atractor global.

3)

2. Lemas preliminares

Lema 1. Si col(u(t,¢,v),v(t,$,v)) es solucién de (1) con ¢, v € FA. En-
tonces u(t,¢,v) >0 y v(t,d,v%) > 0 para todo t € [0,00).

Demostracion. Sea col(u(t, $,v),v(t, $,v)) solucién de (1) y consideremos la
solucién col(u.(t, d,v),ve(t, d,v)) del sistema
t

u'(t) = u(t)[a — bu(t) — c/ ki(t — s)v(s)ds] + ¢

—00

v'(t) = v(t [d—e/ ka(t — s)u(s)ds — fv(t)]+e, t>0

ue(t) = (1), ve(t) = ¥(t), t<0

con ¢ pequeno y positivo. Como uc(0) = ¢(0) > 0y v:(0) = 4(0) > 0, entonces
por continuidad existen ¢; > 0, t; > 0 tales que u.(t) = uc(t,¢,%) > 0en [0,¢]
Y Ve(t) = ve(t,4,9) > 0 en [0,t2]. Si tomamos t* = min{t;, %2} entonces se
cumplen las dos desigualdades anteriores en [0,¢*]. Si la afirmacién del lema
es falsa debe existir un primer tiempo ¢ > t* tal que uc(¢) > 0 y ve(t) > 0 en
[0,?) pero (i) ue(t) = 0 6 (ii) ve(f) = 0.
Si ocurre (i), como u.(t) > 0 en [0,) y uc(f ) = 0 entonces
e ugEt ) —ue®
ue(t) =ue_(t) = hl—lff)l— h h—0-  h
yaque u.(t+h) >0, h<0yu(t) =0, pero
t
ul(t) = ue(t )a — buc(t) — c/ ki1(t — s)ve(s)ds]+e=0+¢e=¢ > 0;

—00

esto es una contradiccién luego (i) no puede ocurrir. Si ocutre (ii) en forma
andloga llegamos a una contradiccién, por lo tanto u.(t) > 0y ve(t) > 0, si
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t > 0y, por el teorema de continuidad respecto a las condiciones iniciales,
tendremos u(t) = lim,ous(t) > 0y v(t) = lim.ove(t) > 0 para t € [0,00).
Esto prueba el lema.

Lema 2. Las soluciones col(u(t, d,),v(t, ¢,)) de (1) son acotadas en
(—OO, OO) .

Demostracién. Sea col(z(t), y(t)) solucién del sistema logistico
'(t) = z(t)[a — bz (t)],
y'(t) =y@®)d— fy®), t>0
w( ) = $(0), y(0) = %(0).

Tenemos entonces que

u'(t) = u(t)[a — bu(t) — c/t k1(t — s)v(s)ds] < u(t)[a — bu(t)]

Y , t € [0, 00);

o () = v(@)d - folt) — e / ka(t — s)u(s)ds] < v(®)[d — fu(t)]

—00

entonces u' (t) < z'(t) y v'(t) < y'(t) parat > 0. Integrando en [0, t] tendremos
t t
u(t) - 90) = [ w(s)ds < [ @'(s)ds = (t) - 6(0),
Ot o
o) =90 = [ V(s < [ v (o)ds =yt - w(0)

Entonces u(t) < z(t) y v(t) < y(t) para t € [0,00) y como las soluciones de la
logistica son acotadas en [0, 00) (ver Braun [4]), entonces por comparacion las
soluciones col(u(t, ¢,),v(t, ¢,%)) de (1) son acotadas en [0, c0). o

Nota: Como ¢,9 € FA y u(t,$,v), v(t, ¢,?) son acotadas en [0, co0) entonces
u(t, ¢,v) y v(t, $,v) son acotadas en R.

Lema 3. Sia/b < d/(ekz) y d/f < a/(ck1) entonces el punto de equilibrio
(a, B) pertenece al cono positivo de R2.

Demostracién. Como a/b < d/ (eky) y d/f < a/ (cl_gl) entonces bd — aeky > 0y
af —cdk; >0,d/f <a/(cky) implica. d < (af)/(cky), por tanto tendremos

d af 1 2=
— < —, dedonde - < ——; b kiky = A >0,
b < kz o b < C’Cl 6’62 f 0 L
por tanto, M _
_af —dck; _ bd — aeks
= = >0, = A >0,
luego la solucién (e, B) del sistema algebraico (3) pertenece al cono positivo de
R? y por tanto es una solucién factible en un problema ecolégico. i

El siguiente teorema lo utilizaremos en la demostracién del Lema 4.
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Teorema 1 (Perron-Frobenius). Si A = (ai;) € Mpxn(R) con a;; > 0; 1 <
1,7 < n, entonces
()]
(1) v(A) > 0 donde v(A) = max{|\|: A es un valor propio de A}.
(2) v(A) es un valor propio de A.
(3) Emziste un z € R™ con xz = (z1,22,...,Zn), T; > 0, it = 1,...,n y
Az = y(A)z.

Ver prueba en [6, pag. 307].
Lema 4. Dado el sistema
a—br—ckiy=0 p [au a12} [z] _ |:le
d—ekyr — fy=0 az ax| |y bs
donde a;; = b; a12 = cki; as1 = eka; ags = f; by = a; by = d. Todos estos

coeficientes son positivos, por hipdtesis.

Si

b2 - dcl?:l
_ ] ki — =
b1>a12a22 0 a>c lf f

aeks

b
by > an — 6 d>
all b

entonces, existen A1, Ay y m nimeros positivos tales que
{/\10,11 > m+ Aqag; , {—/\1b+ /\26’;32 <-m

A2ags > m+ Ajao =Xof + /\161—{21 < -m

Demostracién. Para 1 < i,j < 2 definamos la matriz (m;j)2x2 con

a;; . s

- l#] bj
mg; = § @ii ] % M0 Nt

0 i=] Qjj

Tendremos entonces:

my; = Moz =0

_ a2 Ckl. _ a1 ekz_
Mg =7 = o AR ISr— o7,
an b as f
bl a b2 d
'yl:—z—;"/zz———:—.
an b azs f

Entonces

C’:?l
Z my;Y; =mum + mizy: =0+ B

—l _Cd].él <1a—2—

| 8
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ya que (ckid)/f <ay
2

€R2
E ma;7Y; = M2171 = _f
Jj=1

ya que (ekya)/b < d.

_1 6’:?20, 1 _d_
=7 (F2) <=7=m

Sl RS

Consideremos la funcién g(z) = (a/b) — (d/f)x, la cual es decreciente y
continua con

Ckl _a C];?ld_ af Ckl
o(5)=5- 553 (L) rom
a

af\ _ 5
g(d_b)‘b_?%"

Entonces dado €; > 0 con g((af)/(bd)) < &1 < g((ck;1)/b), por el teorema del
valor intermedio para funciones continuas y ser g decreciente, existe p;» con

(ck1)/b < p12 < (af)/(bd) tal que g(p12) = (a/b) — pr2(d/f) = €1. Sea p1y >0
tal que ;1 > p11(a/b); entonces

a d d
E—plz?-‘:El >P11b0P11b+P12f b (5)
y por lo tanto
P +pi2y2 < M-
Consideremos h(z) = (d/f) — (a/b)z. Esta h es continua y decreciente con

h (%) =? - %% = % <————bd —baekz) > 0 por (2)

bd d bda
h(ﬁ)‘?‘ﬁf"

Entonces por el teorema del valor intermedio para funciones continuas y ser
h decreciente, con un razonamiento analogo al anterior tendremos que dado
g2 > 0con 0 = h(bd/af) < €2 < h(eks)/f, existen py; y pas tales que (eks)/f <
p21 < (bd)(af) y paa > 0 con €2 > paa(d/f). En consecuencia:

é— El——5> do + d
7 P21b—2 P22f P21 P22f f 6)

P21 + p22y2 <72

Tomando € = min{e;,e2} podemos garantizar que se cumplen (5) y (6).
Consideremos la matriz

£ [Pn P12] i

"~ P p22)’

pt = [pu le]

su transpuesta

D12 P22
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es estrictamente positiva ya que p;; > m;; > 0. En virtud del teorema de
Perron-Frobenius existen un vector propio (z1,22)% con 21, z2 positivos y A =

v(P?) positivo tales que
pu pa| |a1| _ [Aa
P12 P22 |22 Az

(7)
Pz +Puze = Azt = Yo, D%
D1221 + P22%2 = Azo = Zle Di2 %

Tenemos que

2 2 2 2
A iz = vi(Az) = > v (Zpijzi> = Z ZPU’)’] zi < Z%Z:
j=1 j=1 j=1 i=1 i=1
ya que Z =1 PijVj < Vi por (5) y (6), la desigualdad anterior implica A < 1y

de (7) deducimos Et_l pijzi < zj, j = 1,2. Entonces Zl_ mijzi < 23§ = 1,2
ya que m;; < pij, luego

2
Qij 2 3
— ii— <2zj; J=1,2
3 =Sy <
i=1 i=1
Si hacemos \j = z;/a;; tendremos
2
Za,-j/\j < )\,-ajj; ji=1,2
i=1
1#]
2
Escojamos m > 0 tal que Aja;; — E)\jajj >m; j = 1,2, de donde
=t
i#]
Aiair > m+ Asag; 5 -A1b+ /\26’22 < —m
A2a22 > m + A1a12 —Xof+ /\107631 < —m. o

Lema 5. Si g(t) es una funcién diferenciable satisfaciendo g(t) > 0, |g'(t)| <

M parat >ty y ft t)dt < oo, to € R, entonces lim;_, o g(t) = 0.
Demostracién. Tenemos que
oo o0
[ g 0g(ola <201 [ gt < oo,
to to

entonces ft°0° 2g(t)g'(t)dt converge, teorema 14-5, Apostol [5, pag. 412]. Por
otra parte,

[ atg = [ GlaPde= im0 - o) < o0

to to
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implica lim;_, o g%() < 00 y en consecuencia lim;_, g(t) < co. Como g(t) > 0
para t > to, entonces lim;, g(t) > 0. Supongamos que lim; oo g(t) =a>0.
Por tanto dado € > 0, con 0 < € < a, existe M € R con M > t, tal que si
t > M entonces |g(t) — a| < ¢, lo cual implica

/oo ()dt>/ t)dt>/ (a—¢)dt = (a —e)tli)r{.lo(t—M)zoo

to

esto contradice que g(t) es integrable en [tg,00), por tanto debemos tener
lim;_, o g(t) = 0, esto prueba el lema. o

Lema 6. Sea col(u(t, ¢,),v(t,d,v)) solucién de (1) con ¢,¢p € FA. Defi-

namos las funciones

(o) t
hun=A k1(0)lv(s, 6, ) — Blds do,

t—o

00 t
=A‘[kmmw¢w—mwo

con t € [0,00). Entonces estin bien definidas, con

—-[ ku(t = 8)|o(s, 6, %) — Blds + Fau(t) - B,

t
%m=—[_ma—wuaaw—mm+hmw—w

Demostracion. h; estd bien definida porque

/ / ki(o)|v(s, ¢,¢) — B|dsda</ kl(a/ sup |v(s, ¢,%) — Blds do
t—o t

o sER

=/0 sup |v(s, ¢,¥) — Blk1(0) |{—,do

sER

=sup |v(s, ¢, ¥) — 6[/0 oky(0)do < x;

s€ER

la ltima desigualdad es debida a que ok (o) € L'[0,00) y la nota después del
Lema 2. Para obtener la derivabilidad de h; usaremos el teorema 14-23 de (5]
con hy(t) = [;° f(o,t)dt, donde

f(o,t) = /t_ ki(o)|v(s) — B|ds.

Veamos que fo D, f(o,t)do converge uniformemente en (0, 00). En efecto, por
el teorema fundamental del Célculo

Dy f(o,t) = k1(0)v(t) — B] = k1 (o)iv(t — o) = BI,
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por lo tanto

/0oo |D2f(0,t)|do = /Ooo (k1 (o) v(t) — Bl = k1 (0)|v(t — o) — Bl]|do

5/ () - ﬁlkl(a)da+/0 E=b)= IR () do

0
luego lo tanto

/°° | D f(o,t)|do < 2/c>o Mk (0)do <
0 0

con M = sup,cg [v(s) — B|. Por el criterio M de Weirstrass [5, Teorema 14-19]
se tiene que la integral f0°° D; f(o,t)do converge uniformemente en [0, 00) asi
que podemos aplicar el Teorema 14-23 de [5] para obtener

= /oo D f(o,t)do
0

=Awhwmww—m—wu—w~mMa
=[v(t) - B| /Ooo K forhis — /000 kL (0)|v(t — o) — Bldo
=wm—ﬁwr;[ ku(t — 8)[u(s) — Blds,

haciendo s = t — o en la dltima integral. En forma andloga se prueba que

t

%@=wm—m%—/ a(t - 5)[u(s) — alds

-0

Esto prueba el lema. o

3. Comportamiento asintético del sistema (1)

Teorema 2. El punto de equilibrio (e, ) es un atractor global para el sistema
(1)-

Demostracion. Sea col(u(t, ¢,v),v(t, $,)) solucién de (1) con ¢,9 € FA, de-
notemos u(t) = u(t, ¢, ¥) y v(t) = v(t, ¢,¢). Consideremos la funcién

w(t) =w(t, u(t),v(t))
In il

=A; |In —= + Aichy(t) + A2eha(t) para t € [0, 00).

b2

Claramente w(t) es positiva y esta bien definida en [0, 00). También es diferen-
ciable pues cada sumando lo es.
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Hallemos la derivada de w(t). Por los lemas 5 y 6 y el hecho de que (a, 3) es
solucién de (1) con ¢(t) = a y ¥(t) = 8 tendremos

!

t
w'(t) =\ 1;((;)) sgn (u(t) — a) — /\1(:/_ ki(t — s)|v(s) — Blds
+Aickv(t) — Bl + /\2% sgn (v(t) — )

t
—)\Qe/ ko(t — s)|u(s) — alds + haekz|u(t) — a.

W) =r |58 - 2] sen ) -2 (29 - 2] senot - 9

t
i kclu(t) — Bl — /\10/ ka(t = 9)lu(s) = Blds + Ashzelu(t) - of

—)\ze/ ka(t — s)|u(s) — alds.
w'(t) =\ [(a — bu(t) — c/_ k1 (t — s)v(s)ds)

—(a—ba-c /t ki(t — s)Bds) sgn (u(t) — )]
t
+Aikiclo(t) — 8] — )\1(3/ ki(t — s)|v(s) — Blds
. —o0
Fo[(d - e/ kot — 8)u(s)ds — fu(t))
t
—(@=e [ hat=s)ods - 18] () - 9

t
+Aokoelu(t) — af — /\26/ ka(t — s)|u(s) — alds.
w'(t) = — A\ b(u(t) — ) sgn (u(t) — a)

t
- /\10/_ ki (t — s)(v(s) — B) sgn (u(t) — a)ds

v
+)\1]_€1C|’U(t) - B - /\lc/ . ki(t — s)|v(S) — Blds
—Xaf(v(t) — B)sgn (v(t) — B)

y
- /\ge/ ka(t — s)(u(s) — a)sgn (v(t) — B)ds

{ -
— A€ / ka(t — s)|u(s) — alds + Agkaefu(t) — al.
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en virtud de que hsgn (h) = |h|, tenemos:
w'(t) = = Aiblu(t) — a| = Az flu(t) - B

e /_ k1 (t — 8)[(v(s) — B) sgn (u(t) — a) + [u(s) — B]]ds

—/\26/_ ka(t — s)[(u(s) — a)sgn (v(t) — B) + |u(s) — al]ds

+Aikiclu(t) — B + Aokse|u(t) — al.
Probemos que w(t) es decreciente y w'(t) < —m(|u(t) —al+|v(t) - B]) en [0, 00)
w' () =(=A1b + Aakoe)|u(t) — a| + (Ao f + M kic)|u(t) — B

g / ku(t = 8)[(v(e) = B) sgn (u(t) — @) + |u(s) — Bllds

— 00

—/\26/ ka(t — s)[(u(s) — @) sgn (v(t) — B) + |u(s) — al]ds

—o0
S(=Mb + Azkze)|u(t) — af + (A2 f + Mikie)|v(t) - B

va que sgn(v(t) = B) =16-1y £(u(s) —a) + |u(s) — a]) > 0, andlogamente
se tiene (£(v(s) — B) + |v(s) — 3]) > 0. En virtud del Lema 4 se tiene:

w'(t) < —mlu(t) — af — mlv(t) - B

= =m(Ju(t) —al + |v(t) - B]) <0

esto prueba que w(t) es decreciente en [0, 00). Por lo tanto acotada en [0, 00).
A continuacién veremos que el punto de equilibrio («, 3) es un atractor global.
Sea col(u(t, ¢,),v(t, ¢,v)) una solucién de (1), veamos que u(t) tiende a o y

v(t) tiende a S cuando ¢ tiende a infinito.
Tenemos que w'(t) < —m(|Ju(t) — a| + |v(t) — B|). Entonces

Jult) = al + Jot) = Bl < — (~u/ (1)

Integrando en [0, t] tendremos

t 1/t 1
/ (Ju(s) — a] + |v(s) — B])ds < 7—5/ —w'(s)ds = —(w(0) —w(t)) < M
Jo - Jo

m

para t € [0,00); ya que w(t) es acotada, esto implica que
oo
/ (lu(s) — a| + |v(s) = Bl)ds < M < oo,
Jo

entonces g(t) = |u(t) — a| + |v(t) — 3] con t € [0,00) es integrable, acotada ya
que u(t) y v(t) lo son y como de (1) se deduce que sus derivadas (las de u(t) y
v(t)) son acotadas por serlo u(t), v(t) y [ioo ki(t—s)ds = k; < oo, parai = 1,2
entonces el lema 5 implica que limy_,~ g(t) = 0 y de aqui se deduce que

lim u(t) = ay lim o(t) = S.
t—o0 t—o00
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Por tanto (a, 8) es un atractor global. Esto prueba el teorema. o
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