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ABsTRACT. This paper introduces the notions of closure map and closure op-
erator over O-categories. We prove that if a O-category has initial and final
objects, products and exponentiation (up to continuity), so does the induced
category of closure operators. We also prove that every continuous local functor
over a O-category K induces, in a natural way, a continuous functor over the
category of closure operators induced by K.
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RESUMEN. Se presenta una nocién de operador clausura sobre O-categorias.
Se muestra que si una O-categoria tiene productos, objeto inicial, objetos ter-
minal y exponenciales (bajo continuidad), la categoria de operadores clausura
sobre ella, resulta ser una O-categoria y también tiene dichas construcciones.
Por ltimo, se demuestra que todo functor localmente continuo sobre una O-
categoria induce, de manera natural, un functor continuo sobre la categoria de
operadores clausura.

1. Introduccion

El concepto de operador clausura ha sido uno de los conceptos mds explorados
en matematicas debido a las muiltiples conexiones que ha permitido establecer
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entre diversos campos de esta ciencia. Es asi como se ha presentado este con-
cepto de diversas formas en la teoria de categorias [4]. El presente articulo tiene
como objetivo presentar el concepto de operador clausura sobre O-categorias.
Esto es posible gracias a que en una O-categoria la coleccién de morfismos entre
cada par de objetos estd dotado de un orden [5]. De esta manera, un operador
clausura es un par objeto-morfismo de la O-categoria, donde el morfismo tiene
las siguientes caracteristicas, que son usuales en la nocién de operador clausura,
pero que aqui estan definidas en términos del orden asociado a los morfismos:

(1) id, C ¢, (proyeccion).

(2) si z Cy entonces ¢, oz C ¢, oy (monotonia).

(3) ¢4 0cq = ¢, (idempotencia).
Como la composicién de morfismos en una O-categoria es una operacién con-
tinua, se garantiza la monotonia de los morfismos.

Con estos elementos, se puede definir la categoria de operadores clausura
sobre una O-categoria, donde los morfismos son los llamados morfismos com-
patibles, es decir, aquellos morfismos que preservan las clausuras. La categoria
de operadores clausura resulta ser también una O-categoria que hereda muchas
de las propiedades de la O-categoria sobre la cual estan definidos. Por ejemplo,
si la O-categoria tiene objetos terminal e inicial, la categoria de operadores
clausura también los tiene. Las siguientes son algunas de las propiedades que
se heredan:

(1) Objeto inicial, terminal.

(2) Productos (bajo continuidad local).

(3) Exponenciales (bajo continuidad local).

(4) Cartesiana cerrada (bajo continuidad local).
(5) Functores continuos.

Adicionalmente, el concepto de inmersién parcialmente compatible, es decir
morfismos que son inmersiones y que preservan parcialmente las clausuras,
permite definir una subcategoria aldmbrica de la O-categoria, con la cual se
puede establecer la continuidad de algunos functores.

El definir operadores clausura sobre O-categorias permite estudiar la seman-
tica denotacional de lenguajes de programacién ya que el concepto de operador
clausura sobre O-categorias permite modelar, de manera muy abstracta, el
proceso de obtener informacién completa (o perfecta) a partir de informacién
parcial (una coleccién incompleta de tokens de informacién), mientras que el
concepto de morfismo compatible modela de manera precisa las operaciones que
producen informacién completa a partir de informacién incompleta o completa.
Una presentacién més detallada de la semdntica de lenguajes se programacién
se puede encontrar en [7] y en [8].

La posibilidad de definir una subcategoria alambrica de las inmersiones par-

cialmente compatibles de una O-categoria facilita la biisqueda de soluciones
a ecuaciones recursivas de dominios en la categoria de operadores clausura.
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La biisqueda de soluciones a ecuaciones recursivas de dominios es uno de los
principales temas de estudio en semdntica denotacional [9)].

El resultado més sorprendente es que a pesar de que la categoria de operado-
res clausura tiene més estructura (se puede construir un functor inmersién de
la O-categoria a la de operadores clausura), para demostrar que la categoria de
operadores clausura es un buen modelo para la seméntica denotacional es sufi-
ciente mostrar que la O-categoria que la induce es un modelo para la seméntica
denotacional.

2. Preliminares

Un subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado se dice dirigido si no es
vacio y si todos sus subconjuntos finitos tienen cota superior en él. Un conjunto
ordenado se dice orden parcial completo (CPO) si tiene elemento minimo y si
todos sus subconjuntos dirigidos tienen minima cota superior. Una funcién
¢ : P — @Q sobre los conjuntos ordenados P y @ se dice continua si para todo
subconjunto dirigido D de P se tiene que ¢ (\/ D) =\ ¢ (D). Una descripcién
mas completa sobre CPOs y 6rdenes se puede encontrar en [1] y en [6].

Una coleccién A de subconjuntos de un conjunto A se dice de cardcter finito
si la unién de los conjuntos en la coleccién A es igual al conjunto A y si para
cada subconjunto de A se tiene que el subconjunto estd en la coleccién A si
y solo si cada uno de sus subconjuntos estd en la coleccién 4. Una funcién
f: A= B se dice continua si f (X) = Uyex f (W). Para més detalles sobre
las colecciones de caracter finito se pueden consultar [3] y [2].

Sea I un conjunto ordenado y € una categoria cualquiera. Un functor A :
I — € (o simplemente A), es llamado un diagrama indexado por I sobre €. Si
I es dirigido se dice que A : I — € es un diagrama dirigido.

Una familia {u;};c; de €-morfismos indexada por I y un €-objeto a forman

un cocono sobre un diagrama A, (notado u : A — a) si

(1) pi: A (i) = a paratodo i € I.

(2) para todo i,j € I, si i < j entonces p; = pjo A (i < j).
Sean p: A = aywv: /A — e dos coconos sobre A, un ¢-morfismo f :a — e
es mediador de p en v si se tiene que v; = f o u; para todo ¢ € I. Se usa la
notacién f : p — v para los morfismos mediadores. Un cocono p: A — a es
un colimite del diagrama A si para todo otro cocono v : A — e, existe una
tinico morfismo mediador f : u — v. Si todo diagrama dirigido sobre € tiene
un colimite se dice que € es cocompleta .

Un functor F : € = D se dice continuo si p: A — d es un colimite entonces
F (u) : F(A) — F (d) es un colimite.

Ejemplo 2.1. (1) El functor constante K, : € = D es continuo.
(2) El functor identidad Id : € — € es continuo.
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(3) SiF:€ > ®;yG:C€— D, son continuos (F,G) : € - Dy x Dy es
continuo.

Definicién 2.1. Una categoria K es una O-categoria si

(i) Para todo par de K-objetos a, b el conjunto K (a, b) esta dotado con un
orden parcial completo Ck(a,p)-
(ii) La composicién de K-morfismos es continua respecto a los ordenes, es

decir,
|_|(9i o fi) = (I__I gi) ° (L__lf;)

i€l i€l
Lema 2.1. En toda O-categoria si f C g entonces fohC goh.

Bosquejo de la demostracién: Es obvio que g = | |{f,g}, entences go h =
(LU{f,g}) o h, pero como la composicién es continua goh = | |{foh,goh}y
por definicién foh C | |{f oh,goh}, por lo tanto foh C goh.

Ejemplo 2.2. (1) La categoria de los CPOs con funciones continuas, no-
tada CPO, es una O-categoria. El orden asociado a la coleccién de
funciones continuas entre dos CPOs es el orden puntual, es decir, si
f,g9: P — Q son funciones continuas, f C g & f (z) C g (z) para todo
z €P.

(2) La categoria de colecciones de carécter finito con funciones continuas,
notada CCF, forman una O-categoria. El orden asociado a la coleccién
de funciones continuas entre dos CCF's es el orden puntual, es decir, si
f.g : A — B son funciones continuas, f C g & f(X) C g(X) para
todo X € A.

Sea K una O-categorfa, f:a — by fF :b— a K-morfismos, f es llamado una
inmersidén y f® una proyeccion si fRo f =id, y fo fB C idy. La categoria
de inmersiones de K, escrita KF, es la categorfa que tiene como objetos los
objetos de K y como morfismos los K-morfismos que son inmersiones.

Definicién 2.2. Sea K una O-categorfa, A : I — KE un diagrama dirigido,
p: A = a un cocono en KE y KF una subcategoria de KE.

(i) p: A — a es llamado un O-colimite de A si | J;¢; (i o pff) = id,.
(ii) Se dice que K tiene KE-colimites localmente determinados si,
p: A = aes colimite en KE & p: A = a es O-colimite de A.

Definicién 2.3. Un functor F' : K = L es localmente continuo si

F(#)=LUF&)

i€l i€l
para toda {fi : a = b}, coleccién dirigida en K (a, b).
Teorema 2.1. Sean K y L O-categorias y F : K — L un functor, tales que:

(1) K tiene KE-colimites localmente determinados.
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(2) L tiene LE-colimites localmente determinados.
(3) F: K — L es localmente continuo.

Si FE : KE — LF definido de la siguiente manera es un functor
FE: KE — LF

PR L1 R A
N b
b —> F(b)
entonces FF es continuo.
Demostracion. Véase [3]. o

3. Operadores clausura

Tradicionalmente un operador clausura se define como un par (4, c), donde A
es un conjunto y c¢: p (A) = p (A) es una funcién, p (A) es el conjunto partes
del conjunto A, que satisface las siguientes condiciones:

(1) X C ¢(X) (proyeccién). )

(2) Si X CY entonces c(X) C ¢(Y) (monotonia).

(3) c(e(X)) = ¢(X) (idempotencia).
Como en la categoria de conjuntos con funciones, SET, se puede formar la
subcategoria plena pSET de SET, donde los objetos son los conjuntos partes
de, y teniendo en cuenta, por un lado, que en la categoria pSET cada subcon-
junto X de un conjunto A se puede representar mediante la funcién elemento
X : {2} = p(A) que asigna al conjunto vacio el conjunto X y, por otro
lado, que para todo operador clausura (A,c), la funcién ¢ es un morfismo de
pSET, es claro que se puede presentar el concepto de operador clausura en
la categoria pSET en términos de composicién de morfismos. Se asocia a la
coleccién de funciones entre cada par de conjuntos “partes de” el orden puntual,
es decir, el orden para el cual si f,g : p(A) — p(B) son funciones entonces
fCge f(X)Cg(X).

De esta manera, un operador clausura es un par (p (4),c) dondec: p (A) =

g (A) es una funcién tal que

(1) X Ceco X, para todo X : {@} = p(A)

(2) YCX =>coX CcoY, paratodos X,Y : {@} = p(4).

(8) coX =coco X, para todo X : {@} = p(4).
Estas propiedades, definidas en términos de morfismos, motivan la definiciéon
del concepto de operador clausura en categorias que tenga un orden parcial
asociado a la coleccién de morfismos entre cada par de objetos. En estas
categorias se puede presentar el concepto de operador clausura como un par
(a,c) donde a es un objeto y ¢ : @ — a es un morfismo que cumple:
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(1) idq Coc,

(2) si fE g entoncesco f Ccog.

(3) c=coec.
Ahora, como una O-categoria es una categoria en la cual la coleccién de morfis-
mos entre cada par de objetos tiene un orden parcial completo y la composicién
de morfismos es continua, el concepto de operador clausura se puede definir
como sigue.

Definicién 3.1. Sea K una O-categoria

(1) Un operador clausura (sobre K), es una pareja (a,c) donde a es un
K-objeto y ¢: a = a es un K-morfismo que cumple:
(a) id, C c (proyeccién).
(b) ¢ = coc (idempotencia).
(2) Un morfismo f : a — b se dice compatible con los operadores clausura
(a,cq) y (b, cp) si se tiene que cp0 foc, = f.
A partir de esta definicién, si a es un K-objeto entonces (a,id,) es un operador
clausura.

Los operadores clausura sobre una O-categoria K, con los morfismos compa-
tibles, forman la categoria K de K-operadores clausura. Esta categoria hereda
muchas de las propiedades y construcciones de la O-categoria que la induce. La
parte final de este articulo estd dedicada a presentar algunas de las propiedades
y construcciones heredadas.

Proposicién 3.1. Sea K una O-categoria, K es una O-categoria.

Bosquejo de demostracion: Primero se debe mostrar que la identidad de un
operador clausura (a,c,) es el morfismo ¢,. Para esto se muestra que c, es
compatible con ella misma, lo que es cierto por idempotencia, y luego se prueba
que foc, = fycaog = g, lo que es cierto nuevamente por idempotencia y com-
patibilidad de f y g con ¢,. En segundo lugar, se muestra que la composicién de
funciones compatibles es una funcién compatible. En tercer lugar, el orden que
se asocia a las funciones compatibles se hereda de la O-categoria. Finalmente,
se prueba que el supremo de funciones compatibles es una funcién compatible,
por lo tanto la continuidad de la composicién se hereda de la O-categoria.

Proposicién 3.2. Sea K una O-categoria.

(1) Si K tiene objeto terminal entonces K tiene objeto terminal.

(2) SiK tiene objeto inicial entonces K tiene objeto inicial.

(3) Si K tiene productos binarios y x : K x K — K es localmente continuo
entonces K tiene productos binarios.

(4) Si K tiene exponenciales y —: K°? x K — K es localmente continuo
entonces K tiene ezponenciales.

(5) Si K es cartesiana cerrada, X : Kx K = K y =: K? x K = K son
localmente continuos entonces K es cartesiana cerrada.
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Bosquejo de demostracién: (Para mayores detalles el lector es referido a [3]).

(1)

(4)

()

Proposicién 3.3. Sea F : K — K un functor localmente continuo, F : K —

La idea es mostrar que si 1 es un objeto terminal en la O-categoria K
entonces (1,7d;) es un objeto terminal en K. Para esto se prueba que
el tnico morfismo entre cualquier operador clausura (a,c,) y (1,id;)
es precisamente el tinico morfismo entre los objetos a y 1, es decir,
Lig,ca) : (@,€a) = (Lid1) =1a:a = 1.

Es una prueba similar a (1).

Primero se prueba que para todo par de K-objetos a,b y todos los
operadores clausura (a,c,) y (b, ), si (a x b,m1,m2) es un producto
binario, entonces

710 (Cq X €p) = Cq 01 0 (Cq X Cb) ,
Ta 0 (Cq X Cp) = Cp 0 T2 0 (Cq X Cp) .

Para esto se utiliza la continuidad local del functor producto.

Luego se prueba que (a x b, ¢, X ¢3) es un operador clausura y que
si f:(e,ce)— (ayca)y g: (e,ce) = (b,cy) son K-morfismos entonces
(f,g): (e,ce) = (ax b,cq X cp) €s un K-morfismo. Para esto se utiliza
nuevamente la continuidad local del functor producto. Finalmente, se
prueba que

((a x byca X €p) ,¢q 071 © (Ca X Cb),Ch O T2 o (cq X Cp))

es un producto en K.

Gracias a la continuidad local del functor exponencial, se prueba que
para todo par de K-objetos a,b y todos operadores clausura (a,c,)
y (b,cp) se tiene que [idy — ids] Ci([a—sb)[a—sb)) [Ca = ) y, de paso,
se prueba que ([a — b], [co = ¢b]) es un operador clausura. Luego se
prueba, usando continuidad local del functor exponencial, que si

f:(dxa,caxcg)— (byey)

es K-morfismo entonces curry (f) : (d,cq) = ([a = b],[ca = ¢b]) es un
K-morfismo. Finalmente se prueba que

(([a — b] g [(’a — Cb]) ,Cp O €Uy O (id[a_,b] X Ca))

es un exponencial en K.
Se sigue de los anteriores encisos.

=

ol

definido por

F: K — K
(a,ca) > (F(a),F(ca))
7 0
(b,co) F—> (F(b),F(c))

es un functor localmente continuo.



110 JONATAN GOMEZ PERDOMO

Demostracidn. Véase [3]. o

Definicién 3.2. En una K una O-categoria, una inmersion f : a — b se dice
parcialmente compatible si para todo par de operadores clausura (a,c,) y (a,cs)
se tiene que

caofB=fRoc, y cpof=chofoc,.
Los objetos de una O-categoria K y las inmersiones parciamente compatibles
entre ellos forman una subcategoria (notada K¥¥“) de la categorfa de inmer-

. n : , —EPC , —E
siones KE. Adicionalmente, KFFC induce la subcategoria K de K™, donde
los objetos son los operadores clausura inducidos por K y los morfismos entre
operadores clausura son los inducidos por las inmersiones parcialmente com-

: 2 —EPC .
patibles, es decir, f:a = besun K -morfismo entre (a,c,) y (b, cp) si existe
f. 1@ — b inmersion parcialmente compatible tal que f = ¢ o f. 0 cq.

Definicién 3.3. Una categoria € se dice aldmbrica si entre cada par de objetos
existe a lo maximo un morfismo.

Proposicién 3.4. Sea KE una subcategoria aldimbrica de KEPC  sea K, la
categoria inducida por KE (en la forma indicada arriba).

(1) olv :Kf — KE definido como por

olv : K*E —> KE
(a,cq) % . &
baosoe b7
(b, cp) = b

es un functor.
(2) Si K tiene IKE-colzmztes localmente determinados y KE es cocompleta
—E
entonces K tiene ]K -colimites localmente determinados y K, es co-
completa.
(3) Si F: K —> K es localmente continuo y FP : KE— KE es un functor

entonces F* : IK* —)K* es un functor continuo.

Bosquejo de la demostracion:

(1) Solo hay que probar que olv estd bien definido. Como KE es una
subcategorfa aldmbrica, para cada f : (a,c,) — (b,¢) existe unica
f. : a = b KE-morfismo tal que f = ¢; o f. o ¢,. Por lo tanto, olv esta
bien deﬁnido._E

(2) Sea A : I — K, un diagrama dirigido, como olv es un functor, entonces
olv o A es un diagrama en K y por lo tanto existe p : olvo A = a
colimite (K¥ cocompleta). Ademds, p : olvo A — a es O-colimite
(KE-colimite localmente determinado). La afirmacién deseada se sigue

al probar que ((L,Uiel JLi © C; © p{?) es un operador clausura y que
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JTVANEES (a,uiel [t 0¢c;o pf) es un O-colimite y, por consiguiente,
colimite para el diagrama dirigido A : I — K.
(3) Gracias a (2), solo se necesita mostrar que —F—*E estd bien definido. ©
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