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RESUMEN. Nosotros hallamos condiciones sobre las funciones /,9 y h que per-
miten probar la existencia de soluciones debiles al problema -t:.pu = h(x)/(u)+
q(x) en njU = 0 en an.

1. Introduccion
El interes en tratar problemas de ecuaciones diferenciales parciales que involu-
cran no linealidades discontinuas (DNDE) radica principalmente en que muchos
problemas de frontera libre pueden ser reducidos a problemas (DNDE) de valor
en la frontera. Ademas, en algunas ocasiones, es beneficioso poner el problema
inicial dentro de una categorfa mas grande de problemas: (DNDE).

En este articulo tratamos con una clase de ecuaciones elfpticas con la carac-
terfstica de que la no linealidad es discontinua. Estas ecuaciones sirven como
modelo en varios problemas concretos de la Fisica Matematica,
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En este trabajo extendemos los resultados obtenidos por D. Arcoya y M.
Calahorrano,[Arco-Cala). En concreto, dado 0 C IRN dominic acotado, cons i-
deramos el problema

{
-D.pu = h(x)j(u) + q(x), en 0 }. (1)

u = 0, en ao '
donde q E LP' (0) y f es una no linealidad con una unica discontinuidad de salto
hacia arriba; es decir, :J!a E IR tal que j E C(IR - {a}, IR), j (a) E [j(a-), j(a+)].
Esta ultima condici6n hace que el funcional asociado I : W5'P(0) ---+ IR defiiiido
por

I(u) = ~ {"l\7ulPdx - {" q(x)u(x)dx - (" rex) j(t)h(x)dtdx
P in in in io

sea no diferenciable en el sentido fuerte y que, por tanto, la teorfa clasica de
puntos criticos no sea aplicable.

Nuestro objetivo se traduce entonces en encontrar hip6tesis sobre las fun-
ciones q, f, h que nos permitan probar la existencia de soluciones debiles al
problema (1). En este sentido, utilizamos el concepto generalizado de gradien-
te debido a F. H. Clarke, [Clarke], y los metodos variacionales desarrollados
por K. Chang, [Chang], para funcionales que son localmente de Lipschitz.

Debido a que f es discontinua, consider amos dos conceptos de soluci6n para
el problema (1). En el primer caso, decimos que una funci6n u E W5'P(0) es
una soluci6n para el problema multivaluado asociado a (1) si u satisface

-D.pu(x) - q(x) E h(x)!(u(x)), a.e.O

donde !es la funci6n multivaluada dada por

(2)

8~ 8 =j; a }.
82 8 = a

Sin embargo, existe un segundo criterio de soluci6n, mas restrictivo (pero mas
interesante). Para esto, decimos que u ~ W~'P(O) es una soluci6n de (1) si

-D.pu(x) = h(x)j(u(x)) + q(x), a.e.O.

-() { {j(8)},
j 8 = [j(a-), j(a+)],

(3)

Claramente, una solucion de este tipo tambien es solucion conforme al primer
criterio.

2. Antecedentes
Los autores Ambrosetti y Badiale, [Ambro-Ba], estudiaron el problema

{
-D.u = j(u) + q(x), en 0 }

u=O, en ao (4)

donde q E L2 (0) y j : IR ---+ IR verifica
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(11) Existe un unico a E lR tal que f E C(lR - {a}, lR), f(a-) < f(a+) < 00,
f(a) E [j(a-), f(a+ )].

Es claro que el problema (4) es un caso particular de (1) donde p = 2 y
h(x) = 1 Vx E O.

Como se dijo, la dificultad radica en que el funcional de Euler asociado
I :HJ (0) ---+ lR dado por

I(u) = ~ r lV'ul2 dx - r lU
(X) f(u(x))dx - r q(x)u(x)dx

2 in in 0 in
no es Frechet diferenciable. Los profesores Ambrosetti y Badiale utilizaron
entonces el principio dual debido a F. H. Clarke para obtener un funcional dual
<P en £2(0) de clase C1 y con la particularidad de que sus puntos entices u son
soluciones para (4), en el sentido de que satisfacen

-~u - q(x) E j(u(x)), a.e.O

donde j es la funcion multivaluada dada por

• A { {j(s)} si SsoF= aa'. }
f(s) = [f(a-),f(a+)] si

Ellos mostraron tambien que si se verifica -q(x)"E [j(a-), f(a+)], a.e.O, 0

bien u es un minimo local de <P, entonces se tiene

(5)

I{x EO: u(x) = aH= 0,

y de est a manera u es solucion de

-~u(x) = f(u(x)) + q(x), a.e.O.

Lo anterior motive a D. Arcoya y M. Calahorrano, [Arco-Cala], para gene-
ralizar estos resultados a la version p-laplaciana del problema (4); es decir,
consideraron el problema

{
-~pu = f(u) + q(x) en O,} (6)

u = 0 en 80,

don de 0 C ]RN es un dominio acotado, q E LP' (0) y 1 : JR ---+ lR verifica (£1).
En este caso es imposible aplicar los argumentos duales utilizados por los

profesores Ambrosetti y Badiale. Sin embargo, como se ve en [Chang], si f
satisface, en adicion a (£1) la siguiente condicion

(12) Existe a > 0 tal que

II(s)1 :::;C1 + C21s10', 'lis E JR,

p:::; 1+ a < p*,
donde

p" = { JY.L
N-p'

+00,
si p < N, }
si p 2: s,
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tenemos que I : w~·p(n) ---+ ~, el funcional asociado dado par

I(u) = ~ r l\7ulPdx - r F(u(x))dx - r q(x)u(x)dx, (7)
p ill ill ill

donde F: [O,oo[ ---+ ~ se define mediante

F(t) =It
j(s)ds,

es localmente Lipschitz continuo can gradiente generalizado oI(u) en cada
punta u E w~,p(n). Decimos en este caso que u E W~,p(n) es un punta
critico de I cuando 0 E oI(u). D. Arcoya y M. Calahorrano probaron entonces
que

(1) u E W~,p(n) es un punta critico de I si y solo si

-6.pu(x) - q(x) E !(u(x)), a.e.n,

donde !es la funcion multivaluada

~() { {J(s)},
f s = [f(a-),j(a+)],

s~ s -I- a }
S1 S = a.

(2) Si -q(x)"E [f(a-), f(a+)] a.e.n y u es un punta entice de I, se tiene
que

I{x E n I u(x) = a}1 = 0, (8)

y de esta manera u satisface

-6.pu(x) = q(x) + j(u(x)), a.e.n. (9)

(3) Si u es un minimo local de I, entonces (8) y (9) tambien se verifican.

3. Problema principal
Dado n c ~N un dominio acotado, estudiaremos el problema

{
-6.pu = h(x)f(u) + q(x)

u=O

donde 6.p represent a el p-laplaciano definido par

en n, }
en on (10)

6.pu = div{l\7u/p-2\7u}, 1< p < 00.

Asumimos q E LP' (n) y j : ~ ---+ ~ verificando la condicion (£1) mencionada
anteriormente. Suponemos ademas que h satisface:

(h l ) Existen m, M > 0 tales que m = inf(h(n)) y M = sup(h(n)).
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De la condicion (hl ) se desprende que h E Loo(O).
Consideremos el funcional I : W~'P(O) ------+ 1R,definido por

I(u) = ~ r l\7ulPdx - r q(x)u(x)dx - r F(u(x))h(x)dx, (11)
Pin in in

donde F : [0, oo[ ------+ IR esta dado por

F(t) = 1t
f(s)ds.

EI siguiente result ado establece la relacion entre el funcional I y el problema
(10).

Lema 3.1. EI funcional I : W~'P(O) ------+ IR definido en (11) tiene como
ecuaci6n de Euler

-,6.pu = h(x)f(u) + q(x);
es decir, la derivada debil de I en un punta u E W~'P(O), estd dada par

I~(u)v = L{-,6.pu - h(x)f(u) - q(x)}v(x)dx, Vv E W~,P(O).

Para una prueba, ver [Mayor].
Es evidente que la discontinuidad de f produce inconvenientes en cuanto a

la diferenciabilidad (en el sentido fuerte) del funcional I. En general, I no sera
Frechet diferenciable. Sin embargo, supondremos que la no linealidad f cum pie
la siguiente condicion:

(j2) Existe (J > 0 tal que

If(s)1 < C1 + C2lsllT, Vs E IR;

donde P ::; 1+ (J ::; p' y,

p' = {:!p si P < N, }
+00 si P 2:: N.

Observaci6n 3.1. Si / saiisjace (/2) tenemos que [Chang, p.l07]

(i) la /unci6n <I> : 0 X IR ------+ IR definida par

<I>(x,s) = h(x)F(t)

es localmente Lipschitz,
(ii) el /uncional J : Ll+lT (0) ------+ IR definido par

J(u) = L h(x)F(u(x))dx

es localmente Lipschitz.

De 10 anterior se sigue que I es tambien localmente Lipschitz y por tanto
en todo punta u E W~,P(O) tiene un gradiente generalizado 8I(u) [Chang, pp.
103, 104].
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Observaci6n 3.2. Diremos que u E W~,p(n) es un punto criiico de I si 0 E
8I(u).

EI siguiente teorema es nuestro principal resultado.

Teorema 3.1. Si se cumplen (f1), (12) y (h1) tenemos
(1) u E W~,p(n) es un punto criiico de I si y solo si

-.6.pu(x) - q(x) E h(x)j(u(x)), a.e.n,

donde j es la funci6n multivaluada

, { {f(s)}
f(s) = [f(a-),f(a+)]

s~ s i a, }
sz s = a.

(2) Si u E W~,p(n) es un punto criiico de I y -q(x)E[a-,a+J, a.e.n,
donde

a- = min{mf(a-), M f(a-)},

a+ = max{mf(a+),Mf(a+)},
entonces

I{x E n I u(x) = a}1 = 0

y de esta manem u E W~,p(n) satisface

-.6.pu(x) = q(x) + h(x)f(u(x)), a.e.n.

(12)

(13)

(3) Si u E W~,p(n) es un minimo local de I, entonces (12) y (13) tambieri
se verifican.

Prueba. Consideramos conocidas las herramientas de [Chang].

(1) Para u E W~,p(n) tenemos que el gradiente generalizado de Iest a dado par

8I(u) = {Au} - 8J(u) + {Bu};

donde A, B, J :W~,p(n) --t W-1,p' (n) son funcionales definidos mediante

(Au, v) = In lV'uIP-
2V'uV'vdx, \:IvE W~,p(n),

(Bu, v) = - In q(x)v(x)dx, \:Iv E W~,p(n),

(Cu, v) = In h(x)F(u(x))v(x)dx, \:IvE w~,p(n).

Mas todavfa, se tiene 8J(u) c [hOf(u-), h(·)f(u+ )]. De esta manera, u E
W~,p(n) es un punta critico de I si y solo si existe W E 8J(u) tal que

Au+Bu=w,

wE h(x)j(u(x), a.e.n.
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Observese que si w - Bu E (£1+<7(0))' C W-1,p' (0) entonces (modulo
identificacion) se tiene Au E £(1+<7)/<7(0). Pero si U' (0) C (£1+<7(0))' C
W-1,p' (0), entonces tenemos que

(Au, v) = (w - Bu, v), "Iv E W~,P(O);

es decir,

r l\7ulp-2\7u\7vdx = r q(x)v(x)dx + r w(x)v(x)dx, "Iv E W~,P(O)in i. in
de donde,

j~l\7ulp-2\7u\7vdx = In(q(x) + w(x))v(x)dx, "Iv E W~,P(O).

Se sigue que

y
-~pu - q(x) E h(x)j(u(x)), a.e.O.

(2) Supongamos que u E W~,P(O) es un punta critico de I. Sea I' = {x E 0 I
u(x) = a}. De la parte (1) de la dernostracion tenemos que

-~pu(x) - q(x) E h(x)[j(a-), j(a+)], a.e.f

y, por la definicion de a- y a+, se sigue que -

-~pu(x) - q(x) E [a-, a+], c.e.I',

Ahora, usando un teorema debido a Morrey-Stampacchia, [Morrey, Theorem
3.2.2, p. 69], tenemos

-~pu(x) = 0, c.e.I';

y
-q(x) E [a-,a+], a.e.f.

De esta forma, si -q(x)E[a-, a+], a.e.O, entonces, necesariamente If! = O.
De la parte (1) de la dernostracion es tambien claro que

-~pu(x) - q(x) = h(x)j(u(x)), a.e.O - fj

luego,
-~pu(x) - q(x) = j(u(x)), a.e.O.

(3) Supongarrios que u E W~,P(O) es un minimo local de 1. Usando un argu-
mento similar al de la parte (2) de la dernostracion, probamos que -q(x) E
[a-,a+], a.e.r.

Sea'ljJ E WJ'P(O) una funcion continua y positiva. Puesto que u E W~,P(O)
es un minimo local de I, existe 6 > 0 tal que

I(u + f.'ljJ) - I(u) 2': 0, VIf.1 ~ 6. (14)
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Es evidente que para to do e i= 0, se tiene

I(u + c'lj;) - I(u) = ~ r l'Vu + c'V'lj;IP - l'VulP dx
E Pin c

_ r F(u + c'lj;) - F(u) h(x)dx _ r q(x)'lj;(x).in c in
Probemos ahora que [I"] = O.

(a) Probemos primero que I{x E r I -q(x) i= a+}1 = O. Paraesto, supongamos
10 eontrario; es deeir,

I{x E r I -q(x) i= a+}1 > O.
Entonees por la eonvergeneia dominada de Lebesgue y (14) tenemos:

I
. I(u + c'lj;) - I(u)o < irn e -so + -'------'--'------'-'--- c

= ll'VUIP-2'Vu'V'lj;dX - l f(u+ )'lj;(x)dx -l q(x)'lj;(x)dx

= -l r~pu + h(x)f(u+) + q(x)]'lj;(x)dx

= - !rr~pu + h(x)f(u+) + q(x)]'lj;(x)dx

= - !rra+ + q(x)]'lj;(x)dx

y, puesto que q(x) :=:; o", c.e.I' y I{x E I' I -q(x) < a+}1 > 0, se sigue que

O:=:; - i-:+ q(x)]'lj;(x)dx < 0

10 eual es una contradiccion.

(b) De forma similar se prueba que I{x E I'] - q(x) i= a-}I = O. Como
[ = {x E I'] - q(x) i= a+} U {x E r I -q(x) i= a-} se sigue, por (a) y (b), que
If! = o. ~

4. Aplicaci6n
A continuacion presentamos una aplicacion del teorema anterior. Conside-

ramos el problema (10) con h verifieando (ht) y la no linealidad f verifieando
(£1) y la condicion

(12') Existen a, (3 > 0 con a < i}, donde Al es el primer valor propio de
-~P' tales que

f(s) :=:; alslp-
I + (3, 'Vs E JR.

Tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 4.1. El problema (10) con f verificando (/1) y (/2') tiene al menos
una solucion u E W~,p(n) que satisface

-~pu(x) = q(x) + h(x)f(u(x)), a.e.n,

con

I{x E n I u(x) = a}\ = O.

Prueba. Por la caracterizacion de "\1, [Ana], tenemos

_ . {InlV'uIPdx. 1,p }
..\1 - inf In lulpdx . u E Wo (n) - {a}

10 cual implica

Usando esto y (/2'), para u E W~,p(n) tenemos

I(u) = ~ r lV'ulPdx - r h(x)F(u(x))dx - r q(x)u(x)dx
P in in in

2: ~11V'ullip(n)dx-llqIILP'(n)llulb(n) - M r IF(u(x))ldx
P in

de donde fluye

Hemos probado entonces que

donde k E JR. De este ultimo resultado se desprende que el funcional I es
coercivo pues a < a < ..\d M provoca 1 - (aM) /..\1 > O.

Sea {Un}nEN una sucesion en W~,p(n) tal que Un ->. u. Es claro que

El funcional I es entonces coercivo y debilmente semicontinuo inferiormente.
De esto se sigue que existe u E W~,p(n) minimo local de I. Concluimos la
prueba utilizando la parte (3) del teorema (3.1). ~
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