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ABSTRACT. In this paper a construction of the localization process for Hausdorff
uniform bundles is presented via an existence theorem for uniform bundles due
to J. Varela. This construction leads to a universal arrow from a given presheaf
P to the functor F assigning to each bundle "of Hausdorff uniform spaces the
presheaf of all its local sections.
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RESUMEN. En este articulo se present a una construcci6n del proceso de locali-
zaci6n para campos uniformes saparados utilizando un teorema de existencia de
campos uniformes de J. Varela. A partir de est a construcci6n y otros resultados
de tipo categ6rico, se obtiene que para cada prehaz P de espacios uniformes
separados existe una f1echa universal de este prehaz P al funtor F que en objetos
asigna a cada campo de espacios uniformes separados el prehaz se sus secciones
locales.

o. Introducci6n
El mecanismo clasico de construccion de fibras en haces a partir de prehaces,
mediante el calculo de lfmites inductivos en la categorfa de conjuntos, tiene una
contraparte no discreta en la construccion de fibras de campos de espacios uni-
formes. Desde la propuesta inicial de J. Dauns y K. H. Hofmann [7], [8] se han

El primer autor agradece la ayuda financiera de la Fundaci6n Mazda para el Arte y la
Ciencia.

29



30 SERAFIN BAUTISTA & JANUARIO VARELA

clarificado y precis ado considerablemente estos procedimientos, d. S. Bautista
[2J y R. De Castro [5], [6J. Continuando en esta direccion en el presente articulo
consider amos para efectos de la construccion de las fibras, categorias de espa-
cios uniformes presentadas est a vez por medio de entornos generales en lugar
de recurrir a familias de. seudometricas como acontece en los trabajos citados.
Esto se logra por medio de caracterizaciones de las aplicaciones uniformemente
continuas en terminos de los calibres totales (ver [4]) de los espacios dominio y
codominio de la aplicacion,

1. Campo de espacios uniformes
1.1. Definicion. Sea p : G ---+ Tuna funcion sobreyectiva. Una uniformidad
para p es un filtro U sobre G V G = {(u,v) E G x G: p(u) = p(v)} tal que el
filtro generado por U en G x G sea una estructura uniforme para G.

Referimos a [10J para las definiciones de selecci6n, selecci6n global, selecci6n lo-
cal y secci6n local para p, de conjunto de selecciones pleno y de U-tubo alrededor
de una selecci6n local a para peon U E U.

1.2. Definicion. Sean G y T espacios topologicos, p : G ---+ Tuna fun cion
sobreyectiva y U una uniformidad para p. A la tripleta (G, p, T) se llama campo
uniforme con respecto a U si se satisfacen las dos condiciones siguientes:

(i) Para todo u E G y to do U E U, existe una seccion local a tal que
u E U(a). .

(ii) La familia de conjuntos U(a), donde U recorre un sistema fundamental
de entornos apropiado lB y a recorre las secciones locales para p, forman
una base de la topologia de G.

Por 10 tanto, para cada u E G, un sistema fundamental de vecindades esta cons-
tituido por los U-tubos con U E lB, que contienen au, alrededor de secciones
locales para p.

El espacio T se llama el espacio base del campo. Si se necesita mas precision
se escribe [(G,p, T),UJ en vez de (G,p, T). Para cad a t E T, Gt = p-l(t) es la
fibra encima de t. El espacio G es el espacio fibrado. Un campo uniforme es
separado si la uniformidad U es separada. Ademas, G V G = UtET G, x Gt·

1.3. Teorema (Existencia de campos uniformes). Sean T espacio iopo-
logico y p : G ---+ Tuna Iuncion sobreyectiva. Den6tese por ~ un conjunto de
selecciones locales para p y por lB un sistema fundamental de entornos para p,
cerrado para la inversion, esto es, U-1 E lB si U E lB y tal que para todo U E lB
y todo (u, v) E U existen V, W E lB para los cuales (u, v) E V Y VoW C U.
Hacemos las siguientes suposiciones:

(a) Para todo u E G y todo U E lB, existe a E ~ tal que u E U(a).
(b) Para todo U E lB y todo (a,(3) E ~ x ~, el conjunto {s E T

(a(s),(3(s)) E U} es abierto en T.
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Entonces G puede ser provisto de una topologia T tal que
(1) T tiene una base constituida por los conjuntos de le forma U(oIQ),

donde U E IB Y olQ es la resrriccion de 0 E r; a un conjunto sbierto
Q contenido en el dominio de o.

(2) Gada 0 E r; es una seccion local.
(3) (G,p, T) es un campo uniforme.

Demostracion. Vel' J. Varela [10). l!f
1.4. Observacion, En el caso de que (G,p, T) sea un campo uniforme y r;
sea la familia de todas las secciones locales para p, entonces se tienen inmedia-
tamente las condiciones (a) y (b) del Teorema 1.3. En efecto, (a) hace parte
de la definicion de campo uniforme y (b) se tiene porque

{s E T: (o(s), {3(8)) E U} = 0-1 (U({3IQ))

es la imagen reciproca de un abierto.

2. Categorias de campos uniformes
2.1. Definicion. Sea T un espacio topologico fijo y A la colecci6n de todos
los subconjuntos abiertos de T. Se denotara con Ucamp la cat ego ria de campos
uniformes tal que

(i) Los ob jetos son campos uniformes [(G, p, T), U) con espacio base T.
(ii) Los morfismos entre pares de objetos [(G,p,T),U) y [(H,q,T),V] son

funciones f :G -+ H uniformemente continuas (con las uniformidades
de los campos) y continuas con las topologias de G y H tales que
q 0 f = p.

2.2. Definicion. La categoria llcomp; es la subcategoria plena de Ucamp
que tiene como objetos los campos uniforrnes separados con espacio base T y
como morfismos los descritos en 2.1.

De ahora en adelante (T, A) denota un espacio topologico y m(t) la base de
filtro formada pOI' todas las vecindades abiertas del punto t E T. Ademas, A
se considera como un preorden con la relacion de contenencia.

2.3. Definicion. Un prehaz de espacios uniformes es un funtor contravariante
P definido de A a la categoria Unif de los espacios uniformes y aplicaciones
uniformemente continuas tal que

(i) A cada abierto Q de A le hace corresponder un espacio uniforme P(Q).
(ii) A cad a par de abiertos Q, PEA con P C Q le hace corresponder

una funcion uniformemente continua fQP : P(Q) -+ P(P) Hamada
morfismo restriccion.
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2.4. Observaciones.

(1) Si en A se define la relacion Q :S P si y solo si P C Q, entonces (A,:S)
es un conjunto dirigido. Por 10 tanto, el prehaz

es un sistema directo en Unif.
(2) Si en la Definicion 2.3 se toma una categoria cualquiera en ellugar de

Unif, al funtor contravariante P se le llamara simplemente un prehaz.

2.5. Prehaz de secciones locales. Sea [(G,p, T), U] un campo uniforme.
Denotamos por C el calibre total de (G,U), esto es, la coleccion de todas las
pseudometricas finitas uniformemente continuas definidas de G x G en lR. A
este campo se le puede asociar el prehaz de secciones locales Pp : A --+ Unif
como sigue:

(i) Para cada Q E A, Pp(Q) = (Pp(Q),UQ), donde Pp(Q) = {a : a es
una seccion local en (G, p, T) con dominio Q} y UQ es la uniformidad
generada por la base {U~:~ : e> 0, dEe}, siendo

U~:~ = {(a,,8) E Pp(Q) x Pp(Q): (\/s E Q)((a(s),,8(s)) E VI)},
VI = {(u,v) E G x G: d(u, v) < e}.

(ii) Para cada Q, PEA con Pc Q, fQP : Pp(Q) --+ Pp(P), a 1---+ alp es
uniformemente continua, donde alp denota la restriccion de a a P.

2.6. Definicion. Dado un campo uniforme (G,p,T) y un prehaz P definido
de A en Unif, P se llama prehaz de secciones locales si para cada Q EAse
tiene P(Q) C Pp(Q). Los morfismos restriccion son aqui los mismos definidos
en Pp. Los entornos basicos de P(Q) se denotan por Ud,Q en vez de U~:~.

2.7. Definicion. Un prehaz P de secciones locales de (G,p, T) es plena si
para cada u E G con p(u) = t existen Q E QJ(t) ya E P(Q) tales que a(t) = u.
Notese que la plenitud de P en esta definicion es diferente al concepto de
plenitud de P visto como funtor (ver [1]).

2.8. Definicion. En la categorfa Preli de los prehaces de espacios uniformes
con respecto a A se tiene que

(i) Los objetos son prehaces de espacios uniformes, P : A --+ Uni] .
(ii) Los morfismos entre dos prehaces P, pi: A --+ Unif son aplicaciones

naturales cP: P ~ P'; esto es, para cada Q E A, existe un morfismo
cPQ: P(Q) --+ PI(Q) en Unif y estos morfismos son compatibles con
las restricciones, es decir, si Q, PEA con Pc Q, el diagrama siguiente
conmuta.
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P(Q) ~ P'(Q)

/QP 1 l/QP

P(P) ~ P'(P)

2.9. Teorema. La corresp onden cia F : Ucamp ~ Preh que asigna a cada
campo uniforme (G, p, T) el prehaz Pp de sus secciones locales y a cede mor-
fismo de campo uniforme f : [(G,p,T),U] ~ [(H,q,T), V] Ie asigna la apli-
cacion natural F(f) = </> : Pp~Pq dada por F(f)Q = </>Q: Pp(Q) ~
Pq(Q),a t--+ f 0 a, para cada Q E A, es un funtor covariante.

Demostracion. Sean Ca y CH los calibres totales de (G,U) y (H, V) respecti-
vamente. Dado que f es uniformemente continua si y solo si existe una iinica
aplicacion f : CH ~ Co, d t--+ de tal que d(f(u),j(v)) = de(u, v), para
u, v E G (ver [3]), entonces dado U;:~ tenemos que (</>Qx </>Q)-l(U;:~) =
Ha, jJ) E Pp(Q) x Pp(Q) : (f 0 a, f 0 (3) E U;:~} = {(a, (3) E Pp(Q) x Pp( Q) :
("Is E Q)((a(s),(3(s)) E V:J} = U;;~Q' par 10 tanto </>Qes uniformemente
continua.
Cada </> es una transformacion natural puesto que si a E Pp( Q) entonces
f 0 a E Pq(Q) ya que f es continua. El diagrama

~ Pq(Q)

l/QP

~ Pq(P)

conmuta, en efecto, sean Q, PEA can P C Q. Para a E Pp(Q) se tiene
(fQP 0 </>0) (a) = fQp(f 0 a) = (f 0 a)lp = f 0 alp = </>p(alp) = </>p(fQp(a)) =
(</>P0 fQp)(a).
Sean f: (G,p,T) ~ (H,q,T) y g: (H,q,T) ~ (L,r,T) dos morfismos en
Ucamp. Veamos que F(goJ) = F(g)oF(f). Dado Q E A y a E Pp(Q) se tiene
que F(goJ)Q(a) = (goJ)oa = go(foa) = F(g)Q(foa) = F(g)Q(F(f)Q(a)) =
(F(g)Q 0 F(f)Q)(a).
Sea la : (G,p, T) ~ (G,p, T) la aplicacion identica, Entonces dado Q E A
y a E Pp(Q) se tiene, F(la)Q(a) = la 0 a = a = Ipp(Q)(a), por 10 tanto
F(la) = Ipp' ~

2.10. Corolario. Si se considera le subcategorfa Ucamp; de Ucamp, la co-
rrespondencia F : Iicamp; ~ Preh definida como en el Teorema 2.9 tambien
es un fun tor.

2.11. Proposicion, Sean [(G,p, T),U] un campo uniforme, C su calibre total,
P un prehaz de secciones locales, t E T y Q E llJ(t). Si a, (3 E P(Q), entonces
para cada E > 0 y cede dEC las dos aflrmaciones siguientes son equivalentes:

(i) (a(t),(3(t)) E VI-
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(ii) (35 E '!J(t) con 5 C Q){(o:ls, J9ls) E Ud,s), donde o:ls es la restricci6n
de 0: a 5 y J9ls es la restricci6n de J9 a 5.

Demostracion. Sean t E T, Q E l!J(t). Como (G,p, T) es un campo uniforme,
{Vi : e > 0, dEC} es una base de U y si 0:, J9 son secciones locales con
dominio Q, entonces para VI tenemos que P = {s E T : (o:(s),J9(s)) E VJ} es
un abierto en T. Sea 5 = Q n P E l!J(t). Si (o:(t), J9(t)) E VI, entonces (Vs E
5)((0:Is(s),J9ls(s)) E VI), luego (38 E l!J(t) con 5 C Q){(o:ls,J9ls) E Ud,s)'
La reciproca es inmediata. l!f

3. EI proceso de localizaci6n
A partir de un prehaz en Uni j; vamos a construir un campo de espacios uni-
formes por el proceso de localizacion. Este proceso consiste en definir las fibras
del campo como colimites de sistemas directos de espacios uniformes separa-
dos determinados por el prehaz dado d. [3],aprovechando que las vecindades
abiertas de un punta t E T es un conjunto dirigido. En est a construccion
se tratan uniformidades en terminos de entornos generales, caracterizando las
aplicaciones uniformemente continuas por medio de los calibres totales.

3.1. La construcci6n del campo.

Sea (T, A) un espacio topologico y P: A ~ Uni], un prehaz en Unifs, esto
es, ,

1. Para cada t E T considerese el prehaz

donde cada P(Q) = (XQ,UQ) es un espacio uniforme separado y CQ denota su
calibre total (ver (3)).

2. Sea

el colimite de este prehaz, tal como fue construido en [3]: en esta construccion
tenemos que la funcion fQP : XQ ~ Xp es uniformemente continua si y solo
si existe una fun cion iQP : Cp ~ CQ, dp I--t (dp )lQP tal que

donde Q, P E '!J(t) con Pc Q.
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En

z, = U XQ
QE '2J(t)

se consider a la coleccion de entornos subbasicos

Bt = {WJ, : e > 0, dt E Cd
t-donde Ct = lim CQ es el limite proyectivo del sistema CQ con las aplicaciones

lQP; Q, P E m(t), Pc Q, esto es,

Ct = {dt = (dQ)QE'2J(t) E II CQ: (1T~(dt))lQP = 1T~(dt)
QE'2J(t)

para cada Q, P E m(t) can P C Q}

y

WJ, = {(xQ, yp) E Zt x Zt (35 E m(t) can 5 c Q n P)

(~fQs(xQ),Jps(Yp)) E V:~(d,))}·

Se define sabre Zt la relacion de equivalencia xQRt v» si y solo si

y se tom a Gt = Zt/Rt.

Se considera la funcion canonica

y la coleccion de entornos subbasicos

que genera una uniformidad separada at en G;..
Los morfismos que forman el cono del colimite se definen as! : para Q E m(t),

Resulta que otra forma para escribir a G;. es la siguiente
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3. Sea

G = U Gt = {~(XQ) t E T, xQ E XQ, Q E m(t)}
tET

y definamos
p: G ---+ T, ~(XQ) t----t t.

Es inmediato que pesta bien definida y es sobre.

4. En G se define la siguiente colee cion de entornos subasicos:

W = {WJ = U ((Pt x 4>d(WJt) : d = (dt)tET E C, c > O},
tET

doude

(cPt x 4>d(WJ,) = {(~(xQ)' TJ,(yp)) E -eft x -eft : (3S E m(t) con S c Qnp)

(UQs(xQ),!ps(yp)) E V:~(d.))}

y

C = {d = (dt)tET E IICt : ('IS E A)(Vs, t E S)(1rS(1rs(d)) = 1r1(1rt(d)))}.
tET

Las funciones 1rs y 1r1 son las proyecciones de C, y C; en Cs respectivamente.

Tomamos el sistema fundamental de entornos iN como la base generada por
W, cuyos entornos son de la forma:

n n n

We = n WJk = n (U (4)t x 4>t)(WJk,)) = U ( n (4)t x 4>t)(WJk,))·

k=l k=l tET tET k=l

5. El sistema iN es cerrado para la inversion, en efecto, dado (n~=l WJk) E W
se tiene,

n n(n WJJ -1 = U (n(4)t x 4>t)(WJk,))-l
k=l tET k=l

n n

= U (n (4)t x 4>d(WJk,)) = n WJk•

tET k=l k==l

Ademas, dados

nn WJk E W Y
k=l

n

(/d(XQ), Tp(yp)) E n Wdk,
k=l
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entonces para cada k = 1,2, ... ,n se tiene

yen consecuencia para cada k = 1,2, ... , n existe Sk E QJ(s) con Sk C Q n P
tal que

(JQSk(XQ),!psk(yp)) E V:Sk(dk.),

luego para cada k = 1,2, ..., n existe Sk E QJ(s) con Sk C Q n P y

tal que
(JQSk(xo), !PSk (yp)) E V:~O(~k')'

Sea 8 = min{ 81,82, ... , 8n}. Entonces para cada k = 1,2, ... ,n existe Sk E QJ(s)
con Sk C Q n P tal que (JQSk(xQ), !PSk(YP)) E V:~o(dk.)'

entonces para cada k = 1,2, ... ,n, (TQ(xo), Tp(yp)) E (cPsx cPs)(W~::O).
Se sigue que,

n

(TQ(xQ), Tp(yp)) E n (is x cPs)(W~::O).
k=1

En consecuencia,
n

(TQ(xQ), Tp(yp)) E n W~:o.
k=1

Por 10 tanto, exist en

n nn wik E iN y n W~:o E iN
k=1 k=1

para los cuales

n n n n

(TQ(xQ), Tp(yp)) E n W~:o y n W~:o 0 n WL c n Wdk·
k=l k=1 k=1 k=l

6. Se define la familia ~ de seleccioues locales para pas! : para cada Q E
A, XQ E XQ

fQ : Q -t G, t ~ ~(xQ)'

Si s = t E Q Y XQ E XQ tenemos que

fQ(t) = ~(xQ) = TQ(xQ) = xq(s),
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10 cual demuestra que XQ esta bien definida.

7. Sobre 0 puede ser definida una topologia de tal manera que
(i) Cada XQ E ~ es continua.

(ii) (0, p, T) es un campo uniforme.

En efecto, segiin el teorema de existencia de campos uniformes 1.3 para concluir
(i) y (ii) basta verificar las condiciones (a) y (b) alli requeridas como hip6tesis.

(a) Dado 7"4(xQ) E Gt cOy We E W existe XQ E ~ con XQ(t) = 7"4(xQ)
tal que

7iJ(XQ) E We(XQ) = {Tp(yp) EO: (Tp(yp), XQ(s)) EWe}

puesto que XQ(jJ(TQ(xQ))) = XQ(s).

(b) Dado We = n;=l W,ik E W Y (XQ, yp) E ~ X ~ el conjunto

{s E T : (XQ(s), yp{s)) E We}

es abierto en T. En efecto, como

n n

{s E T : (£Q(s),YP(s)) E n W,iJ = n{s E T : (XQ(s),yp(s)) E W,ik}'
k=l k=l

basta dem strar que para todo W,i E W Y (XQ, yp) E ~ x ~ el conjunto

A = {s E T : (XQ(s),yp(s)) E Wd}

es un abierto en T.
Consideremos

XQ : Q ~ 0, t t-t 7iJ(xQ)

yp : P ~ 0, t t-t TJ,(yp).

Si Q n P = 0, entonces A = 0 E A. En el caso Q n P f: 0, tomemos tEA y
demostremos que existe 5 E QJ(t) tal que 5 c A.

Como (T4(xQ), TJ,(yp)) E (¢t x ¢d (W,iJ entonces

(35 E QJ(t) con 5 c Qnp)((fQs(xQ),!ps(yp)) E V:~(d,))'

Dado s E S, entonces 5 E QJ(s) y como 7T~(dd = 7TS(ds), entonces

(fQs(xQ),!ps(yp)) E V:s(d.l· Por 10 tanto,

(TQ(xQ), Tp(yp)) E (¢s x ¢s)(WeiJ c U (¢t x ¢t)(Wei,) = Wei,
tET

luego sEA y por ende 5 c A.
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4. Resultados de tipo categorico
En esta ultima seccion trataremos problemas de caracter categorico a saber:

(1) Bajo que condiciones un campo uniforme dado es igual a un campo
uniforme construido por localizacion.

(2) Determinar si el campo construido por localizacion tiene alguna pro-
pied ad universal.

El problema (1) se resuelve en 4.5: la localizacion de prehaces de secciones
locales, uniformes y plenos, genera los campos uniformes separados.

El problema (2) se resuelve en 4.7: para cada prehaz P : A --t Unifs, existe
una flecha universal (ver [9)), proporcionada por el proceso de localizacion, de
P a F, donde F es el funtor dado en 2.10.

4.1. Lema. En e1 proceso de localizaci6n 3.1, si xQ E P(Q), P C Q Y--Q, PEA entonces iQlp = fQP(xQ).

Demostracum. Sea t E P. Como

y xQRtfQP(xo) pues para todo £ > 0 Y todod, E C, existe S = P C Q n P tal
que

(JQP(xQ), fpp(fQp(xQ))) = (JQP(xQ), fQp(xQ)) E V:~(d,)'

se sigue que 'TcS(xQ)= 1f,(fQp(xQ». I!f

4.2. Teorema. Si P : A --t Unif; es un prehaz y (G,p, T) es e1 campo
obtenido por localizaci6n, entonces se puede construir un prehaz se secciones
locales P (para cada Q E A, P(Q) c Pfi(Q) ) de tal manera que

(i) E1 prehaz P es p1eno.
(ii) Existe un morfismo de prehaces ip : P~P.

Demosiracum. Se define P : A --t Uiii], de la siguiente manera: para cada
Q E A, P(Q) = {iQ : XQ E P(Q)} C Pfi(Q) es dotado de la uniformidad que
tiene por base los entornos

Ud,Q = {(iQ, Y"Q)E P(Q) x P(Q) : (Vs E Q)((iQ(s), Y"Q(s)) E

(¢s x ¢s)(W:.(d»)}'

donde e > 0 y dEC C IltET c; cf. 3.1.

Para Q, PEA con P C Q se define P(P C Q) = fQP : P(Q) --t P(P), donde
fQP(iQ) = iQlp·



40 SERAFIN BAUTISTA & JANUARIO VARELA

Esta definicion tiene sentido porque si iQ E 13(Q), entonces xQ E P(Q), luego
fQP(xQ) E P(P) y por 10 tanto iQlp = f;;{;Q) E 13(P).

Ademas, fQp es uniformemente continua, pues dado U:i,p entorno basico de
13(P) existe U:i,Q entorno basico de 13(Q) tal que

(JQP x fQp)-l(U:i,p) = ((iQ,YQ) E 13(Q) x 13(Q): (iQlp,YQlp) E U:i,p} =

{(iQ,YQ) E 13(Q) x 13(Q): ("Is E P)((iQlp(s),YQlp(s)) E (¢s x ¢s)(W:.(d»)}

:) {(iQ,YQ) E 13(Q) x 13(Q) : ("Is E Q) ((iQ(s), YQ(s)) E (¢s x ¢s)(W:.(d»)}
= U:i,Q'

(i) Veamos que 13 es pleno: sea T~(xQ) E fIt c G con p(T~(xQ)) = t, donde
xQ E P(Q) y Q E QJ(t). Entonces existen Q E QJ(t) Y iQ E 13(Q) tales que
iQ(t) = T!J(xQ).

(ii) Para cada Q E A definimos

<pQ : P(Q) -+ 13(Q), XQ I-t <pdxQ) = iQ,

La aplicacion <pQes uniformemente continua porque dado U:i,Q entorno basico
de 13(Q) existe sEQ y V:Q(rr.(d» entorno basico de P(Q) con sEQ tal que

(<pQ x <pQ)-l(U;,Q) = {(xQ,yQ) E P(Q) x P(Q) : (iQ,YQ) E U;,d =

{(xQ,YQ) E P(Q) x P(Q) : ("Is E Q)((¢s x ¢s)(xQ,YQ) E (¢s x ¢s)(W:.(d»))}

:) {(xQ,YQ) E P(Q) x P(Q): ("Is E Q)((xQ,YQ) E W:.(d»)}

= J(xQ, YQ) E P(Q) x P(Q) : ("Is E Q)((xQ, YQ) E V:Q(rr.(d»)}

= {(xQ, YQ) E P(Q) x P(Q): (xQ, YQ) E V:Q(rr.(d»} = V:Q(rr.(d»'

La perniltima igualdad se tiene para cada sEQ por la definicion de C.

Para ver que <P es una transforrnacion natural se establece la conmutatividad
del diagrama siguiente

P(Q)

/QP 1
P(P)

~ 13(Q)

l/QP

~ 13(P)

Sean Q, PEA con P C Q Y xQ E P(Q), entonces

fQp(<pQ(xQ)) = fQp(iQ) = iQlp = f;;<;Q) = <pp(JQP(xQ)). 1!1
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4.3. Definicion. Sea [(G,p, T), U] un campo uniforme y P un prehaz de
secciones locales. Se dice que P es uniforme si para cada cono inductivo
((H, V), (aQ : P(Q) --+ H)QEA) existe lGH : CH -+ CG, dn ~ (dH )lGH'
independiente de Q, donde CG y CH son los calibres totales de U y V respecti-
vamente, tal que

(aQ x aQ)-l(VdH) :J U(dH)/GH,Q =
{(a,m E P(Q) x P(Q): (Vs E Q)((a(s),,B(s)) E V(dH)/GJ}·

4.4. Definicion. Sean [(G,p, T),U] y [(H, q, T), V] campos uniformes, P un
prehaz se secciones locales en (G, p, T) y p' un prehaz de secciones locales en
(H, q, T). Si denotamos par CG y CH los calibres de U y V respectivamente,
un morfismo sp : P~P' de prehaces se dice que es uniforme si existe £GH :
CH -+ CG tal que para todo Q EAse cumple que

4.5. Teorema. Si [(G,p,T),U] es un campo uniforme separado y P es un
prehaz uniforme y plena de secciones locales en (G, p, T), entonces el campo
uniforme (G, p, T) obtenido par locelizecion es precisamente (G, p, T).

Demostracion. Sea CG el calibre total de U. Para cada t E T se considera el
sistema directo

en Uni],

Veamos que el colfmite de este sistema directo es el cono

donde G, = p-l(t) es la fibra encima de t y ab(a) = a(t). En efecto, como

(ab x abHUdG,Q) = {(ab(a),ab(,B)) E Gt x G«: (a,,B) E UdG,d
= {(a(t),,B(t)) E c. x c.. (a,{3) E UdG,Q}

= {(a(t),,B(t)) E Gt x Gt: (Vs E Q)((a(s),,B(s)) E VdG)}
c {(a(t),,B(t)) E G; x Gt: (a(t), (3(t)) E Vda}

= Vda n (Gt x Gd,

entonces ab es un morfismo de Unifs.
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Por otro lado, si Q, P E W(t) con P C Q entonces

P(Q) PCP)

conmuta, en efecto, para a E 'p(Q) tenemos que

Sea ahora
((Ht,vt), (Oh : P(Q) ---t Ht)QE'!J(t»)

otro cono inductivo. Demostremos que existe un unico morfismo

CPt : G; C G ---t Hi, aCt) ~ Oh(a)

tal que para todo Q E W(t), 0h = ah 0 CPt. Como P es pleno, dado u E Gt con
p(u) = t exist en Q E Wet) ya E P(Q) tales que aCt) = u, en consecuencia CPt
esta definida en todo G«.
La aplicacion CPtesta bien definida: supongase que aCt) = f3(t) con a E P(Q),
f3 E pcp y Q, P E Wet). Si CH, denota el calibre total de la uniformidad
separada de Hi; entonces, por ser P uniforme, existe it :CH, ---t Ca tal que

(Oh x Oh)-l(VdH,) J U[dH,)t"Q; VQ E Wet).

Dados e > 0 Y dn, E CH, existe S E Wet) con S c Qnp tal que si (als,f3ls) E

U(dH,)t"S entonces (O~(als),O~(f3ls)) E (O~ x O~)(U(dH,)t .. S) C VdH,'
Puesto que 0h(a) = aCt) = als(t) =O~(als) y O~(f3) = O~(f3ls) entonces
(Oh(a), O~(f3)) E VdH, para to do e > 0 y todo dn, E CH,. Pero (Ht, Vt) es
separado, entonces 0h(a) = O~(f3). .

La aplicacion CPt es uniformemente continua: sean c > 0, dn, E CH,. Veamos
que,

(cpt x CPt)(V(~H,)t,) C VdH,'

En efecto, sea (cpt x cpt)(a(t),f3(t)) E (cpt x CPt)(V(~H,») con (a(t),f3(t)) E
v:(~ ) , donde a E P(Q), f3 E PCP) y Q, P E Wet). Por la Proposicion 2.11

n, it

existe S E Wet) con S c Qnp tal que (als,f3ls) E U(cd ) s» esto implica que
Ht ttl

(O~(als),O~(f3ls)) E (O~ x O~)(U(dH,)t"S) C VdH,' por 10 tanto,

(cpt x cpt)(a(t), f3(t)) = (Oh(a), O~(f3)) = (O~(als), O~(f3ls)) E VdR,'
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con 10 cual se demuestra la contenencia anunciada.

Como para cada t E T, C; = p-l(t) = Gt entonces

G = fj = {O"~(a) : t E T,a E P(Q),Q E QJ(t)},

se sigue que

entonces Ii = p.

Dado Q E A y a E P(Q), para cada t E Q tenemos a(t) = O"~(a) = a(t), por
10 tanto la familia de selecciones E con dominio Q definidas en el Numeral 6
de la Secci6n 3.1 coincide con P(Q).

Para finalizar la demostraci6n veamos que los entornos sobre cada fibra C;
determinados por el calibre de U son los mismos descritos en el Numeral 5 de
3.1; en efecto, por la Proposici6n 2.11, tenemos que

{(a(t),!3(t)) E Gt x Gt: (3S E QJ(t) con S c Qnp)((als,/3Is) E UdG,s)}
= {(a(t),!3(t)) E Gt x G«: da(a(t),!3(t)) < c} = V:Gn (Gt x Gt)

con 10 cual se term ina la prueba. ~

4.6. Teorema. Sean [(G,p,T),U] y[(H,q,T),V] campos uniformes, P y P'
prehaces de secciones locales de los campos (G,p, T) y (H, q, T) respectiva-
mente. Si V es separada y P es pleno, entonces un morfismo uniforme de
preueces ip : P~P' determina un morfismo de campos F : G -+ H.

Demostracion. Sean Ca, CH los calibres totales de las uniformidades U y V
respectivamente.

Los entornos

UdG,Q= ((a,!3) E P(Q) x P(Q) : ("Is E Q) ((a(s), !3(s)) E V:G)}

y
UdH,Q = ((JL,w) E P'(Q) x P'(Q): ("Is E Q)((JL(s),w(s)) E V:J},

donde da E Cc, dH E CH Y e > 0, forman una base de P(Q) Y P'(Q) respecti-
vamente.

Como e :P~P' es un morfismo uniforme de prehaces entonces existe £aH :
CH -+ Ca tal que para cada Q E A

donde
'PQ : P(Q) -+ P'(Q), a 1------7 'Pda).
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Se define I de la siguiente manera: sean x E G y p(x) = t. Como P es pleno,
existen Q E !!J(t) ya E P(Q) tal que a(t) = x.

I: G -7 H, x f---7 I(x) = <pQ(a)(t) ,

esto es, I(a(t)) = <pQ(a)(t).

La funcion I esta bien definida: sean Q, P E !!J(t) con a E P (Q), (3 E P (P) tal
que a(t) = x = (3(t). Si se toman tin E CH Y e > 0 (arbitrarios) entonces existe
S E !!J(t) con SeQ n P tal que (als,(3ls) E U(cd) s- en consecuencia

H <a n :

(<ps(als),<ps((3ls)) E (<ps x <PS)(U(dH)lGH'S) C UdH,Q'

entonces ('is E S)((<ps(als)(s), <ps((3ls)(s)) E VIH) y por consiguiente

(<pQ(a)(t),<pp((3)(t)) = (tps(als)(t),<ps((3ls)(t)) E VIH debido a que

sp es una transformacion natural.

Como dH E CH Y e > 0 se tomaron arbitrariamente y la uniformidad V es
separada, entonces <PQ(a) (t) = sp p ((3)( t).

La funcion I es uniformemente continua: como P es pleno, para cada par
(x, y) E Gt x Gt existen a E P(Q), (3 E PcP) con Q, P E !!J(t) tales que
(a(t),(3(t)) = (x,y), por 10 tanto,

(J x f)-l(VIH) :J (J x f)-l(VIH n in, x Ht)),
= {(a(t), (3(t)) E Gt x Gi : (<pQ(a)(t), <pp((3)(t)) E VIH}
= {(a(t), (3(t)) E G, x G, : (35 E !!J(t) con 5 C Q n P)

((<ps(als), <ps((3ls)) E UdH,S)}
:J {(a(t), (3(t)) E c, x Gt : (35 E !!J(t) con 5 C Q n P)

((als,(3ls) E U(dH)lGH'S)}
= {(a(t),(3(t)) E Gt x Gt: (a(t), (3(t)) E V(dH)lGH}

= V(dH)lGH n (Gt x Gt) E U,

par 10 tanto I es uniformernente continua.

Consideremos el diagrama

IG -7 H

T
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Sea x = o:(t) E G con 0: E P(Q) y Q E \tJ(t). Entonces
(q 0 f)(x) = q('PQ(o:)(t)) = t = p(o:(t)) = p(x), por 10 tanto q 0 f = p.

La funci6n f es continua con respecto a las topologias asociadas a los campos
uniformes: sea VIR (a) un V -tubo en (H, q, T). Si x E t: (VIR (a)) con p(x) =
t, entonces f(x) E VIR (a), se sigue que (j (x), a( q(j(x)))) = (j (x), a(t)) E VIR
y si fijamos r > 0 tal que dH(f(X), a(t)) < r < s , entonces (j(x), a(t)) E VIR'
Como P es pleno, para x E G existen Q E A y 0: E P(Q) tal que o:(t) = x.
Ademas, para todo s EQ tenemos (j oo:)(s) = f(o:(s)) = 'PQ(O:)(s) y por
consiguiente f 0 0: = 'PQ (0:).

Puesto que 'P es un morfismo de prehaces entonces 'PQ(O:) E P'(Q) es una
secci6n local para q en el campo (H, q, T), en consecuencia

S = {s E T: ('PQ(o:)s,a(s)) E VIR} C Q

es un abierto de T que contiene al punta t.

Como obviamente x E v(~-r) (0:15), para finalizar la demostraci6n basta
R <c n

verificar que
v(cd-r) (0:15) C r1(VI (a)).

H fCH _ H

Sea y E v(~-r) (0:15) con p(y) = s, entonces
R taR

luego

(j(y), a(s)) E v:;r 0 VIR c VIR

y por 10 tanto f(y) E VIR (a). ~

4.7. Teorema. Sea P un prehaz en Uni], Y F : licamp; --t Preh e1 fun tor
dado en 2.10. La pareja ((G,p,T),'P : p~j3) es una fIecha universal de P
a F, donde 'P es e1 moriismo deiiuido en 4.2 y (G,p, T) es e1 campo uniforme
obtenido por loca1izaci6n a partir de P.

Demostraci6n. Recuerdese que F es el funtor que asigna a cada campo uni-
forme separado (G,p, T) el prehaz F(G,p, T) = Pp, donde para cada Q E A,
Pp(Q) es el conjunto de todas las secciones locales para p en (Q,p,T) con
dominio Q.

Debemos probar que si [(G,p, T), V] es un campo uniforme separado y 1/J :
P~Pp es un morfismo de prehaces, entonces existe un unico morfismo de
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campos h : G ~ 0 tal que ~ 0 'P = 'l/J, donde 'P es el morfismo definido en 4.2,
'l/Jes dado y ~ = F(h).

'P
P ~ Pp

'l/J ~ -L. ~ = F(h)

P-p

Sea Co el calibre total de V. Para cada Q E A tenemos

'PQ : P(Q) ~ 13(Q) c Pp(Q), XQ f--------+ 'PQ(xQ) = iQ,

'l/JQ : P(Q) ~ Pp(Q), XQ f--------+ 'l/JQ(xQ) = XQ Y

~Q : Pp(Q) ~ Pp(Q), CY f--------+ ~Q(CY) = h 0 CY,

don de h esta par determinarse.

En consecuencia ~ 0 'P = 'l/J, si y solo si para cada Q E A, ~Q 0 'PQ = 'l/JQ, si Y
solo si para cada Q E A y cada XQ E P(Q), h 0 XQ = XQ.

Sea t E T fijo y Gt = p-I (t) la fibra encima de t en el campo (0, p, T). Se
considera el sistema directo

Para cada Q E ll1(t) definimos:

Coino 'l/J es un morfismo de prehaces de secciones locales, entonces para cada
Q E A y XQ E P(Q), 'l/JQ(xQ) es una seccion local para p. Si denotamos por
Cp(Q) el calibre de P(Q), entonces dado U~:Q entorno basico de Pp(Q) existe

Vel6 entorno basico de P(Q) tal que ('l/JQ x 1/)Q)(11,16 ) C UdE'PQ' Por 10
P(Q) P(Q) G'

tanto

((J~ x (J~)-I(11cfG) =

{(xQ,YQ) E P(Q) x P(Q): ('l/JQ(xQ)(t),'l/JQ(YQ)(t)) E Vcf_}
G

= {(xQ,YQ) E P(Q) x P(Q): (35 E ll1(t) con 5 C Q)

(('l/Js(JQs(xQ)),'l/Js(JQs(Ys))) E U~:s)}

= {(xQ,YQ) E P(Q) x P(Q): (35 E ll1(t) con 5 C Q)((JQs(xQ),fQs(YQ)) E

Ct/Js x 't/JS)-I (UE! ))}.
dc'S
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Puesto que vs es uniformemente continua, dado U~'!s existe vj tal que
G' peS)

('l/Js X 'l/JS)-l (U~'!s) :::)vj . En consecuencia,
G' PiS)

(as x as)-l(Vdc) :::){(XQ, YQ) E P(Q) x P(Q) : (35 E 9J(t) con 5 c Q)

((fQs(xQ),fQs(YQ)) E vjp(S))}:::) V(~p(S))'QS'

luego as es uniformemente continua.

Sean Q, P E 9J(t) con Pc Q. Consideremos el diagrama

P(Q) P(P)

Para xQ E P(Q) tenemos:

(a~ 0 fQp)(xQ) = a~(fQP(xQ)) = 'l/Jp(f9P(xQ))(t) = fQP('l/JQ(xQ))(t)

= ('l/JQ(xQ))lp(t) = 'l/JQ(xQ)(t) = as(xQ)

y dado que
(Gt, (TiJ : P(Q) ----+ Gt)QE'lJ(t))

es el colimite del sistema directo considerado segun la Construcci6n 3.1 (ver
tambien [3] pag. 112), existe un unico morfismo

tal que flt 0 r~= as para todo Q E 9J(t). Ademas,

clonde

1Jt: U P(Q) = z; ----+ ~, xQ I---t ¢t(xQ) = TiJ(xQ)
QE'lJ(t)

£t : Ce --t Ct, de I---t £t(de)

Ct = ~CP(Q) Y
QE'lJ(t)

W[,(dc) = {(xQ,Yp) E z, x z, :(35 E 9J(t) con 5 C Q n P)
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((fQS(XQ),jpS(yp)) E V,fs)}, donde ds = 7rHf!t(dB))' Recordemos que en la
Construccion 3.1 se tomo XQ = P(Q) y Cp(Q) = CQ.

Definicion de ~: sea Q E .A. Definimos

~Q : P(Q) -+ Pp(Q), iQ f---t ~Q(iQ) = xQ.

Veamos que ~Q es uniformemente continua. En efecto:

(~Q X ~Q)-l (U~:Q)

= {(iQ, YQ) E P(Q) x P(Q) : (xQ, YQ) E U~'!Q}
G'

= {(iQ,YQ) E P(Q) x P(Q) : (Vs E Q)((Bs x Bs)(iQ(s),YQ(s)) E VJ_)}
G

= {(iQ,YQ) E P(Q) x P(Q) : (Vs E Q)((iQ(s),YQ(s)) E (1)s x 1>S)(Wf.(da)))}
= UJ- Q'G'

Veamos que el siguiente diagrama conmuta:

~ Pp(Q)

lfQP
~ Pp(P)

Sea iQ E P (Q), entonces

Por otra lado,

Como 'IjJ es transformacion natural entonces

con 10 cual se establece la afirmacion.

Con estos resultados tenemos todas las hipotesis del Teorema 4.6: dos campos
uniforrnes (G,p,T) y (G,p,T), este ultimo separado, un prehaz P de secciones
locales en el campo (G,p, T) pleno por Teorema 4.2, un prehaz Pp se secciones
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locales en (G,p, T) y finalmente un morfismo de prehaces uniformes ~ : f3~Pp.
Por 10 tanto, existe

h : G ---+ G, iQ(t) f---+ h(iQ(t)) = ~Q(iQt) = xQ(t)

funcion continua con las topologfas de campo uniforme (tubos alrededor de
secciones) y uniformemente continua en cada fibra (morfismo de prehaces),
puesto que el campo se construye como union de fibras disjuntas; donde xQ E
P(Q) y t E Q E QJ(t). De esta forma se llega a

hoiQ = xQ, VXQ E P(Q) con Q E A

y con esto se term ina la demostracion. 0
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