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Sobre la derivada Schwarziana de
aplicaciones conformes

hiperbdlicamente convexas
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ABSTRACT. A conformal mapping f of the unit disk D into itself is called hy-
perbolically convex if the non-euclidean segment between any two points of
f (D) also belongs to f (D). In this paper we prove that the Schwarzian deri-
vative for these functions Sy = (f”/f") — (1/2) (f"/f')* verifies the inequality
(1 - 121%)% IS¢ (2)] < 2.54.

REsSUMEN. Se dice que una transformacién conforme f del disco unidad D del
plano complejo en si mismo es hiperbdlicamente convexa si el segmento de recta
hiperbdlica entre cualquier par de puntos de f (D) estd también contenido en
f (D). En este trabajo probamos que la derivada Schwarziana de estas funciones,
Sy = (f"/f) = (1/2) (f"/f')*, satisface la desigualdad (1 — |z|2)2 [Ss (2)] <
2.54.

Keywords and phrases. Hyperbolically convex functions. Univalent functions. Sch-
warzian derivative.

2000 Classification. Primary: 30C45. Secondary: 30C75.

*Parcialmente financiado por Colciencias.

51



52 DIEGO MEJiA & CHRISTIAN POMMERENKE
1. Introduccién

Sea D el disco unidad y T = dD. Una funcién f: D — D se llama hiperbdlica-
mente convera o, simplemente, h-conveza, si f es analitica e inyectiva y si

Wi, w2 € f(m)) = C(’(.Ul,w2) C f(ID),

donde C (w;,w2) es el arco entre w; y ws del circulo ortogonal a T que pasa
por estos puntos.

El estudio sistematico de las funciones h-convexas se inicié con el articulo
de Ma y Minda [MaMi 94] y se continué posteriormente en [MePo 98], [MaMi
99], [MePo 00] y [MePoVa 01].

La clase de las funciones h-convexas es invariante bajo las transformaciones

f—pofory con e Mob(D), (1.1)
donde Mob(D) es el grupo de transformaciones de Mobius de D sobre . Esta
invarianza permite estudiar muchos problemas sobre funciones h-convexas en
la clase de funciones h-convexas normalizadas de la forma f(2) = az + ---,
a > 0. En particular el problema objeto de este articulo que describimos a
continuacion.

El operador diferencial méds simple que es invariante bajo transformaciones
de Mobius es la derivada Schwarziana

O T
Si ¢, € Mob(D) y z € D entonces
(1= 1) 1Sposow @) = (1= WD) IS, D1 (1)

Ma y Minda [MaMi 99] demostraron que las funciones h-convexas verifican

2
(1-1:°) 18721 <3 (zeD).
Nuestro resultado principal representa una mejora sustancial a esta estimativa
aunque el método empleado no permite obtener la cota optima.

Teorema. Si f es h-convexa entonces la derivada Schwarziana verifica
2
(1 i |z|2) Ss (2)| < 2.54 para z € D. (1.4)

Un ejemplo importante [MePo 00] relacionado con la estimativa de la derivada
Schwarziana es la funcién

z

f(2) = tan a/(l —2(200320+<4)
0

:a(z+é(a2+cos20)z3+--~) (1.5)
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donde 0 <O <7/2y

™

1
dz q
2K (cosf)’ Kik) = 0/ \/(1 —z2)(1- k212)7 (1.6)

o =

la integral eliptica completa del primer tipo. La funcién f es h-convexay df (D)
consiste de dos ortocirculos simétricos con respecto al eje real y dos arcos de
T.

De (1.2) y (1.5) se obtiene que Sy (0) = 2 (a® 4 cos26) y se conjetura en
[MePo 00] que

méx 2 (a® + cos26) ~ 2.383 (1.7)
0<0<m/2

es la cota 6ptima para la derivada Schwarziana. Véase la Observacion 1 méds
adelante.

SBSIgue dE (1 1)) (1 ‘) :lug

donde f recorre las funciones h-convexas. Més adelante, en la Proposicion 1,
se demuestra que tales maximos existen.

2. Resultados auxiliares

En esta seccién derivamos varios resultados que son necesarios en la demostra-
cién del teorema.

Proposiciéon 1. Existe una funcién h-convexa de la forma
fR)=a(z+bz2+b3z°+--+), a>0,b6>0 (2.1)

tal que
2
|Ss (0)] = max {mgg (1 - |z[2) Sy (2)] : g es h—convexa} . (2.2)
z
Demostracion. Sean z,, € Dy g, funciones h-convexas tales que

2 2
(1= 1zal*) 186, (z0)] = M, (n = o0),

donde M es la cantidad obtenida al reemplazar los maximos en la expresién
(2.2) por supremos. Escojamos ¢, ¥, € Mob(D) de tal modo que ¢, (gn (2n))
= 0,v, (0) = z,. Entonces, por (1.1), las funciones

fn = Pn 0 gn oYy
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son h-convexas y verifican f, (0) = ¢, (gn (2,)) = 0. Podemos suponer que
fan — f* (n— o0) localmente uniformemente en D). Entonces, de (1.3), de-

ducimos que
2
157, ) = (1 = 12al*) 1S5, (z0)] = IS1- (O)],

lo cual implica que |S¢- (0)| = M. Finalmente, puesto que f* (0) = 0, podemos
escoger 3 y v adecuadamente de tal manera que la funcién f (z) = e* f* (e72)
tiene la forma (2.1) y satisface la conclusién (2.2). ™

Proposicién 2. Sea f una funcion h-conveza de la forma (2.1). Entonces

/ 1/2

Rezd 2 g L ([3a2 +(1+b/2)] Py b/2)> , zeD. (2.3)
f(2) 2a

Teniendo en cuenta que b < 1 —a? [MaMi 94, Th.5] es facil verificar que 1/2 <

s < 1. Por lo tanto (2.3) representa una mejora de la cota Re[zf’ (2) /f (2)] >

1/2 que, junto con la invarianza (1.1), es el fundamento de los resultados obte-

nidos en [MePo 00].

Demostracion. Como Of (D) es una curva de Jordan rectificable [BF 83, Th.
2], la funcién f’ estd en la clase H' de Hardy [Po 92, p. 134] y, por lo tanto,
también lo estd la funcién zf’ (z) /f (z). En consecuencia, es suficiente probar
que

Relsf (<) /f(s)] >s (2.4)
para todo ¢ € T en donde la derivada angular f' () exista y sea finita.
Si f(s) € T entonces Re[sf’ (s ()] = 1f" (s)| = 1 por el lema de Julia y

Wolff [Po 92, p. 82]. Puesto que s 5 1 podemos entonces suponer que f (¢) € D.

Sean C el ortocirculo tangente a df (D) en f (¢) y G la componente de D~ C'
que contiene al origen. Por ser f h-convexa se tiene que f (D) C G. Ahora bien,
para A € Ty 0 < 8 < 1 adecuados, la funcién

kg (z) = 20Bz/ (1 =& 441 ~8)° + 45%) =Bz+B(1-B) 2%+ (2.5)

es una aplicacién conforme de ) sobre G [MaMi 94][MePo 00, Ex. 5.1]. Por lo
tanto existe una aplicacién conforme h de D en D tal que

f(2z) =Xk (h(2)) (2€D). (2.6)
Ya que f(0) = ks (0) = 0, la funcién h tiene la forma
h(z) =ciz+cz®+---
Teniendo en cuenta (2.1) y (2.6) obtenemos las relaciones

a=Mei, b=+ (1)
1
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Si escribimos v = |¢;|, deducimos las desigualdades

C2

2
(1% 8y y=b< o

< 2094

la tltima de la cuales resulta del hecho de que h : D — D es inyectiva [Pick 17]
[Po 75, p. 99]. De aqui resulta que

3y—a?/y<2+b
lo cual, junto con el hecho de que a = 3y < v, implica la estimativa
24+6\2_ /2+4b0\° 2+b
(9_4_;) -1 (..i.) +L+3
v o «a e
de la cual concluimos que

%32\/3a2+(2+b)2+a(2+b)—(2+b).

Esta desigualdad implica que

0‘72> \/3a2+(1+b/2)2— (1+b/2). (2.7)

Finalmente, se sigue de (2.6) que

/ k' (w K
JE) _ k) M)
f (<) kg (w) " h(s)
Puesto que h (D) C Dy h(s) € T, por el lema Julia y Wolff el dltimo factor de

la anterior ecuacion es real y positivo. Ademads, ya que f () € C, la parte real
del primer factor es = 1/2 [MePo 00, Ex. 5.1]. Por consiguiente
1

Refof (6) /f (6)] = 5 W ()] > 5 W O)/2 = 25772

pues |k’ (0)] |B’ ()]* > 1 [PoVa 00, Th. 3.1]. Luego (2.4) se sigue de (2.7). ™

con w=h(s).

A continuacién derivamos una cota para la derivada Schwarziana que sélo
es valida en un cierto rango de a.

Proposicién 3. Sea f una funcion h-conveza de la forma (2.1) que satisface

Rez—fﬁ>s (z € D), %

f(z)

Si1<p<2ya>exp[-p(l—s)/s] entonces

<s< 1. (2.8)

s 32-p)s
(0)] < L —?/(=9)) _ 22 B/ o2 )
1S5 (0)] < 6(1 - s) (1 a ) ST (2.9)
Demostracion. Sea t =1/ (1 — s). La funcién
t
h(z) = 1) =ciz+c?+--- (z€D) (2.10)
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es estelar pues, debido a (2.8),
W (2) 1 f'(2)
= Rez——< — >0 D).
Rezh(z) 1—s<ezf(z) s (z € D)
Por otra parte, por el lema de Schwarz, |h(2)| < |z| < 1.
A partir de (2.1) y (2.10) obtenemos las relaciones

t—1
a6 =o 2= c—3=t<b3+——b2>.
C1 c1 2

Ademés, puesto que k : D — D es univalente, se tiene [ScTa 69][Po 75, p.99]

2 2
C3  C3\ 2w 2 1 C2 v
R = - = <1- ————— (Re|—=
eKCl Cf)e }_ ] 10g1/|01|( e[cle D

para 0 < 9 < 27. Por consiguiente

tRe [(bg — LT tb2> eQi’9:| € Lo 2 (Re [bem])z.

t
2 logl/a
Ahora escogemos ¥ debidamente y escribimos u+iv = be'’. Entonces deducimos
la desigualdad
tlb‘; — b2[ o -}-tu (u2 — v2) - Luz.
’ - 2 logl/a
Ya que t =1/(1 — s) y u® + v? = b?, se obtiene de lo anterior que

(2 —p) sb?
2p(1-s)

s 1 (p—1)s
t <p<1 oy logl/a> A T

El coeficiente de u? es < 0 si a > exp[—p(1 — s) /s]. Por lo tanto se sigue la
desigualdad (2.9) teniendo en cuenta que

S5 (0)] = 6 b3 — b?| (2.11)

by — b°| < (1) (1 - a2/(1's)) -

por (1.2) y (2.1). ™

En seguida derivaremos una cota para la derivada Schwarziana vélida para
todos los valores de o pero que, en general, es peor que la suministrada por la
Proposicion 3.

Proposicién 4. Sea f una funcién h-conveza de la forma (2.1) que verifica la
condicion (2.8). Entonces

1S5 (0)] < 6(1—s)— 3b°. (2.12)

Demostracion. La funcién

() o
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tiene parte real positiva debido a (2.8). Por lo tanto [Po 75, p. 166 ] tenemos

lp2 — 2| < 1-|pf?. (2.13)

Deducimos de (2.1) las relaciones

. 62w, i =a g b—ﬁ
Pl———z(l_s), Pz——l_s 373

que, en conjunto con (2.13) y el hecho de que s > 1/2, permiten obtener la
desigualdad

by~

|2
1-s

<|p2—pi| + (25 - 1) |;
<14+2(s=1) ;> =1 s
= p1| = 515

la cual implica (2.12) por (2.11). ©

3. Demostracién del teorema

Debido a la Proposiciéon 1 podemos suponer que f tiene la forma
fR)=a(z+b2" +b32°+---), a>0, b>0.
Se sabe [MaMi 94, Th. 5] que ;
0<a<l, b<1-a° (3.1)

Ahora definimos:

s = % ([3a2 + (14 b/2)2] i (1+ b/2)>1/2 (3.2)

y deducimos de la Proposicion 2 que la condicidn (2.8) se verifica para el anterior
valor de s. Por lo tanto, de la Proposicién 3, obtenemos la desigualdad

_ 3(2—-p)s
S;(0)] <6(1—s)(1—a¥0)) - T _p? 3.3
157 £6(1 =) (1-a¥00) ~ —FES (3.3)
si @ > exp[—p(1 — s) /s], mientras que de la Proposicién 4 concluimos que
1Sy (0)] < 6(1— 5) — 362 (3.4)

para 0 < a < exp[—p(1 —s)/s].

El resto de la demostracion es un procedimiento numérico. Los primeros
experimentos indican que el valor p = 1.31 da buenos resultados, razén por la
cual lo escogemos para hacer las estimativas en (3.3) y (3.4).

Usamos una malla de longitud 0.0001 para « y b en el rango determinado por
(3.1). Primero calculamos s de acuerdo con (3.2) y después acotamos |Sy (0)|
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utilizando (3.3) y (3.4). El valor mds grande que encontramos en estos célculos
es

|Sf (0)] = 2.53325,
el cual se obtiene para a = 0.3766, b = 0.0989. o]

Observaciones.
1. En [MePo 00] se estudia el problema de estimar
o(a) = max {|Sf (0)| : f(z) =az+--- es h-convexa}
y se demuestra que
o(@) <3(1-a') para e?<a<l, (3.5)

o(a)<2+a®>° para O<a<ag(), e>0. (3.6)

Los resultados demostrados arriba mejoran (3.5) pero no (3.6).

La conjetura en [MePo 00] afirma que
B ™
~ 2K (cos#)
con igualdad para la funcién impar definida por (1.5). El valor méximo
de 2 (a® + cos 20) se obtiene para f =~ 57/72, a ~0.218.

Nuestro método puede ser aplicado a funciones h-convexas impares.
En este caso b = 0 y se obtiene

o(a)=2(a?+cos20), «a

méx {|Sf (0)| : f es h-convexa e impar} < 2.50.

Escogimos p = 1.38 y el valor més grande encontrado es 2.49101 para
a = 0.3754.

2. En la Proposicién 3 sélo utilizamos que la funcién h definida por (2.10)
es univalente y acotada por 1, mientras que en la Proposicién 4 sélo se
us6é que tal h es estelar. Nunca usamos entonces el hecho de que h es
estelar y acotada por 1. Esto indica que nuestro método no es en realidad
muy bueno para obtener estimativas més precisas.
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