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ABSTRACT. A conformal mapping f of the unit disk II)) into itself is called hy-
perbolically convex if the non-euclidean segment between any two points of
f (11))) also belongs to f (11))). In this paper we prove that the Schwarz ian deri-
vative for these functions Sf = (f" / 1')' - (1/2) (f" / 1')2 verifies the inequality

(1 - Izn21Sf (z)1 < 2.54.

R.ESUMEN. Se dice que una transformaci6n conforme f del disco unidad II)) del
plano complejo en sf mismo es hiperb6licamente convexa si el segmento derecta
hiperb6lica entre cualquier par de puntos de f (11))) est a tarnbien contenido en
f (11))). En este trabajo probamos que la derivada Schwarziana de estas funciones,

Sf = (f"/!,)' - (1/2) (f"/!,)2, satisface la desigualdad (1-lzJ2)2ISf (z)1 <
2.54.
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1. Introduccion

Sea 11»el disco unidad y 1I' = 811».Una funcion 1: lID--+ 11»se llama hiperb6lica-
mente convexa 0, simplemente, h-convexa, si 1es analftica e inyectiva y si

WI,W2 E 1(11)>) => C(WI,W2) c 1 (lID),

donde C (WI, W2) es el arco entre WI y W2 del cfrculo ortogonal a 1I' que pasa
por estos puntos.

El estudio sistematico de las funciones h-convexas se inicio con el articulo
de Ma y Minda [MaMi 94] y se continuo posteriormente en [MePo 98], [MaMi
99], [MePo 00] y [MePoVa 01J.

La clase de las funciones h-convexas es invariante bajo las transformaciones

1 --+ 'P 0 10 'l/J con 'P, 'l/J E Mob (11)>) , (1.1 )

donde Mobl D) es el grupo de transformaciones de Mobius de lIDsobre lID.Esta
invarianza permite estudiar muchos problemas sobre funciones h-convexas en
la clase de funciones h-convexas normalizadas de la forma 1(z) = oz + ... ,
0: > O. En particular el problema objeto de este articulo que describimos a
continuacion.

El operador diferencial mas simple que es invariante bajo transformaciones
de Mobius es la derivada Schwarziana

(1.2)

Si 'P, 'IjJ E Mob(lID) y z E 11»entonces

(1 -lzl2f IS<pofo,p (z)1 = (1 -I'l/J (z)12f ISf ('l/J (z))I· (1.3)

Ma y Minda [MaMi 99] demostraron que las funciones h-convexas verifican

(1 - Iz12) 21Sf (z)1 :S 3 (z E lID).

Nuestro resultado principal representa una mejora sustancial a esta estimativa
aunque el metoda empleado no permite obtener la cota optima.

Teorema. Si 1 es h-convexa entonces la derivada Scbwsrzien« veriiice

(1 -lzI2) 21Sf (z)1 < 2.54 para z E lID. (1.4)

Un ejemplo importante [MePo 00] relacionado con la estimativa de la derivada
Schwarziana es la funcion

f (z) ~ tan [a!(1 - 2,' cos 28+ ,') -'I' <k]

= 0: (z + ~ (0:
2 + cos 2B) z3 + ... ) (1.5)
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donde 0 < e < 7r/2 Y
1

K (k) - J dx
- .)(1 - x2) (1- k2x2) ,

o
la integral eliptica eompleta del primer tipo. La funcion 1 es h-eonvexa y 81 (]jJ))
eonsiste de dos ortocirculos simetricos con respecto al eje real y dos areos de
1l'.

De (1.2) y (1.5) se obtiene que Sf (0) = 2 (a2 + cos 2e) y se conjetura en
[MePo 00] que

7r
a=------,--------,--

2K (cose)'
(1.6)

max 2(a2+cos2e)~2.383 (1.7)
O<(J<1r /2

es la eota optima para la derivada Schwarziana. Vease la Observacion 1 mas
adelante.

Se sigue de (1.4) y (1.7) que

2.38 < max max (1 -lzI2)2ISf (z)1 < 2.54,
f zEiIll

(1.8)

donde 1 recorre las funciones h-convexas. Mas adelante, en la Proposicion 1,
se demuestra que tales maximos existen.

2. Resultados auxiliares

En est a seccion derivamos varios resultados que son necesarios en la dernostra-
cion del teorema.

Proposici6n 1. Existe una fun cion h-convexa de la forma

1(z) = a (z + bz2 + b3z3 + ... ), a> 0, b 2: 0 (2.1)

tal que

ISf (0)1 = max {~f:(1 - Iz12
) 21Sg (z)1 : 9 es h-convexa} . (2.2)

Demostracion. Sean Zn E ]jJ)Y 9n funciones h-convexas tales que

donde M es la cantidad obtenida al reemplazar los maximos en la expresion
(2.2) por supremos. Escojamos 'Pn, 'l/Jn E Mob(]jJ)) de tal modo que 'Pn (9n. (zn))
= 0, 'l/Jn(0) = Zn. Entonces, por (1.1), las funciones

In = 'Pn 0 9n 0 'l/Jn



54 DIEGO MEJiA & CHRISTIAN POMMERENKE

son h-convexas y verifican in (0) = 'Pn (gn (Zn» = o. Podemos suponer que
in --; 1* (n --; 00) localmente uniformemente en lIll. Entonces, de (1.3), de-
ducimos que

ISf" (0)1 = (1 -lznI2) 21S9" (zn)1 --; ISf* (0)1,

10 cual implica que ISf* (0)/ = M. Finalmente, puesto que 1* (0) = 0, podemos
escoger {3 Y "I adecuadamente de tal manera que la funcion i (z) = eifJ 1* (ei-rz)
tiene la forma (2.1) y satisface la conclusion (2.2). ~

Proposicion 2. Sea i una funci6n h-convexa de la forma (2.1). Entonces

f' ( ) 1 ( . 1/2 ) 1/2
Re z f (:) > s == 2a [3a2 + (1 + b/2)2] - (1 + b/2) , z E lIll. (2.3)

Teniendo en cuenta que b :::::1- a2 [MaMi 94, Th.5] es facil verificar que 1/2 :::::
s :::::1. Por 10 tanto (2.3) represent a una mejora de la cota Re[zf' (z) / f (z)] >
1/2 que, junto con la invarianza (1.1), es el fundamento de los resultados obte-
nidos en [MePo 00].

Demostmci6n. Como of (lIll) es una curva de Jordan rectificable [BF 83, Th.
2], la funcion f' esta en la clase HI de Hardy [Po 92, p. 134] y, por 10 tanto,
tambien 10 esta la funcion zf' (z) / f (z). En consecuencia, es suficiente probar
que

Re [.;1' (c) / f (.;)]2 s (2.4)

para todo < E 1[' en donde la derivada angular f' (c) exista y sea finita.

Si f (.;) E 1[' entonces Re[.;f' (c) / f (.;)] = If' (.;)1 2 1 por ellema de Julia y
Wolff [Po 92, p. 82]. Puesto que s :::::1 podemos entonces suponer que f (.;)E lIll.

Sean eel ortocirculo tangente a of (lIll) en f (c) y G la componente de lIll, C
que contiene al origen. Por ser f h-convexa se tiene que f (llJJ) c G. Ahora bien,
para x E 1[' Y 0 < {3 < 1 adecuados, la funcion

>"~fJ (z) = 2.\{3z/ (1 - z + V(1 - z)2 + 4{32Z) = {3z+{3 (1- (32) z2 +... (2.5)

es una aplicacion conforme de llJJ sobre G [MaMi 94][MePo 00, Ex. 5.1]. Por 10
tanto existe una aplicacion conforme h de llJJ en llJJ tal que

f (z) = >..kfJ (h (z') (z E llJJ).

Ya que f (0) = kfJ (0) = 0, la funcion h tiene la forma

h(Z)=CIZ+C2Z2+ ...
Teniendo en cuenta (2.1) y (2.6) obtenemos las relaciones

a = >"{3CI , b = C2 + (1 - (32) CI.
CI

(2.6)
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Si escribimos , = leI I, deducimos las desigualdades

(1-;32),-b::; I~:I:::;2(1-,),

la ultima de la cuales resulta del hecho de que h : llJ) ---> llJ) es inyectiva [Pick 17]
[Po 75, p. 99]. De aqui resulta que

3, - 0'2 Ii < 2+b

10 cual, junto con el hecho de que a = ;3, < " implica la estimativa

(
a 2+b)2 (2+b)2 2+b 3-+-- > -- +--+,a a a

de la cual concluimos que

a
2

2 V3a2 + (2 + b)2 +a (2 + b) - (2 + b).,
Esta desigualdad implica que

a
2

> V3a2 + (1 + b/2)2 - (1 + b/2). (2.7),
Finalmente, se sigue de (2.6) que

f' (c) k~ (w) hi (c)
C;f(c;) =wk(3(w)'C;h(c;) con w=h(c;).

Puesto que h (llJ)) C llJ) y h (c;) E 11', por el lema Julia y Wolff el ultimo factor de
la anterior ecuacion es real y positivo. Ademas, ya que f (c;) E C, la parte real
del primer factor es = 1/2 [MePo 00, Ex. 5.1]. Por consiguiente

Re [c;j' (c) / f (c;)] = ~ Ihl (c;) I 2 ~ Ih' (0)1~1!2 = ~,-1!2,

pues Ihl (O)llhl (c;)12 2 1 [PoVa 00, Th. 3.1]. Luego (2.4) se sigue de (2.7). ~

A continuacion derivamos una cota para la derivada Schwarziana que solo
es valida en un cierto rango de a.

Proposicion 3. Sea f una funci6n h-convexa de la forma (2.1) que satisface

fez) 1
Re z f (z) > s (z E j[])) , 2"::; s < 1. (2.8)

Si 1:::; »< 2 y a 2 exp [-p(l - s) Is] entonces

IS (0)1::; 6 (1 - s) (1 - a2/(1-S)) _ 3 (2 - p) s b2. (2.9)
f\. p(l-s)

Demostmci6n. Sea t = 1/ (1 - s). La fun cion

f (z)t 2
h (z) = -- = Cl Z + C2Z +... (z E llJ)) (2.10)zt-l
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es estelar pues, debido a (2.8),

h' (z) 1 ( J' (z) )
Rezh(z)=l_S Rezj(z)-s >0 (zElIJ)).

Por otra parte, por ellema de Schwarz, Ih(z)1 ~ Izi < 1.
A partir de (2.1) y (2.10) obtenemos las relaciones

C1 = (/, C2 = tb, C3 = t (b3 + t - 1b2) .
C1 C1 2

Ademas, puesto que h : lIJ) -+ lIJ) es univalente, se tiene [ScTa 69][Po 75, p.99]

Re [(C3 _ C~) e2it91 < 1-lcll2 _ 1 (Re [C2eit9])2
C1 c1 J logl/lc11 C1

para 0 < o ~ 27T. Por consiguiente

t Re [(b3 _ 1 + t b2) e2it9] ~ 1 _ 0:2t _ t (Re [beit9])2 .
2 ~gl~

Ahora escogemos {)debidamente y escribimos u+iv = beit9. Entonces deducimos
la desigualdad

t - 1 t
tlb3_b21~1_a2t+t __ (u2_v2)_ u2.

2 log 1/0:

Ya que t = 1/ (1 - s) y u2 + v2 = b2, se obtiene de 10 anterior que

Ib3 - b21 ~ (1 _ s) (1 _ 0:2/(1-8)) _ (2 - p) sb
2

2p (1 - s)

(
s 1) 2 (p - 1)s 2+ - U - v

P (1 - s) log 1/0: P (1 - s) .

El coeficiente de u2 es ~ 0 si 0: 2 exp [-p (1 - s) / s]. Por 10 tanto se sigue la
desigualdad (2.9) teniendo en cuenta que

(2.11)

por (1.2) y (2.1). ~

En seguida derivaremos una cot a para la derivada Schwarziana valida para
todos los valores de 0: pero que, en general, es pear que la suministrada por la
Proposicion 3.

Proposici6n 4. Sea j una junci6n h-convexa de Lajorma (2.1) que verifica La
condici6n (2.8). Entonces

(2.12)

Demostraci6n. La funcion

1 (J'(Z) ) 2-- z---s =1+2p1Z+2p2Z + ...
l-s j(z)
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tiene parte real positiva debido a (2.8). POl' 10 tanto [Po 75, p. 1661 tenemos

jP2 - prl :::; 1 - Ip112 . (2.13)

Deducimos de (2.1) las relaciones

1 ( b
2
)P2 = -- b3--

1 - s 2

que, en conjunto con (2.13) y el hecho de que s 2 1/2, permiten obtener la
desigualdad

b
Pl=2(I-s)'

Ib3 - b21 2 2
1 _ s :::;Ip2 - PI I + (2s - 1) Ipll

b2

---- :::;1+2(s-I)lpl!2=1- ( )
2 1- s

la cual implica (2.12) por (2.11). ~

3. Demostraci6n del teorema

Debido a la Proposicion 1 podemos suponer que j tiene la forma

( 2 3 )j(z)=o: z+bz +b3z + ... ,
Se sabe [MaMi 94, Th. 5] que

o < 0: :::; 1, b:::; 1 - 0:2.

0: > 0, b 2 O.

(3.1)

Ahora definimos:

1 ( 1/2 )1/2
S = 20: [30:2 + (1 + b/2)2] - (1 + b/2) (3.2)

y deducimos de la Proposicion 2 que la condicion (2.8) se veri fica para el anterior
valor de s. POI' 10 tanto, de la Proposicion 3, obtenemos la desigualdad

IS (0)1:::;6(I_S)(1_0:2/(I-s»)_3(2-P)sb2 (3.3)
f p(l-s)

si 0: 2 exp [-p (1 - s) / s], mientras que de la Proposicion 4 concluimos que

ISf (0)1 :::; 6 (1 - s) - 3b2 (3.4)

para 0 < 0: < exp [-p (1 - s) / s].
El res to de la demostracion es un procedimiento numerico, Los primeros

experimentos indican que el valor p = l.:n da buenos resultados, razon poria
cuallo escogemos para hacer las estimativas en (3.3) y (3.4).

Usamos una malla de longitud 0.0001 para 0: y ben el rango determinado por
(3.1). Primero calculamos s de acuerdo con (3.2) y despues acotamos ISf (0)1
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utilizando (3.3) y (3.4). El valor mas grande que encontramos en estos calculos
es

ISf (0)1 ~ 2.53325,

el cual se obtiene para a = 0.3766, b = 0.0989. ~

Observaciones.
1. En [MePo 00] se estudia el problema de estimar

a (a) = max {ISf (0)1 : f (z) = az + ... es h-convexa}

y se demuestra que

a (a) S 3 (1 - (4
) para e-2 Sa S 1, (3.5)

a(a) <2+a2
-
c para O<a<ao(E), E>O. (3.6)

Los resultados demostrados arriba mejoran (3.5) pero no (3.6).
La conjetura en [MePo 00] afirma que

a(a)=2(a2+cos2e), a= 7r
2K (cos e)

con igualdad para la funcion impar definida por (1.5). El valor maximo
de 2 (a2 + cos 2e) se obtiene para e ~ 57r/72, a ~ 0.218.

Nuestro metoda puede ser aplicado a funciones h-convexas impares.
En este caso b = 0 y se obtiene

max {ISf (0)1: f es h-convexa e imparl < 2.50.

Escogimos p = 1.38 y el valor mas grande encontrado es 2.49101 para
a = 0.3754.

2. En la Proposicion 3 solo utilizamos que la funcion h definida por (2.10)
es univalente y acotada por 1, mientras que en la Proposicion 4 solo se
usa que tal h es estelar. Nunca usamos entonces el hecho de que h es
estelar y acotada par 1. Esto indica que nuestro metoda no es en realidad
muy bueno para obtener estimativas mas precisas.
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