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Ecuacion de Lazer-Solimini con retraso
dependiente del estado: una
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Lazer-Solimini Equation with State-Dependent Delay: An
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ResUMEN. En este trabajo se hace una demostracién alternativa de los resul-
tados [5], donde se estudié la existencia de soluciones T-periédicas para una
familia de ecuaciones del tipo Lazer-Solimini con retraso dependiente del es-
tado. Las herramientas utilizadas en la demostraciéon son una combinacién de
cotas a priori y grado de coincidencia.
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ApstracT. In this paper, an alternative proof of results in [5] is given; there,
the existence of T-periodic solutions of a family of Lazer-Solimini equations
with state-dependent delay is studied. The tools used in the proof are a com-
bination of a priori bounds and coincidence degree.
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1. Introduccion

Las singularidades no lineales surgen de forma natural cuando se consideran
fuerzas gravitatorias o electromagnéticas. Por ejemplo, si se considera un es-
pacio unidimensional, la ecuacién que describe el movimiento de una particula
con carga eléctrica bajo la influencia de un campo eléctrico generado por otra
particula con carga eléctrica situada en el origen y fuerza externa p es
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" £ — =p(t), a>0. (1)

El signo + indica que las particulas tienen cargas contrarias, mientras el
signo — indica que las particulas tienen la misma carga. Asi que en la ter-
minologia cldsica, se dice que la ecuacién con el signo + (resp. —) tiene una
singularidad atractiva (resp. repulsiva). A menudo, simplemente se habla del
caso atractivo y repulsivo respectivamente.

Cuando « > 1 en (1), se suele decir que se satisface la condicién de “fuerza
fuerte”, termino que fue introducido por Gordon [4]. Al definir el potencial

asociado como
1

1
G(J:):/ S—ads7

. 1 . . . .
se dird que — tiene una singularidad fuerte en cero si
x

lim G(z) = 4o0.

z—0t

En otro caso, cuando el limite es finito, se dice que la singularidad es débil.
La naturaleza de la fuerza externa p(t) determina la dindmica de la ecuacién.
Cuando p(t) es periddica, Lazer y Solimini en [7] encontraron condiciones nece-
sarias y suficientes para la existencia de soluciones periédicas para el caso atrac-

1
tivo. Si denotamos el valor medio de p por p = T fOT p(t) dt. Entonces después

de integrar (1) sobre todo un periodo se hace evidente que una condicién nece-
saria para la existencia de soluciones periddicas positivas (resp. negativas), en
el caso atractivo, es p > 0 (resp. p < 0). La suficiencia de la condicién se logra
usando cotas a priori y teoria de grado. Mientras que para en el caso repulsivo,
Lazer y Solimini [7] construyeron un ejemplo donde el valor medio de p(t) es
negativo y sin embargo no existen soluciones periddicas cuando 0 < a < 1, es
decir, cuando la singularidad es débil. Més adelante se presentard una condi-
cién suficiente que garantiza la existencia de soluciones periddicas en el caso
repulsivo con singularidad débil.

De otro lado, cuando se habla de las fuerzas gravitacionales, la introduccién
de los efectos relativistas tiene sentido. Una de las consecuencias conocidas de
la Relatividad Especial es que el estado dependiente tiene retrasos cuando
se consideran la evolucién temporal en sistemas donde interactian campos
eléctricos y magnéticos con cargas en movimiento, ver [2, 10]. Motivados por
esta reflexién, proponemos el estudio de un andlogo de las ecuaciones Lazer-
Solimini con retraso dependiente del estado

2 + glz](t) = p(t), (2)
a” — glz](t) = —p(t), 3)
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donde p € C(R/TZ) y

glel(t) = g((t —7(t,2(1)))),

siendo 7 : R x Ry — Ry una funcién continua no negativa y T'—periddica
en la primera variable. Finalmente, ¢g: R — R4 es una funcién continua que
verifica las siguientes hipdtesis

xll)lfmg<x) =0, (Hl)
I = .
A1 9) = +o

Nuestro interés se centra en las soluciones T-periddicas y positivas de (2)
y (3). Asi que en el caso repulsivo (3), un signo menos se ha anadido a p por
conveniencia.

Los sistemas con retraso surgen en forma natural en una gran variedad de
aplicaciones. Por ejemplo, el estado dependiente de retraso juega un papel clave
en una gran variedad de modelos biolégicos y mecdnicos (véase por ejemplo [11]
y la bibliograffa consignada alli). Aunque las ecuaciones diferenciales escalares
de segundo orden con retrasos han sido consideradas en algunos articulos re-
cientes (véase, por ejemplo [3, 6, 8] sélo por citar algunos de ellos), sin embargo,
hasta donde mi conocimiento lo permite, parece que [5] es la primera publica-
cion que incluye las singularidades en los sistemas con retraso.

Ahora se presentan condiciones suficientes para la existencia de soluciones
periddicas para las ecuaciones (2) y (3). El objetivo es proporcionar una de-
mostracién alternativa de los resultados presentados en [5] para ecuaciones con
retraso dependiente del estado.

Teorema 1. Supongamos que g satisface (H1) y
g(z) >p >0 para cada x <T|p*|. (H2)
Entonces (2) (resp. (3)) tiene al menos una solucidn T—periddica positiva.

En el caso atractivo, podemos probar un resultado diferente.

Teorema 2. Supongamos que g satisface (H1) y D > 0. Si p(t) esta acotada
superiormente y

min {v € Ry : g(v) = |]pT
lim sup 7(t, z) < {veRr, f() "l }
20+ Pt

, uniformemente en t, (H3)

entonces (2) tiene al menos una solucidn T—periddica positiva.

Como se menciono en [5], parece hasta ahora que el teorema 1 es un resul-
tado nuevo incluso para la ecuacién sin retraso. Mientras que el teorema 2 es
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una generalizacién del resultado clasico de Lazer-Solimini, que se recupera al
tomar 7(¢,2) = 0. La novedad de la condicién (H2) es que sigue siendo vélida
para cualquier retraso y tipo de singularidad, pues (H2) tiene que ver con la
fortaleza de la singularidad y garantiza la existencia de soluciones T-periddicas
en el caso repulsivo con singularidad débil. Por otro lado, (H3) esta relaciona-
da con el comportamiento del retraso cerca de la singularidad. Sin embargo,
podria tener algiin interés desde el punto de vista de la Fisica, ya que en la
Relatividad Especial el retraso esperado debe ser proporcional a la distancia
de la particula a la singularidad, que es del tipo 7(t,z) = z, lo que satisface
trivialmente (H3).

En adelante, se consideran los espacios de Banach X = C*(R/TZ) con
la norma habitual en C!' y Z = L! (R/TZ) con la norma L'. Dada f € Z,
ft =méx{f,0} denota la parte positiva y f~ = méax{—f,0} la parte negativa
de f. Asi que se pasa a hacer una breve descripcién de como se desarroll6 el
articulo. En el apartado 2 se presentan algunas cotas a priori para una familia
homotoépica conveniente. Finalmente, en el apartado 3 se presenta una demos-
tracién alternativa de los resultados principales, ahora usando el teorema de
continuacién de Mawhin [9].

2. Cotas a priori

En esta seccién se muestran algunos lemas que serdan usados en las demos-
traciones de los principales resultados. Se consideran las siguientes ecuaciones
homotopicas

"+ Agla](t) = Ap(t), (4)
" = Agla](t) = —Ap(t). (5)

El siguiente lema, debido a Lazer-Solimini [7], serd de gran utilidad.

Lema 3 ([7, Proposition 3.1]). Sea x € X wuna funcion T—periddica tal que
2" € Z. Entonces,
+
2 lloe < I(&")=l1-

Con este lema se puede encontrar una cota uniforme para z’ cuando x es
una solucién T—periddica de (2) o (3).

Lema 4. Si z es una solucidn T—periddica de (4) o (5) y g satisface (H1)
entonces
12" ]loe < 127 l1-

Demostracion. Sea x € X una solucién T'—periddica de (4). Entonces, por
el lema 3, se tiene que

Izl < [|(z")F]], = M p@) — glz] ()",
< 2t < ot
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La demostracién en el caso que x sea una solucién T'—periédica de (5) es anélo-
go, teniendo en cuenta que [[2'[|o < [|(z")7||, = |‘(_‘T”)+H1' vf

Ahora se encuentran cotas superiores para soluciones T'—periédicas de las
ecuaciones (4) o (5).

Lema 5. Supdngase que g satisface (H1) yp > 0. Entonces existe una cons-
tante positiva M que no depende de \ tal que

x(t) < M, para todo t,
para toda solucion T—periddica de (4) o (5).

Demostracion. Se denota con z una solucién T'—periédica de (4) o (5). Inte-
grando a ambos lados de la ecuacion se obtiene

T T
A / ol](t) dt = A / p(t) dt.
0 0

— \TP.

Debido a la continuidad de las funciones involucradas, existe t; €]0, T tal que
glel(tr) = g(a(ts — 7(t1,2(tr)))) = P-
Al definir ¢ 5 :=t1 — T(tl, J;(tl)) y usar el lema 4, se obtiene
t
o(t) ~alton) = [ o()ds < T < T 1,
to,x

para todo t €]tg x,to,x+T[. De otro lado, (H1) y p > 0 implican que el conjunto
{v eRT : g(v) = p} es acotado, cerrado y no vacio, esto en consecuencia indica
que el conjunto anterior alcanza un méaximo, que se notarda C*. Entonces,

a(t) < Tlp* i +aton) <Tlp*l +C" + 1= M;
es obvio que esta constante no depende de . o

Finalmente, se muestran unas cotas inferiores para soluciones T —periddicas

de (4) o (5).

Lema 6. Bajo las condiciones del teorema 1, existe £1 > 0 que no depende de
A €10,1] tal que
z(t) > ey, para todo t,

para toda solucion T—periddica de (4) o (5).
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Demostracion. Argumentando en forma similar como en el lema 5, se obtiene

x(t) = / z'(s)ds + x(tg.n),

to.x
donde g(z(to,n)) = P. De las condiciones (H1) y (H2) se obtiene C; = min {v €
R : g(v) = p}. Entonces aplicando el lema 4 una vez mas,

Co —Tlp*ls

5 =1eg1 > 0. |Z|/

t
2(t) = / 2 (s)ds + z(ton) = Cs — Tllp* |1 >

to, A

Lema 7. Bajo las condiciones del teorema 2, existe e > 0 que no depende de
A €[0,1] tal que
x(t) > €2, para todo t,

para toda solucion T—periddica de (4).

Demostracion. Sea x una solucién T—periddica de (4) y supéngase que z(to) =

min z(t). Entonces,
te[0,7]

Aglz](to) < a”(to) + Agl](to) = Apa(to) < [P [loc-
Ahora, al usar la hipdtesis (H1) se obtiene
z(to — 7(to, z(ty))) = Dy :=min{v € RT : g(v) = [[pT s} > 0. (6)
De un lado, si se llama & := D, — ||p™||; limsup (¢, z), por la condicién (H3)
+

x—0
existe € > 0 tal que

D, — |lpT|lir(t,x) > >0, para todo 0<zx <e. (7)

Ahora, usando el teorema del valor medio y el lema 4 se tiene

z(to — 7(to, x(to))) — (o) < 2'(C)7(to, (to))
< @[ o7 (to, 2(t0))
< |lp* {117 (to, z(to))-

De otro lado, usando (6) se tiene que

x(tg) > x(to - T(to,x(to))) - HP+||1T(to,x(t0))
> D, — |lp* 17 (to, z(t0)) > 0.

Bien, si x(tp) < &, combinando (7) con la desigualdad anterior, se obtiene
x(tg) > €. La demostracion se finaliza tomando

1
e2=35 min{e, £}. ™
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3. Demostracién alternativa de los resultados principales

Primero se define el operador lineal
L:D(L)— Z, L(z)=2a".

donde D(L) :={z € X : 2’ es absolutamente continua en R}.

Se tiene que L es un operador de Fredholm de indice cero. Ademés

ker £L = {x € X : z es una funcién constante} = R,
T

Imf = {he Z:/ h(t)dtzo}.
0

Si se define la proyeccién Q : Z — Z por

entonces Q satisface ker @ = Im L. Ahora se define el operador lineal
Lp = Lpcynkerp : D(L) Nker P — Im L.
Asi se tiene que Lp es invertible y la inversa
Lz' :Im £ — D(L) Nker P

es continua y tal que

Lyt :/0 G(t, s)y(s) ds,

donde
LT*” 0<s<t;
G(t,5) =y s)
T, t S S S T.

El operador de Nemitskii N : XT — Z, X = {2’ € X : 2(t) > 0 para todo ¢} C
X, definido como

N(z) = g[z] - p(t).
En consecuencia, la existencia de una solucién T—periédica de (2) o (3) es
equivalente a resolver la ecuacién

L)+ N(x)=0 6 L(z)—N(z)=0,

respectivamente. La diferencia con respecto a los resultados presentados en
[5] es que en la demostracién no se usard el resultado de Capietto-Mawhin-
Zanolin [1] sino el teorema de continuacién de Mawhin o grado de coincidencia,
que se presenta a continuacion:
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36 ALEXANDER GUTIERREZ

Teorema 8 ([9]). Supdngase que X, Y son dos espacios de Banach y L :
D(L) C X =Y, es un operador de Fredholm de indice cero. Mds ain, Q@ C X
es un conjunto abierto y N : Q — Z un operador L-compacto en . Si las
condiciones:

(1) Lz + ANz # 0, para todo (x,\) € [(D(L)/ ker L) N 09 x]0,1],
(2) Nz ¢ Im L para todo x € ker LN O, y

(3) deg(QN|ker,2Nker L) £ 0, donde Q : Z — Z es una proyeccion conti-
nua tal que ker Q =Im L

se satisfacen, entonces la ecuacion Lz + Nx = 0 tiene al menos una solucion

en D(L) N Q.

Asi que los teoremas 1 y 2 estardn demostrados si las condiciones 1, 2 y 3
del teorema 8 se satisfacen. Ahora se presenta la demostracién del teorema 1.

Demostracion de los teoremas 1 y 2. Sea () C X un conjunto acotado y
abierto definido por

Q={reX:e<a@t) <M y |&/(t)]o < My, Vt € R},

donde €1, M son las constantes positivas que se fijaron en los lemas 5, 6 y
My = p*s.

Por un lado tenemos que N es L-compacto, pues KpoN :Lgl(l — Q) es
compacto, QN es continua y QN () es un subconjunto acotado de Z. De
otro lado, la condicidon 1 del teorema 8 se satisface gracias a los lemas 4, 5
y 6 junto con la definicién de Q. Ahora si se define el conjunto Q; = {z €
X|zeker 2, N (z) € Im L} se tiene que todo x € Q; es constante x = ¢y g(c) =

p. Por consiguiente, € C Q y la condicién 2 se cumple. De otro lado, = =
constante y positivo pertenece a ker L y

T T
() = 7 [ alal =7 [ ot = o) 5,

entonces usando la condicién (H2) se tiene que g(e1) —=p >0y g(M) —p < 0.
En consecuencia,

deg (Q/\/(l‘)|ker£, Qn kerL') = —1.

Asi se tiene que la condicién 3 también se verifica. Por lo tanto, (2) tiene
al menos una solucién en , que es una solucién T—periédica positiva. La
demostracién del resultado en el caso atractivo (2) es anéloga, sélo cambia el
signo del grado a 1. En forma analoga se demuestra el resultado obtenido en el

teorema 2. ]
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