Revista Colombiana de Matematicas
Volumen 48(2014)2, paginas 135

Cédigos autoduales con un
automorfismo de orden primo impar

Self-Dual Codes with an Automorphism of Odd Prime Order

JAVIER DE LA CRUz!, ISMAEL GUTIERREZ!'™
JORGE ROBINSON?

'Universidad del Norte, Barranquilla, Colombia

2Universidad del Atlantico, Barranquilla, Colombia

REsSUMEN. En este articulo presentamos un resumen de algunos de los resul-
tados méds importantes sobre cédigos lineales binarios y autoduales con un
automorfismo de orden primo impar que se han establecido en los tltimos
anos. Ademds por medio de un automorfismo de orden 59 construimos 24
nuevos [120, 60]-cédigos binarios autoduales, doblemente pares optimales.

Palabras y frases clave. Codigos lineales, c6digos binarios, cédigos autoduales,
c6digos doblemente pares, cédigos extremales, c6digos optimales, automorfis-
mos de cédigos.

2010 Mathematics Subject Classification. 53C21, 53C42.

ABSTRACT. In this paper we present a survey of the most important results on
binary self-dual linear codes with an automorphism of odd prime order, which
have been established in recent years. Additionally, through an automorphism
of order 59, we show that there are at least 24 new binary, self dual doubly
even optimal [120, 60]-codes.
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1. Introduccién
A o largo de este trabajo usaremos la expresién un cddigo sobre F, para
referirnos a un cédigo lineal sobre el cuerpo finito IFy.

Los cédigos binarios autoduales, doblemente pares juegan un papel central
en la teoria clasica de cédigos. Estos se denominan cédigos de tipo II. Los
cédigos autoduales que no son doblemente pares son llamados de tipo 1.
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136 JAVIER DE LA CRUZ, ISMAEL GUTIERREZ & JORGE ROBINSON

C. L. Mallows y N. J. A. Sloane [I6] demostraron que un cédigo binario
autodual doblemente par de longitud n tiene minima distancia d < 4|n/24]+4,
donde |z] denota la parte entera de x. Con distintos argumentos E. M. Rains
[I7] probé que la cota superior anterior también es vélida sin la condicién de
doble paridad, excepto si 24 f n + 2. Un cdédigo cuya distancia minima alcanza
la respectiva cota superior se denomina extremal.

En las aplicaciones los cédigos extremales son de gran utilidad dado que
existe una relacién directa entre la capacidad de corregir errores y la distancia
minima del cédigo. Sin embargo en muchos casos se dificulta la construccién
de codigos extremales, por lo cual toman gran importancia los cédigos con
distancia minima cercana a la de un cdédigo extremal de la misma longitud.
Estos c6digos son denominados optimales.

X. Ma en [I5] establecié que no existen cédigos extremales de tipo II con
longitud n > 3984. Para longitudes pequenas es bien conocida la existencia de
un solo cédigo extremal de tipo II de longitud 8, dos de longitud 16, uno de
longitud 24, cinco de longitud 32 y uno de longitud 48. La mayor longitud para
la cual se ha construido un cédigo extremal doblemente par es 136 y corresponde
a un codigo doblemente circulante. Por lo tanto existe una gran diferencia entre
la cota superior para la longitud y lo construido hasta el momento.

Por otra parte, E. M. Rains demostré en [I7] que todo cédigo binario
autodual, extremal con pardmetros [24m,12m,4m + 4], m € N, es de tipo
IT. S. Zhang [22] demostré que c6digos con estos pardmetros tienen longitud
n = 24m < 3672. Pese a su trascendencia y aunque esta cota para la longitud es
considerablemente grande, solo se conocen dos cédigos autoduales extremales
con estos parametros, param =1y m = 2.

Si C es un cédigo de longitud n sobre el cuerpo finito Fy, y ¢ € Sym(n),
entonces notamos con ¢ (C) el conjunto de todos los vectores de Fy; que resultan
de permutar las coordenadas de los elementos de C' mediante la accién de o.
En ese caso C' y o(C) se denominan cédigos equivalentes. Se dice que o es un
automorfismo de C, si 0(C) = C. Se puede verificar facilmente que el conjunto
Aut(C) formado por todos los automorfismos de C' es un grupo y se denomina
el grupo de automorfismos de C.

Retornemos a la familia de cédigos extremales de tipo II con pardmetros
[24m,12m,4m + 4]. Si m = 1, entonces se obtiene el ampliamente conocido
[24, 12, 8]-c6digo binario extendido de Golay.

Sim = 2, entonces la estructura corresponde a un [48, 24, 12]-cédigo binario
de resto cuadratico. W. C. Huffman [9] demostré que los cédigos binarios au-
toduales con un automorfismo de orden primo impar se pueden escribir como
la suma directa de dos subcddigos.

Sim = 3, entonces se tiene un [72, 36, 16]-cédigo binario autodual extremal.
Su existencia es ain un problema abierto. Este fue formulado por primera vez
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CODIGOS AUTODUALES CON UN AUTOMORFISMO DE ORDEN PRIMO IMPAR 137

en 1972 por N. J. A. Sloane [18]. Recientemente M. Borello [3] y V. Yorgov-
D.Yorgov [19] aplicando teoria de representaciones de grupos finitos demostra-
ron que el grupo de automorfismos de tal codigo, si existe, no tiene un elemento
de orden 4 y su orden es menor o igual a 5.

Si m = 4, entonces estamos en presencia de un [96,48, 20]-cdigo binario
autodual extremal. Su existencia es también una pregunta abierta. J. De la
Cruz y W. Willems [12],[I4] han establecido que los automorfismos de orden 3
tienen seis puntos fijos o carecen de ellos y los de orden 5 tienen exactamente
seis. Mas aun, se demostré que en caso de que todo automorfismo de orden
3 carezca de puntos fijos, entonces el grupo de automorfismos es soluble o es
Alt(5), el grupo alternante de grado 5.

Finalmente, si m = 5, entonces se tiene un [120, 60, 24]-cédigo binario auto-
dual extremal. Durante los dos ltimos anos J. De la Cruz, S. Bouyuklieva y W.
Willems [5], [13] y [12] demostraron que los Gnicos nimeros primos que pueden
dividir al orden del grupo de automorfismos de este, si existe, son 2, 3,5,7,19, 23
y 29. Finalmente se demostré que si p = 3,5,7,19, 23,29, entonces p? no divide
a dicho orden.

2. Preliminares

Sea IF; el cuerpo finito con g elementos y n € N. Un cddigo lineal C de longitud
n sobre F; es un subespacio vectorial de Fy. Escribiremos para ello C' < Fy.

Para u = (u1,...,un), v = (v1,...,v,) € Fy se define la distancia de
Hamming d entre v y v como el nimero de posiciones en las que los vectores
difieren. Esto es,

d(u,v) = [{j ru; #v;, j=1,...,n}|

Se verifica que la distancia de Hamming d define una métrica sobre Fy. Si
|C] > 1, entonces

d(C) = min{d(c,c') : ¢,d € C,c # '}

se denomina la distancia minima de Hamming de C' y si |C| = 1, entonces
definimos d(C) = 0.

Si dimp, (C) = k y la distancia minima de Hamming de C' es d, entonces
decimos que C' es un [n, k]-cddigo o, més preciso, un [n, k, d]-cddigo sobre Fy.
Si k> 1, entonces A € My xn(F,) se denomina una matriz generadora de C, si
las filas de A forman una base de C. Es usual denotar tal matriz con gen(C).

El soporte de x = (x1,...,x,) € Fy, se denota por sop(z) y se define como
el conjunto de los indices en los que las componentes de x son no nulas; esto
es,

sop(z) == {i : x; # 0}.
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El peso de x, notado con wt(x), se define como el nimero de elementos de
sop(z); es decir, wt(z) = [sop(z)|. Si C <}, entonces el peso minimo de C
se nota y define

wt(C) == min{wt(z) : 0 £ z € C}.

Sea r € N. Un cédigo C se denomina r-divisible, si r|wt(c), para todo
c € C. En particular, un cédigo 2-divisible es denominado par y uno 4-divisible
se llama doblemente par. Un teorema de A. M. Gleason, J. N. Pierce y R. Turyn
[2, Part XI], [7], garantiza que, si r > 1 divide el peso de cada elemento en un
codigo binario autodual no trivial, entonces r = 2 o r = 4. Todo cédigo binario
autodual es par.

El siguiente resultado establece un restricciéon a la distancia minima de un
c6digo binario autodual.

Teorema 2.1 (C. L. Mallows, N. J. A. Sloane, E. M. Rains). [16, Theorem 2],
[17] Si C es un cddigo binario autodual de longitud n y de distancia minima
d, entonces

d<4|n/24]+4, si n#*22 (mdd 24)

d<4|n/24] +6, si n=22 (mdd 24).

Definicién 2.2. Si C' < Fy, entonces parat = 0, ..., n definimos la distribucidn
de pesos de C'
A; = [{c:ce C,wi(c) =i}

Ademas,

We(z) = iAixi = Z V) ¢ 7[z]
i=0

ceC
se denomina el polinomio enumerador de pesos de C. Llamamos a

Wel(r,y) =a2"W (L) =) Aa" 'y’ € Zx,y
=0

el polinomio enumerador de pesos homogéneo de C' en las indeterminadas x, y.

Los siguientes resultados de A. M. Gleason pueden ser utilizados, por un
lado para la determinacién del polinomio enumerador de pesos de un cédigo y
por otro lado también se utilizan para demostrar la no existencia de cédigos
autoduales con ciertos parametros.

Teorema 2.3. [71, A. M. Gleason] Sea C' cédigo binario.

(1) Si C es autodual, entonces el polinomio enumerador de pesos, homogéneo
de C' es un polinomio con coeficientes racionales en

z? 4 3> Yy en 28 + Ldatyt 4+ 48,
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o en
$2+y2 yen x2y2(x2—y2)2.

(2) SiC es autodual y doblemente par, entonces el polinomio enumerador de
pesos homogéneo de C' es un polinomio con coeficiente racionales en

{ES + 14x4y4 +y8 y en $4y4($4 _ y4)47
o en

SH1daty P yen 24759208 42576212y 2 475928y 0 442

Se sigue del teorema anterior el siguiente resultado

Corolario 2.4. Un coédigo binario autodual y doblemente par tiene longitud
divisible por 8.

Si C es un cddigo de longitud n, entonces llamamos a S = {1,...,n} el
conjunto de coordenadas de C.

Definicién 2.5. Sea C' un [n, k]-cédigo sobre F,, con conjunto de coordenadas
S. Sea T = {T,...,T,} una particién de S y para j = 1,...,p definamos
n; = |Tj|. Para un vector v € Fy denotamos con Wr(v) la p-tupla

Wr(v) = (Isop(v) N T1|,...,|sop(v) N Tp)).

Llamamos a Wrp(v) el T-peso de v. Notamos con W (T') el conjunto de todos
los pesos con respecto a la particién T. Es decir,

W(T) = {i e NP : ij < nj, Vj}

Note que
p
N(T) = =[] + ).
j=1

Definimos ademés

A(T) = |{ve C: Wp(v) =i}

y
Bi(T) = |{v € L Wr(v =i}|.

El vector ((Ai(T)))ieW(T) de longitud N(T) se llama la distribucidn de
pesos del codigo con respecto a la particién T'. Si p = 2, entonces hablamos de
la distribucion dividida de pesos.
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3. El grupo de automorfismos de un cédigo

Denotemos con Sym(n) al grupo simétrico de grado n.

Definicién 3.1. Definimos una accién de o € Sym(n) sobre = (21,...,z,) €
[y de la siguiente manera:

O'(x) = (1‘0(1), NN ,xa(n)).

Si C' es un c6digo de longitud n y o(c) € C, para todo ¢ € C, entonces o es
denominado un automorfismo de C. El grupo de automorfismos de C' se nota
con Aut(C).

Definicién 3.2. Sean C un c6digo de longitud ny o € Aut(C) de orden p, con
p un ndmero primo. Decimos que o es de tipo p-(c; f) si o tiene exactamente ¢
ciclos de longitud p y f puntos fijos.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que o tiene la forma
c=12---p)(p+1p+2---2p)--- ((c—l)p+1 (c—l)p+2---cp). (1)

A lo largo del trabajo asumiremos que todos los automorfismos considerados
son de la forma y de tipo p-(¢; f), donde p es un nimero primo impar.

Definicién 3.3. Sean G un grupo y X un conjunto no vacio. Decimos que X
es un G-conjunto derecho, si existe una funcién o : X x G — X para la cual
se satisfacen

(1) zoe=x para todo z € X, donde e es el elemento neutro del grupo.

(2) o (gh) = (xo0g)oh, paratodo g,h € Gy todo z € X.
En adelante escribimos simplemente xg en lugar de z o g.

Si X es un G-conjunto, entonces la G-orbita de z € X se denota con O(x)
y se define asi:
O(z) ={zg: g€ G} C X.

El estabilizador de x en G asi:
G,={9€G:zg=1x} <G.
Si G es un grupo finito, se tiene que

G|
|G|

0(2)| =
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Sea Fix(g) el nimero de elementos z € X que son fijados por la accién de
g € G, esto es,

Fix(g) = |[{z € X : g = x}|.

Entonces del lema de Burnside, también llamado muchas veces de Cauchy
- Frobenius [I1] 1A.6] se sigue que el nimero de drbitas ¢(G) estd dado por

t(G) = é Z Fix(g).

geG

Si H < (G, entonces definimos el normalizador de H en G como

Neg(H)={reG:7Hr ' =H}.

Para 7 € G escribimos simplemente Ng(7) en lugar de Ng((r)). Para
un numero primo fijo p denotamos con Sylp(G) el conjunto de todos los p-
subgrupos de Sylow de G. Es conocido que si S € Syl (G), entonces

|Gl

|SyL(G)| = |G : Na(9)| = Na(S)]

Ademsis que ’ SyL,(G)| =1 (méd p).
El siguiente lema serd 1til en la secciéon de aplicaciones.

Lema 3.4. [I1l, 1E.2] Sea G un grupo con |G| = pqr, donde p < q¢ < r son
mimeros primos. Entonces | Syl,(G)| = 1.

Observacion 3.5. Si C es un cédigo de longitud n y G = Aut(C), entonces
podemos ver sin dificultades que tanto C' como el conjunto de coordenadas de
C son G-conjuntos.

El siguiente teorema es una generalizacién de [4, Theorem 1.3], el cual
permite bajo ciertas condiciones obtener informacién sobre el orden de los p-
subgrupos de Sylow de Aut(C).

Teorema 3.6. [5] Sea C un cddigo binario de longitud n. Si p-(c; f) es el inico
tipo para todo automorfismo o € Aut(C) de orden primo p con ¢ Z 0 (mdd p)
y f < p, entonces p* )(‘Aut(C’)‘.

Lema 3.7. Sea C' un cddigo binario de longitud n, tal que todo automorfismo
de orden p carezca de puntos fijos. Si |Aut(C’)| = p®m, entonces

a< méx{r e N:pr|n}.
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Demostracion. Supongamos que a > max {r eN: pr\n}. Dado que p* divide
a | Aut(C)|, se tiene que existe H < Aut(C) con |H| = p”. El subgrupo H actiia
sobre el conjunto de coordenadas de C, digamos X y dado que todo ¢ € H
no tiene puntos fijos, se sigue que toda orbita O(x) con = € X satisface que
|O(z)| = p®. Por lo tanto |O(x)| = p® | n, lo cual es una contradiccion. v

Lema 3.8. Sean C un cddigo binario de longitud n, G = Aut(C) y p # ¢
dos numeros primos. Sea T € G un elemento de orden p. Supongamos que todo
automorfismo de C de orden p tiene exactamente f > 0 puntos fijos y cada
automorfismo de C de orden q carece de puntos fijos. Si

¢ =mix{¢ :1<1<f}
entonces ¢* ™ f |[Na(7)|.

Demostracion. Si q /|Ng(7)|, entonces la afirmacién es inmediata. Supon-
gamos entonces que ¢ | [Ng(7)|. Por lo tanto existe @ € Syl, (Ng(7)) con
Q] = q" vy ¢" ! *|Ng(7')|. Puesto que 7 tiene f puntos fijos, escribamos sin
perdida de generalidad 7(z) = x, para 1 < z < f.

Si g € Q, entonces existe i € Z tal que grg~(y) = 7%(y), para todo 1 <
y < n. Por lo tanto 7(xg) = zg para todo 1 < z < f. Es decir, g es un punto
fijo de 7 y por lo tanto zg € {1,..., f}.

Sea @, el estabilizador de x € @, con x € {1,..., f}. Dado que todo z € Q
tiene orden ¢", se verifica que x no tiene puntos fijos. Por lo tanto |Q,| =1y
en consecuencia

_ el _

O@)| =17 =1Q|
Ademés xzg € {1,..., f} para todo g € Q. Por lo tanto
QI =10()| < f

y con ello se tiene que 1 < ¢" < f. Entonces ¢" < ¢°® y en consecuencia
¢**' f |Na(7)|. ul

4. Codigos ciclicos

Definicién 4.1. C < Fy se denomina un cédigo ciclico si y sélo si para todo
(co,C1y---,¢n_1) € C se verifica que (¢,—1,¢q,C1,-..,Cn—2) € C. Equivalente-
mente, C' es ciclico si y sélo si 0 = (12---n) € Aut(C).

En algunas situaciones, en lugar de considerar los cédigos como subespacios
vectoriales de Fy/, podemos verlos como subanillos del anillo cociente

Ry, =Fyz] /(z" — 1),
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donde (2™ — 1) denota el ideal de F4[z] generado por z™ — 1. La funcién
[:Fy — R,

definida por
n—1 ,
flco,c1 v en) = Z cixl + (2" —1) = c(z) + (2" — 1)
§=0

es un isomorfismo entre F,-dlgebras. En consecuencia, Fy puede identificarse
con el sistema de representantes canodnicos de las clases laterales de R,,; es
decir, cada v = (vo,v1,...,v,-1) € Fy puede identificarse con el polinomio
v(x) =vo + vz + - v,z € Fyla].

Si C' <y, entonces notamos con C(z) al conjunto
{e(x) + (" = 1) : c€ C}.

Se tiene que el cédigo C es ciclico si y s6lo si C(x) es un ideal de R,,. Dado
que todo ideal en R,, es un ideal principal, se tiene que todo cddigo ciclico en
R,, tiene un polinomio que lo genera.

El siguiente resultado establece una correspondencia entre los cédigos cicli-
cos de R,, y los polinomios divisores ménicos de ™ — 1.

Teorema 4.2. [10, Theorem 4.2.1] Sea C un cddigo ciclico no nulo en R,,.
Entonces existe un polinomio g(x) € C' con las siguientes propiedades:

(1) g(z) es el unico polinomio mdnico de grado minimo en C.
(2) g(z) es un generador de C; es decir, C = (g(x)).

(3) g(x) | (& = 1).

(4) dimg, C = n — grad (g(x)).

El polinomio g(z) en el lema anterior se denomina el polinomio generador
del cédigo ciclico C'. Un polinomio e(x) se llama un generador idempotente de
un cédigo ciclico C si se verifica que e(x) genera a C'y ademés e?(x) = e(z).

Teorema 4.3. [10, Theorem 4.3.2] Sea C = (g(x)) un cddigo ciclico no nulo
en R, . Entonces:

(1) Ewiste un nico idempotente e(xz) € C tal que C = (e(z)), es decir,
e(z) = p(x)g(x), para algin polinomio p(x).

(2) Sie(z) es un idempotente no nulo en C, entonces C = (e(x)) si y sdlo
si e(x) es una unidad de C.
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En el siguiente teorema se garantiza que la suma y la intersecciéon de dos
cédigos ciclicos es también un cédigo ciclico. Ademads se indica quienes son sus
polinomios generadores y sus idempotentes generadores.

Teorema 4.4. [I0), Theorem 4.3.7] Sean Cy y Cy cdédigos ciclicos de longitud n
sobre F, con polinomios generadores g1(z) y g2(x) y generadores idempotentes
e1(x) y ea(x) respectivamente. Entonces:

(1) C1 C Cy siy sdlo si ga(z) | g1(z).

(2) C1NCy tiene polinomio generador mem (gl(x), gg(a:)) y generador idem-
potente eq(x)ea(x).

(3) Cy1+ C tiene polinomio generador med (g1 (x), g2(x)) y generador idem-
potente e1(x) + ea(x) — ey (x)ea(x).
En el resto de la seccién consideramos solamente cédigos ciclicos binarios;
es decir, ideales del anillo cociente R,, = Fa[z] /(2" — 1).
En el siguiente resultado se presentan unos generadores idempotentes espe-

ciales y se muestra una caracterizacién de los ideales minimales de R,,.

Teorema 4.5. Sea la descomposicion de x™—1 en polinomios irreducibles sobre
Fy dada por
x" —1=ho(z)hi(z) - hs(), (2)

con ho(z) =z —1. Para j =0,...,s definamos I; := (g;(z)), donde

Sea ademds e;(x) el generador idempotente de I;. Entonces:

(1) Los I son todos los ideales minimales de R,,.
(2) R=ILh&L&- ol
(3) Sikj = grad (hj(x)), entonces I es un cuerpo isomorfo a Fyx; .
(4) ej(z)ei(x) =0 para todo j # i.
(5) Z§=o ej(z) =1.
Demostracion.

(1) Demostramos inicialmente que cada I; es un ideal minimal de R,,. Para
ello supongamos que esta afirmacion es falsa. Entonces existe un ideal no
nulo de R,,, digamos (g(z)), con {g(x)) C I;. Del teorema 1) se sigue
que g;j(x) | g(x) con g(z) # g;(x), lo que no es posible ya que h;(x) es
irreducible y g(z) | ™ — 1.
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(2) Dado que el conjunto {g;(z) : 1 < j < s} no tiene factores irreducibles

comunes de z™ — 1 y dado que cada polinomio g;(x) divide a 2" — 1, se
sigue que mcd (q1 (x),... ,qs(x)) = 1. En consecuencia, por el algoritmo
de Euclides, existen a;(z) € Fy[z] tales que

Zaxx)qi(x) —1. (3)

Entonces 1 pertenece a la suma de los ideales I; y se tiene que R, =
Ig+ 1 +-- -+ I;. Para probar que esta suma es directa, demostramos que
para cada 1 < j < s se verifica

LY 5L ={o}.
i#j

Como h;(x) | gi(z), para j # i, h; f¢;j(z) y los factores irreducibles de
™ — 1 son distintos, entonces

hj(z) =med{q;(z) : 1 <i<s, i#j}.
Aplicando induccién sobre el resultado del teorema 3) tenemos que
i3
Por lo tanto, del teorema 2), se sigue que
i

Para culminar la demostracién de (1), sea M = (m(z)) un ideal minimal
cualquiera de R,,. Usando la ecuacién (3) tenemos

0# m(z) =m(x)l= Zm(m)aj (x)g;(z).
j=1

Entonces existe j € {0,1,..., s} tal que m(z)a;(x)g;(xz) # 0 y en conse-
cuencia M NI; # {0}, ya que m(z)a;(x)g;(x) € M NI;. Por lo tanto, por
la minimalidad de M y de I;, se tiene que M = I;.

Sea 0 # a(x) € I; con j € {0,1,...,s}. Entonces (a(z)) es un ideal no
nulo contenido en I;. Por la minimalidad de I; se tiene que {a(z)) = I;.
Si e(z) es la identidad de I;, entonces existe b(z) € R, tal que e;(x) =
a(z)b(x). Dado que e(z) € I;, entonces c(x) = b(z)e(x) € I;. Por lo tanto,
a(z)c(x) = e(x)? = e(z); es decir todo elemento no nulo tiene un inverso
multiplicativo. Si grad (hj (m)) = k;, entonces I; tiene dimension k; y por
lo tanto tiene 2%/ elementos.
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(4) Sii# j, entonces de (2) se sigue que ej(x)e;(z) € I; N I; = {0}.

(5) Aplicando induccién al teorema [£.4[3) y usando (4) se sigue que
®_,ei(z) es el generador idempotente de R,,. Pero el generador idem-
7=0 "7

potente de R,, es 1, con lo cual se sigue la afirmacién. o

En el siguiente lema se presentan condiciones para garantizar que el conjun-
to P de los codewords de peso par en R,, formen un cuerpo, indicando ademas
de manera explicita su elemento identidad.

Lema 4.6. [J, Lemma 4] Sea P := {v(z) € R, : wt (v(z)) = 0 (méd 2)}.
Entonces:

(1) P es un cédigo ciclico con |P|=2""1y P = {(z—1)+ (2" —1)).

(2) P es un subanillo de Fa[z] /(z™ — 1) con identidad e(z) = x4+ x® + -+ +
zn L

(3) Sin es un nimero primo, digamos p y 1+ x + -+ xP~1 es irreducible
sobre Fy[z], entonces P es un cuerpo. Ademds

Bx)p(z) = ap(z)  (méd (27 —1))

para p(z) € P, donde B(x) = 1+ 2? + 23 + -+ + 2P~ L; es decir, la
multiplicacion por B(x) equivale a una traslacion ciclica en P.

Examinamos ahora parte de la estructura interna del grupo multiplicativo
de P. Concretamente se presenta una lista de los elementos de orden p en
P~ {0}.

Lema 4.7. Sea p un nimero primo tal que 14+ +---+ 2P~ es irreducible en
Faz] y sea B(x) como en el lemal{.6 Entonces:

(1) zte(z) = B(x)" (méd (2P — 1)) para todo 0 <t < p—1 yord (ze(z)) =
ord (B(z)) = p.
(

(2) Siq(z) € P conord (q(z)) =m ymed(p,m) = 1, entonces ord (zq(z)) =
pm.

(3) H={B(z)) es el tinico subgrupo de orden p en P~ {0}.

(4) B(z),B(x)?, e , B(x)P~t son los tinicos elementos de orden p en P~ {0}.
yH={Bx)"),i=1,2,...,p—1.

Demostracién. Es conocido que, si G es un grupo ciclico finito y p | |G|,

entonces existe un tnico subgrupo H = (a) = {1,a,...,a?"*}, con |H| = p.
Ademis los elementos a,a?,...,a?~! son los tnicos elementos de orden p en G
y cada potencia a*, con i =1,2,...,p— 1 genera a H.

Volumen 48, Niimero 2, Afio 2014



CODIGOS AUTODUALES CON UN AUTOMORFISMO DE ORDEN PRIMO IMPAR 147

(1) Dado que ze(z) —B(z) = 2P — 1, se tiene que ze(z) = B(z)(méd (2P —1)).
Por lo tanto z'e(z) = B(z)" (méd (2P — 1)). Por otro lado, puesto que
(:ce(x))p = ¢(x) y p es un nimero primo, se sigue que ord (ze(z)) =

ord (B(z)) = p.
(2) Sea g(z) € P con ord (q(x)) = m, Entonces q(z)™ = e(x) y ademés
(zq(2))"™" = 2P q(a)™ = 2" g(2)™" = e(a).
Por lo tanto ord (zq(z)) | pm, y, dado que med(p,m) = 1, se sigue que
ord (zq(x)) = pm.

(3) Es claro que |P ~ {0} = 2P~! — 1. Sabemos ademés que ord (8(z)) = p
y p | (2?71 —1). Por lo tanto, de la observacién inicial, se sigue que
H = (B(z)) es el tinico subgrupo de orden p en P . {0}.

(4) Se sigue de la observacién inicial. o

Sea nuevamente P — 1 = ho(z)h1(z) - - - hs(z) la descomposicién de =P — 1
en polinomios irreducibles sobre Fy como en del teorema Si p es un
primo impar, entonces

grad (h;(z)) = 22

S

y en consecuencia tenemos el siguiente resultado

Teorema 4.8. P =1, ®I,®---®I, y cada I; es un cuerpo con 2% elementos.
Demostracién. Dado que dimg, I; = grad (h;(x)), se sigue que
disz (Il EBIQ@@IS) =n-—1 :diszP.

Ademés PC I1 Lo ®--- @ I,. En efecto, si v € P, entonces del teorema (2)
se sigue que v = vo+v1 +- - - +vs con v; € I; = (g;). Dado que para todo j # 0
se tiene que z — 1 | ¢;(z), podemos afirmar que wt(v;) es par. Por lo tanto,
como wt(v) es par, se tiene que wt(vo) = wt (v — vy + -+ + v,) es par. Puesto
que x — 1 f go(z), se sigue que vg = 0. En consecuenciav € [1 &b ®---® Iy
se tiene la afirmacién. El resto se sigue del teorema 3).

5. Cddigos autoduales con un automorfismo de orden primo impar

Estudiar la estructura de un cédigo binario autodual con un automorfismo
de orden un primo impar resulta de gran importancia para la construcciéon
de nuevos cédigos autoduales. Los resultados presentados en esta seccién son
utilizados en el ultimo capitulo para construir nuevos cédigos optimales con
pardmetros [120, 60, 20].

Sean C' un c6digo binario de longitud n y o € Aut(C). Con Q4,...,8.
denotamos los ¢ ciclos de longitud p y con Qcy1,...,Qq4f los f puntos fijos.
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Definicién 5.1. Sean C un [n, k]-c6digo binario y o € Aut(C'). Definimos
F,(C)={veC:o(v)=v}

E,(C)={veC:wtv|Q)=0 (méd2), i=1,...,c+ [},
donde v | ©; es la restriccién de v sobre ;.
Note que v € F,(C) siy s6lo si v € C'y v es constante sobre los ciclos de
longitud p.
Teorema 5.2. [J, Lemma 1] Sea 7 : F,(C) — F5™, donde (7(v)), = v; para
jeQei=1,...,c+ f. Entonces
(1) Si C es cédigo autodual, entonces w(F,(C)) es un cédigo autodual de
longitud n — c(p — 1).
(2) Si C es un cdédigo doblemente par y p =1 (méd 4) o f = 0, entonces
7(F,(C)) es doblemente par.

El siguiente lema serd de gran utilidad para demostrar la descomposicion
de un c6digo como suma directa de dos subespacios especiales.

Lema 5.3. Sea C un [n, k]-cddigo binario con un automorfismo o de orden p
y polinomio enumerador de pesos We(y) = Y, Aiyt. Si

AF = [{veC:veF,(C) vy wt(v) =1},
entonces A; = AF (méd p).

Demostracion. Sabemos que G = (o) actia sobre C'y el niimero de elementos
de sus 6rbitas estd dado por:

o) = 1, siveF,(C);
o€ )’ {p, sivé Fy(C).

Por lo tanto C' = F,(C) U C’, donde C’ son los elementos de C' que no son
fijados bajo o. Entonces A; = A + pt, para algtn t € Nj. o

Sean o € Aut(C), 1 el subcddigo de m(F,(C)) que consta de todos los
vectores que tienen sus soportes en las primeras ¢ coordenadas y 7o el subcédigo
de W(FU(C)) que consta de todos los vectores que tienen sus soportes en las
ultimas f coordenadas. Entonces W(FU(C)) tiene una matriz generadora de la
forma

A O
gen (7 (F,(C))) = |0 B|, (4)
D FE
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donde (A O) es una matriz generadora de 7, (O B) es una matriz generadora
de 3 y O es la matriz nula de tamano adecuado. Con esta observacién tenemos
el siguiente resultado

Teorema 5.4. [10), Theorem 9.41] Si k1 = dim(m1) y ko = dim(ms), entonces:
(1) (Principio del balance) ky — § = ky — %
(2) rank(D) = rank(E) = % — k1 — ko.

(3) Sean A el cddigo de longitud ¢ generado por A, Ap el cédigo de longitud
¢ generado por (g), B el codigo de longitud f generado por B y Bg el

codigo de longitud f generado por (g) Entonces At = Ap y B+ = Bg.

Definicién 5.5. Sea p un nimero primo. Definimos
s(p) =min{s e N:p|(2° - 1)}.

En [9], Huffman establece la siguiente descomposicién de cédigos binarios
con un automorfismo de orden primo impar, la cual tiene multiples aplicaciones
en la construccion de codigos. Parte de las afirmaciones son un caso particular
del teorema de Maschke [I, Chapter 5].

Lema 5.6. [9, Lemma 2] Sea C un [n, k,d]-cédigo y o € Aut(C). Entonces
(1) C= FJ(C) D EU(C)

(2) Si C es un cddigo autodual, entonces dim E,(C) = w. Ademds s(p)
divide la dimension E,(C).

Demostracion.

(1) Sea v € C'y definamos w = v + Zf;ol o'(v). Note que
p—1 p—1
0(201(1))) => o'(v).
i=0 =0

Dado que YY) o?(v) € O, se sigue que 3"~ o(v) € F,(C). Por otra
parte, podemos ver que w = Y -_,0*(v). Ademés para i,k € {0,1,...,p}
se verifica que

wt (o'v | Q) = wt (oFv | Q).

En consecuencia

wt(otv +oFv | Q) =0 (méd 2).
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Dado que la suma de vectores de peso par es par y w es la suma de 2t

2
vectores de peso par, tenemos que

m(Z&MHQEOUMM)
=0

y se tiene que w € E,(C).

Por otra parte, si v € F,(C) N E,(C), entonces v es constante y de peso
par en cada ciclo de longitud p, por lo cual v = 0.

(2) De la autodualidad de C se sigue que dim(C) = . Por lo tanto

dim E,(C) = § —dim F,(C)
= 2 dimr(F,(C))
—_n _ ctf
2 2
=(—-1)s3.

Por otra parte, segiin vimos en la demostracién del lema [5.3]
|C‘ = }Fo(c)‘ + pt,
para algun t € N. En consecuencia

2dimC’ _ 2dim F(,(C) — pt,

para algin ¢ € N. Entonces
2dimFG(C)+dimEa(C) = 2dimFa(C) (méd p>
Finalmente se tiene que, 29 #+(©) = 1 (méd p). v
Es inmediato del teorema anterior que siempre podemos suponer que la
matriz generadora de C tiene la forma

X Y} } gen (F,(C))
Z 0] } gen(E,(C)) "

En particular, si se conocen las matrices gen (FU (C)) y gen (EO. (C)), entonces
podemos encontrar el cédigo C.

i) |

Con E,(C)* denotaremos el cédigo que se obtiene de E,(C) borrando las
coordenadas correspondientes a los f puntos fijos. Ademas definimos la funcién

p: E,(C)" — P°,

mediante
((p(v))i =vo+vix+---+ vp_lxp_l € P,
parai=1,2,...,cy v € E,(C)* con

v | Ql = (’U(),Ul, e ,Up_l).
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Lema 5.7. [20] ¢(E,(C)*) es un P-submddulo del P-mddulo P°.

Demostracion. Claramente go(EU(C)*) es cerrado bajo la suma. Probemos
la cerradura para la multiplicacién. Si v € E,(C)*, entonces o(v) € E,(C)*.
Ademaés, del lema se sigue que

B)e(v(@)) = ¢(o(v)) € p(Eq(C)").
Por otra parte, sabemos que e(x)+5(x) = 1+2z. Entonces, si p(z) € P, digamos
p(z) = (1 +z)r(x) con r(xz) = ag + a1z + -+ + ap_12P ™!, tenemos
p(z) = ag(e(x) + B(x)) +ai(e(x) + B(x))a + - - + ap—1(e(z) + Bla)) 2P~
= ag(e(z) + B(z)) + ar(e(x) + B(2)) B(x) + - + ap-1(e(z) + B(x)) 87~ (2)
= ag(e(x) + B(2)) + ar(B(z) + (@) + -+ + ap-1 (677 () + 57 ().

Es decir, todo p(z) € P es una combinacién lineal de 8°(z),..., 37 (x). En-
tonces

p(x)e(v) = <Zaiﬁi($)w(v) € w(Ea(C)*)>,
i=0

va que B(z)¢(v(z)) € ¢(E,(C)*). uf

El siguiente teorema suministra una herramienta para la construccién de
un nuevo cédigo a partir de la funcién .

Teorema 5.8. [20] Sea 1 +x + 2% + -+ + 2P~ irreducible sobre Fy[z] y C un
codigo autodual. Entonces:

(1) ¢(E-(C)*) es un [c, §]-cédigo sobre el cuerpo P.
(2) c es par.
Demostracién. En este caso P es un cuerpo con |P| = 2P~ Entonces del

lema anterior se tiene que go(Eg(C)*) es un espacio vectorial sobre P. Dado
que C es un c6digo autodual, se tiene que

dimg, E,(C) = 22
Ademas, como espacio vectorial sobre Fo,
Bo(C)" 2 B, (C) = o(E,(C)).
Por lo tanto dimg, ¢ (E,(C)*) = %10. Entonces

2%71(: _ ’@(EU(C)*) _ |P|dimp w(Es(C)) _ (2p—1)dimP P(Es(C)")

)

de donde se sigue que dimp ¢ (E,(C)*) = £. o]
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Definicion 5.9.

(1) Una p x p-matriz A de la forma

ap ajq az ... Qap-1

ap—1 agp ay cee Gp_2

A= |Gp—2 da4p—1 Go ... Gp_3
ay ag as ... ap

se denomina circulante.

(2) Para a(x) = ap + a1z + - - - ap—12P~* definimos

alz™) =agp+ a4+ ap—1%.

En el siguiente lema se demuestra que Fa[z] /(2P — 1) es isomorfa, como
algebra, con la que tiene como conjunto subyacente las matrices circulantes de
tamano p X p sobre el cuerpo binario.

Lema 5.10. FEl dlgebra Fy[z] /(xp — 1) es isomorfa al dlgebra M de las p X p-
matrices circulantes sobre el cuerpo Fso.

Demostracién. La funcién ¢ : Foz] /(2P — 1) — M definida por ¢(a(z)) =
A, donde a(z) = ag + a1z + -+ +a,_1aP"ly

Qo a ... Gp—1
A ap—1 ao ... Gp—1 ’
aq an . an
es un isomorfismo de algebras. o

La demostracion del siguiente lema es inmediata.
Lema 5.11.
(1) Si A = ¢(a(x)) es una matriz circulante, entonces A* también lo es y
d(a(z™h)) = A"
(2) En una matriz A cada dos filas son ortogonales, si y sélo si, AA* = 0.

(8) Sean A = [A1|A2| . |Ac} y B = [B]_|BQ| e \Bc] matrices celdadas, con
A;,B; € My(F2), para cada j = 1,...,c. Entonces cada fila de A es
ortogonal a cada fila de B, si y sélo si, AyBY +---+ A.B! = 0.
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Definicién 5.12. Sean z,y € FJ. Definimos x Ny como el vector de F que
consiste de unos en las coordenadas i € sop(x) N sop(y).

Un resultado inmediato es que si z,y € Fy entonces

wt(z Ny) =zy (mdd 2). (5)

Teorema 5.13 (V. Y. Yorgov). [20] Sean C un cédigo binario y o € Aut(C)
de la forma . Entonces C es un cddigo auto-ortogonal (C C C+) si y sélo
Si:

(1) ©(F5(C)) es un cddigo binario auto-ortogonal.
(2) Si (a1(z),...,ac(x)), (b1(x),...,be(x)) € ¢(Es(C)*), entonces
a1 ()b (z71) + -+ ac(z)be(z7) = 0.

Demostracién. Sea C un cédigo auto-ortogonal. Entonces (1), se sigue del
teorema [5.2[1).

Por otra parte, del lema se sigue que los elementos (al(a:), . 7ac(:v))
y (bi(z),...,be(z)) de ¢(E;(C)*) estén en correspondencia con las matrices
celdadas A = [A1|A|...|A:] y B = [B1|Ba|...|B.] con celdas A; = ¢(a;(z))
y B; = cb(bz(:n)) son matrices circulantes de tamano p X p. Las primeras filas de
Ay B son vectores de E,(C)*. Puesto que las otras filas se obtienen por una
traslacién, es decir, por accién de o y o € Aut(C'), entonces todas las filas de

Ay B son elementos de E,(C)*. En consecuencia toda fila de A es ortogonal
a toda fila de B. Entonces por el lema tenemos

0=ABl+-- -+ A.B!
= 0(ar@)o(bs () + - + bac@)o (b (7)),
de donde

ar(@)bi (@) + az(@)bz(271) + -+ + ac(@)be(271) = 0.

Reciprocamente, supongamos que se cumplen (1) y (2). Del lema se sigue
que que C' = F,(C) ® E,(C). Para probar que C es un c6digo auto-ortogonal,
demostremos que uev = 0 para todo u € F,(C), v € E,(C) y ademds que
F,(C), y E;(C) son auto-ortogonales. Sean u € F,(C) y v € E,(C). Dado que
el vector u|q, consiste solo de ceros o unos y para i = 1,...,c+ f se verifica
que

wt(vg,) =0 (mdd 2),

se tiene que
wt(ulg, Nvlg,) =0 (mdd 2).
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De la ecuacion en los preliminares tenemos que
ulq, v, = wt (U|QZ N v|91) (méd 2).

En consecuencia usv = 0.

Por otra parte, la condicién (1) implica que F,(C) es un cédigo auto-
ortogonal. Sean ahora u,v € E,(C)* tales que o(u) = (a1(z),...,an(z)) y
©(v) = (b1(z),...,by(x)). De la condicién (2) se tiene que

ar(@)by (z7") +az(@)ba(27!) + -+ ac(@)be(2!) = 0.

Entonces

0= (ar(2))d(br(z7)) + - + S(ac(@))d(be(27"))
= 6(a1(2))p (b1 ()" + - + B (ac(@)) g (be(x))"

Si A = [A1]42]|...|A] y B = [B1|Ba|...|B.| donde A; = ¢(a(z)) vy
B; = ¢(b(z)), entonces por el lema 3), cada fila de A es ortogonal a cada
fila de B. Ahora, dado que u y v son respectivamente, las primeras filas de A
y B, entonces u+v = 0. Es decir, E,(C)* es auto-ortogonal y en consecuencia,
E,(C) también lo es. v

El siguiente teorema establece condiciones necesarias y suficientes para que
un cédigo binario con un automorfismo de orden primo impar sea autodual.

Teorema 5.14 (W. C. Huffman & V. Y. Yorgov). [20, Theorem 3] Sea s(p) =
p — 1. Entonces C' es un cddigo binario autodual con un automorfismo o de
orden p si y solo si se verifican las siguientes dos condiciones

(1) m(F,(C)) es un cdédigo binario autodual de longitud c + f.

(2) @(EJ(C)*) es un cddigo binario autodual sobre P, bajo el producto escalar

wev = Yo wvl, conr = 257w = (U1,...,uc), v=(v1,...,0.) € PC.

Demostracion. Inicialmente note que, si s(p) = p — 1, entonces el polinomio
14+ ax+ 2%+ .-+ 2P~1 es irreducible en Fy[z] y por ello P es un cuerpo con
|P| = 2P~!. Ademds dado que s(p) = p — 1, se tiene que el orden de 2 médulo
pesp—1, de donde

27 =-1 (mdd p).
Por lo tanto a(z~') = a(z”), donde 7 = 2"7" . Puesto que la caracteristica del
cuerpo es 2, entonces a(z)” = a(z") = a(z™'), para toda a(z) € P.
Para demostrar (1) y (2), supongamos que C es autodual y demostramos
(1) y (2). Del teorema|5.2(1) se tiene que 7(F,(C)) es un cédigo autodual. Por
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(4

otra parte, del teorema se sabe que @(EU(C)*) es un [c, §]-cédigo sobre
P. Probemos entonces que @(EU(C)*) es autodual bajo el producto interior

definido por
c p—1
. 277
U = E uv;
i=0

donde u = (u1,...,uc), v = (v1,...,0;) € (p(E(,(C)*). Del teorema [5.13{2) se
tiene que

0=wui(z)v1(z7") +ua(@)v2(z7h) + -+ + uc(2)ve(271)
= uy(z)v1(x)" + ug(z)ve(z)" + - + ue(x)ve(z)";

es decir, p(E,(C)*) C go(Eg(C)*)J'. Note que

dimp cp(EU(C)*)L =c—dimp p(E,(C)*) = c— = = dimp ¢(E,(C)").

N O

Por lo tanto ¢(E,(C)*) = @(EU(C)*)L

Reciprocamente, supongamos que se satisfacen (1) y (2). Entonces se tiene

que dimg, 7(F,(C)) = % y dimp ¢(E,(C)*) = £, con lo cual

dim, ¢ (E,(C)*) = £ dimp, P = (p — 1)

c
3-

Ademés dimg, E,(C) = dimg, ¢(E,(C)*) = (p — 1)§. Por lo tanto, dado que
C =F,(C)® E,(C) se sigue que

dimg, C = (C;f) + C(P;U _ (Cp;f) =z

Finalmente, el hecho que C' = C* se sigue del teorema o

6. Aplicaciones

Ejemplo 6.1. La existencia de un cédigo binario autodual C' con pardmetros
[96,48,20] es atin un problema abierto. En [I4] J. De la Cruz y W. Willems
demostraron que un automorfismo o de C' con orden 3 sélo puede ser de tipo
3-(32;0) o 3-(30;6). Si los automorfismos de este orden carecieran de puntos
fijos, entonces seria més facil estudiar la estructura del grupo de automorfismos.
Lamentablemente no se ha podido excluir el tipo 3-(30; 6).

En este ejemplo vemos cémo, usando algunos de los resultados establecidos
en las secciones anteriores, podemos determinar el polinomio enumerador de
pesos del subcddigo fijo F,(C) si o € Aut(C) es de tipo 3-(30;6). En este caso
7(F5(C)) es un [36, 18, d]-cédigo autodual.

Del teorema [2.1] se sigue que d < 8. Si escribimos d = x + y, donde =z
es el numero de unos en las primeras ¢ coordenadas de los vectores con peso
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minimo y y el nimero de unos en las tltimas coordenadas, entonces x +y < 8
y 3x +y > 20. Esto lleva a que x > 6, y = 0 y d = 8. Por lo tanto W(FG(C))
es un [36, 18, 8]-cédigo binario autodual. Usando [6] se tiene que existen dos
posibles polinomios enumeradores de pesos para m(F,(C)):

Wi(y) =14 225y% +2016y*° 4 - -

W (y) =1+ 289y° + 1632y + - --

Consideremos una matriz generadora de 7(F,(C)) de la forma (). Puesto
f =16 <20, entonces ko = 0. Del teorema usando el principio del balance,
tenemos que ki = 12. Entonces

e ((£(00) = [ 3.

Note que el cédigo A generado por la matriz A es un cédigo binario doblemente
par con pardmetros [30,12,d;], donde d; = 8 o d; = 12.

Si la distancia minima di- del correspondiente cédigo dual satisface di- < 4,
entonces se tiene que

wt (77 (alb)) < 12+ wt(b) < 124 6 < 20,

para un vector (a|b) € m(F,(C)), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
di > 5. Por otra parte las tablas de [8] muestran que la distancia minima
de cualquier [30, 18]-cédigo binario es a lo mas 6. En consecuencia di = 5 o
di = 6. Se puede demostrar que di =5y que

Waly) =1+ 75y% + 1360y'? + 217596 + 480y%° + 594

War (y) = 14 36y° + 15555 + 6007 + 1425y° + 2580y° + - - -

Sean Wg_ (o) (y) = > AFy' y Wr(r, o)) (y) = >; ATy'. Sea ademds {11, T2}
una particién de {1,...,36}, donde Ty = {1,...,30} y To = {31,...,36}.

Sea ((Ai(T)))ieW o la distribucién dividida de pesos del codigo W(Fg (C)),
donde (ver definicién [2.5),

Ai = Ay = |[{(v|u) e n(F,(C)) s wt(v) =2y  wt(u) =y}|
Entonces A%y = As5) + Ae,2) v A§ = A(s,2) + A(s,0)- Por lo tanto

36+ (225—75) =186 =0 (mod 3)

AL = A5 + (AT — Asy) =
w0 = Ass) + (45~ Awso) {36+(289—75):25051 (méd 3).
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Del lema [5.3| se sigue que
Ago = AL, (méd 3)
y en [16] se demostré que
Agp = 3217056 =0 (mdd 3).

Por lo tanto
W, )(y) = Wi(y).

En consecuencia AL, = 186 y se tiene que

W, (c)(y) = 186y°° + 680y>* + 2730y + 8040y +
18640y + 3060030 + 11160y** + 49295y + - -

Ejemplo 6.2. Un problema interesante es el estudio de la estructura del grupo
de automorfismos de un cédigo extremal C' de longitud 96. En [9], [4] y [5] fue
demostrado que para las longitudes n = 48,72,120 un elemento de orden 3
carece de puntos fijos. Como se menciond en el ejemplo anterior para n = 96
no ha podido establecerse aun esa afirmacién.

En [I4] se demostré que si C' es un [96, 48, 20]-cédigo binario autodual y G
su grupo de automorfismos, entonces los inicos primos que pueden dividir a |G|
son 2, 3 y 5. Si suponemos que los elementos de orden 3 carecen de puntos fijos,
entonces todo elemento o € G de orden primo es de tipo 2-(48;0), 3-(32;0) o
5-(18;6). Por lo tanto |G| = 2¢3°5¢, con a, b, ¢ € Np.

Del teorema se sigue que 32 f |G| y por lo tanto b € {0,1}. Ademds
por el lema se tiene que a € {0,...,5}. Por otra parte, si |G| = 223%5, con
a€{0,...,5} y be{0,1}, entonces

aqbr.
ol {23 o

para todo x € {1,...,96}, ya que |O(z)| = |G : G4| y los automorfismos no
triviales con puntos fijos tienen orden 5, lo cual implica que |G| =1 0 |G| = 5.

En [14] se probé el siguiente lema del cual nosotros presentaremos ahora
una demostracion diferente usando ciertos resultados de la seccién 2.

Lema 6.3. Sea T € G de orden 5. Si 15| |G| y 3 f |Ng(T)|, entonces |G| = 60.
En particular Alt(5) es el dnico grupo de automorfismos que puede ocurrir.

Demostracién. Del lema se sigue que 23 f|Ng(7)|. Ademds en [14] se
prob6 que |Ng(7)| = 2%+5, donde 0 < = < 2. Puesto que (1) € Syl;(G), se
tiene que

2%345
|Syl5(G)| = |G Na(T)| =

=2"*.3=1 (méd 5).
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Las tnicas posibilidades para (a,z) son
(1,0),(2,1),(3,2),(5,0).

Ademsds el ntimero de 6rbitas es

1
t= @(96 + | Syl5(G)

-4+6).

En el ultimo caso (a = 5y # = 0) tenemos |G| = 32¢15 = 480 y G tiene
exactamente 96 5-subgrupos de Sylow. Entonces el numero de érbitas es

1
t (96 + 96+4+6) = 5.

~ 480
De @ tenemos que las 6rbitas de G tienen longitud 2%«3 = 96. Esto contradice
el hecho de que t = 5.

En los otros casos | Sy15(G)’ = 6. Por lo tanto el nimero de érbitas es

4

2
= edef) = —.
2a.?).5(96+6 6) 94

t

En el caso a = 3 se tiene que t = 2, lo cual tampoco es posible ya que las
6rbitas de G, con base en (6] tienen longitud 27 - 3 = 24.

Si a = 2, entonces se tiene que |G| = 60. Se sabe que Alt(5) es el unico
grupo U de orden 60 con | Syl5(U)| =06.

Si a = 1, entonces |G| = 30 = 2+3+5 y | Syl;(G)| = 6, lo cual contradice el

lema @ o

Ejemplo 6.4. Aunque la existencia de un cdédigo binario extremal C' con
pardmetros [120, 60, 24] es desconocida, en este ejemplo utilizamos algunos re-
sultados de A. M. Gleason para determinar su polinomio enumerador de pesos.

Sea

Al,y) = A"y’ € Zlz,y)
1=0

el polinomio enumerador de pesos homogéneo de C. Dado que d = 24, se tiene
que Az,...,Ags = 0. Ademds, si4 f A;, entonces A; = 0. Por otra parte, puesto
que C' es autodual, se tiene que A; = Ay99_;, para todo i = 0,...,120.

Sean ahora r == 2% + 1da*y? + 4% y s == ay* (2 — y4)4. Del teorema se
tiene que

Az, y) = ar®® + br'2s + ers? + drfs® + er®s* + fs°,
de donde se sigue que
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A(y) = AO + A24y24 + A28y28 + .-
= a+ (210a + b)y* + (20595a + 164b + c)y® + - - +
(382637496150 + 358399128b + 3228646¢ + 25272d + 39e — 20f)y** + - --

Igualando los coeficientes tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

1 0 0 0 0 0][a 1
210 1 0 0 0 oflb 0
20595 164 1 0 0 0] le| |0
1251460 12282 118 1 0 of |4 |o|’

52705485 554740 6085 72 1 0] |e 0

1630086822 16800251 178456 2004 26 1] |f]  |0]

el cual tiene como solucién el vector
(a,b,c,d,e, f) = (1,—210, 13845, —305950, 1571490, —492372).
Un calculo sencillo lleva a que

Ag = A1 =1

Asg = Agg = 39703755

Agg = Ago = 6101289120

Agzo = Agg = 475644139425

Asze = Ags = 18824510698240

Aygo = Agp = 397450513031544

Asg = Ar = 4630512364732800

Aysg = Aro = 30531599026535880

Az = Ags = 116023977311397120

Ase = Aga = 257257766776517715

Ago = 335200280030755776.

Ejemplo 6.5. Si C es un cddigo binario autodual de longitud 120, entonces
su distancia minima d es menor o igual que 24. En [2I] fueron construidos

26 c6digos autoduales no equivalentes con pardmetros [120,60,20] y con un
automorfismo de orden 23.

Nosotros construimos 24 nuevos cédigos no equivalentes con pardmetros
[120, 60, 20] y con un automorfismo de orden 59. Utilizando nuevamente el teo-
rema[2.3|encontramos que el polinomio enumerador de pesos de un [120, 60, 20]-
c6digo binario autodual doblemente par esta dado por

We(l,y) =1+ (492372 + B)y™ + (29856315 — 208)y** + - --
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con f3 € Z.

Teorema 6.6. Ezxisten por lo menos 24 cédigos autoduales doblemente pares
con pardametros [120,60,20] y con un automorfismo o de orden 59.

Demostracion. Sea C un cédigo autodual de longitud 120 con distancia mini-
ma 24 y con un automorfismo o de orden 59. Del teorema [5.14] se sigue que el
cédigo 7 (F,(C)) es auto dual con pardmetros [4,2,2]. Por lo tanto

wn (s(EO)) = [y 11y 1)

Consecuentemente
1 0|1 O
gen (F,(0)) = [ | } )

0 1/0 1

donde 1 es el vector de solo unos, 0 el vector de solo ceros de longitud 59.
Del teorema se sigue que ¢(FE,(C)*) es un [2, 1]-cédigo sobre el cuerpo P.
En [13] se demostré que su matriz generadora estd dada por

gen (p(E,(C)")) = (e(x)a(x)t@zg*l))

donde e(z) = x + 2%+ - - - + 2°® es el elemento identidad del cuerpo P, a(r) es
un elemento primitivo del cuerpo P y t recorre un conjunto de representantes
de 156889 orbitas ciclotomicas. Usando el lema [5.6] se tiene que la matriz
generadora del cédigo C es de la forma

1 0 1 0
gen(C) — 0 1 0 1
e(@)]  [a@C™ ] o o

Los célculos fueron realizados con el software Magma computational algebra
system tomando como elemento primitivo

a(x) = 255+ 251 450 4 248 1 542 4 39 4 ¢35 4 529 4 4284 20 4 4104 00 L a3y,
y, aunque no es posible encontrar un cédigo extremal, se tiene 24 nuevos cédigos

con distancia minima 20, para algunos parametros ¢ como se muestra en la
siguiente tabla.
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[1]

2]

t A20 ,8 t AQO 6
51 103368 -389004 8317 97704 -394668
63 107616 -384756 8811 96996 -395376

103 96642 -395730 | 203425 104784 -387588
181 99828 -392544 | 203731 102306 -390066
287 107262 -385110 | 203801 103014 -389358
361 106908 -385464 | 203805 91686 -400686
665 101244 -391128 | 396325 103722 -388650
681 98058 -394314 | 397141 105138 -387234
779 100536 -391836 | 397397 101952 -390420
7503 100890 -391482 | 400309 102660 -389712
7521 101598 -390774 | 789641 98412 -393960
7607 99474 -392898 | 8357499 105020 -387352

TaBLA 1. [120, 60, 20]-cédigos de tipo II con un automorfismo de orden 59.
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