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ABSTRACT. Se presentan los principales resultados y técnicas en la construccién
de los espacios moduli de series lineales, series lineales limite sobre curvas y la
relacién de estos con los morfismos de Abel. Se inicia con una breve revisién
de la teoria de series lineales y sus principales consecuencias sobre curvas
suaves. Son examinadas dos construcciones de limites de series lineales y sus
espacios moduli: los de tipo Eisenbud-Harris [14] y los de tipo Osserman [42].
Adicionalmente, es presentada la relacién de esta dltima construccién con las
fibras de los morfismos de Abel [22] y as{ mismo la construccién de los limites
del tipo Esteves-Nigro-Rizzo [20, 21] que generalizan los dos tipos de limites
anteriores. Finalmente, una breve digresién presenta los avances actuales y
aspectos de futuros desarrollos relacionados a estas teorias y sus aplicaciones.

Key words and phrases. Series lineales, morfismos de Abel, series lineales limite,
espacios moduli.

2010 Mathematics Subject Classification. 14-02,14D06,14D22,14H51,14H10.

REsuMEN. We introduce the main results and techniques related to the con-
structions of the moduli spaces of linear series, limit linear series on curves
and its relations with Abel maps. We start with a brief exposition of the the-
ory of the linear series and its main consequences on smooth curves. Also, we
examine two constructions of limits of linear series and their moduli spaces:
Eisenbud and Harris types [14] and Osserman types [42]. In addition, we dis-
cuss the relation of the latter construction with Abel maps [22] and we present
a new limits construction: Esteves—Nigro—Rizzo types [20, 21] which generalize
Eisenbud—Harris and Osserman constructions. Finally, we give a brief overview
on further works related to these theories and their applications.
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1. Introduccion

La teoria de series lineales, entendida hoy como el estudio de los espacios de
secciones de fibrados de rectas sobre una variedad, ha hecho parte del pro-
greso de la geometria algebraica por mas de dos siglos. Dicha teoria, en el caso
particular sobre curvas, evolucion6 y motivé diferentes frentes de investigacién
que aun hoy son materia de estudio. Ejemplo de esto es la teoria de las series
lineales limite introducidas por Eisenbud y Harris [14], como consecuencia del
comportamiento de las series lineales via deformacién de una familia de curvas
suaves a una curva singular (de tipo compacto).

Este articulo tiene como meta conducir al lector por un recorrido ameno
y desprovisto de ciertos detalles técnicos—sin dejar de ser rigurosos—por los
principales resultados, construcciones y consecuencias vinculadas a las teorias
de las series lineales, series lineales limite y su relacién con los morfismos de Abel
sobre curvas. Desde un enfoque amplio este texto es una invitacién al estudio
de la geometria algebraica de curvas y de los espacios de moduli relacionados
con éstas.

La teoria de series lineales sobre curvas algebraicas suaves de género g se
remonta a los estudios de Riemann [47] sobre la determinacién de un sistema
con a lo mds g puntos sobre esta, de tal forma que ellos correspondieran a los
polos de una funcién racional. De forma un poco mas precisa, Riemann, gene-
ralizando trabajos previos de Abel, definié para una curva suave C de género g
conjuntos de a lo més g puntos por la interseccién de C' con un sistema (lineal)
de curvas ) a;Pj(x,y) = 0, donde los ¢; son nimeros complejos y los P;j(z,y)

J
son polinomios. A partir de 1866, las escuelas de geometria lideradas por los
matematicos Clebsch, Gordan, Brill y Max Noether, iniciaron el estudio de las
propiedades birracionales de las curvas algebraicas suaves a partir de la com-
prension y estudio de estos puntos que llamaron de series o sistemas lineales
sobre una curva suave C. En este mismo periodo, estas mismas escuelas inician
sus estudios en (sub-)variedades algebraicas de P™ para cualquier n > 1, moti-
vados por sus investigaciones en la teoria de curvas. Una de las consecuencias
maés fructiferas de ese nuevo enfoque fue la relacién entre las series lineales sobre
una curva suave C' y morfismos al espacio proyectivo P". Bien entendido, dada
una funcién z € C — (Py(z) : -+ : P,(2)) € P donde los P;(z) son polinomios
homogéneos y del mismo grado, para cada i = 0,...,n, tenemos que si Cy es
la imagen de C por este morfismo, los puntos de intersecciéon de C' por la serie
lineal de curvas ) «;P;(z,y) = 0 corresponden a las imdgenes inversas por

J
este morfismo de los puntos de interseccion de Cy con hipersuperficies. Para
mayores detalles ver [10]. El estudio de las propiedades y la informacién que
estos morfismos podian dar de una curva suave de género g inauguran lo que
conocemos hoy como la teoria de Brill-Noether. Una manera rapida de entender
quizés su importancia dentro de la teoria de curvas (y, a fortiori de la geometria
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del espacio moduli M, que parametriza las clases por isomorfismo de estas)
es a través de la siguiente analogia (ver [30]): la teorfa de Brill-Noether es la
teorfa de representaciones de una curva (abstracta) C.

En estos términos, la pregunta més importante de la teoria de Brill-Noether
es: jpara qué valores de r y d una curva suave de género g admite un morfismo
(no-degenerado) de grado d a P"? Como se discutird en la segunda seccién
de este articulo, una condicién necesaria para garantizar la existencia de dicho
morfismo es que el niimero, que actualmente es conocido como niimero de Brill-
Noether, p := g — (r + 1)(g — d + r) sea no negativo. Este resultado es una de
las direcciones de un teorema conocido hoy como teorema de Kempf/Kleiman-
Laksov/Griffiths—Harris/Brill-Noether (ver [31], capitulo 5 o [4], capitulo 5,
teorema 1.1). En lo sucesivo se referenciard este como teorema de Brill-Noether.
Este fue un resultado que Brill y Noether solo conjeturaron a partir de su validez
para curvas de grado pequeno. Ahora bien, jes la condicién de p > 0 suficiente
para garantizar la existencia de un morfismo? En realidad, la suficiencia de esta
condicién no es vélida para cualquier curva suave, como también se discutira en
la misma seccion, solo para aquellas que sean generales. Este tiltimo concepto es
lo que obliga a la introduccién de elementos variacionales en la teoria, es decir,
en lugar de estudiar propiedades sobre una sola curva, se estudia la validez
de estas propiedades para una familia de curvas. El pionero de esta idea fue
Castelnuovo, quien investigé un caso especial del teorema de Brill-Noether.
Veinte anos més tarde, Severi sugiere que las ideas de Castelnuovo podian
adaptarse para una prueba general del teorema. En términos simples, Severi
sugiere considerar una familia de curvas {C;} con conjunto de pardmetros C,
con Cy una curva singular g—nodal estudiada por Castelnuovo y C, para cada
t # 0, una curva suave. Para mayores detalles, ver [31] p.241-243. Uno de los
problemas con este enfoque, y que inaugura la investigaciéon en lo que conocemos
hoy por teoria de la deformacion, es determinar si la familia de series lineales
sobre {C}}++0 “converge” a una serie lineal sobre Cj.

El esfuerzo de varios mateméticos por formalizar estas ultimas ideas y con-
solidar una teoria, entre ellos Kempf, Kleiman, Laksov, Griffiths, Gieseker,
entre otros, alcanza su recompensa con el trabajo de Eisenbud-Harris [14], el
cual marcaria el inicio de la teoria de series lineales limite. Mayores detalles
seran expuestos en las Secciones 2 y 3 de este articulo. En ese trabajo pionero
Eisenbud y Harris simplifican y generalizan el teorema de Brill-Noether. Pero
el éxito con esta nueva teoria no acaba ahi. Ellos probaron en una coleccién
de articulos subsecuentes diversas aplicaciones al estudio de la geometria de
los espacios moduli de curvas M, y, de su compactificacién, el espacio moduli
de curvas estables ﬂg. Ademsds, surgieron importantes lineas de investigacién
sobre aspectos fundamentales relacionados a deformaciones de familias de cur-
vas suaves. Entre ellas, el estudio de la deformacién de estructuras definidas
sobre ellas cuando estas degeneran a una curva singular, como por ejemplo,
las relacionadas al espacio que parametriza las series lineales G(C), y el de
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su compactificacién, el espacio que parametriza las series lineales limite. Estos
seran los tépicos que se discutirdn con mayor detalle en las secciones 3, 5 y 6
de este articulo.

Con respecto al desarrollo de la teoria de las series lineales limite, una
de sus mayores limitaciones es que no es expuesta en toda su generalidad.
De forma mads precisa, la teoria desarrollada por Eisenbud y Harris es solo
para un tipo de curvas estables, las llamadas curvas de tipo compacto. Esto
se debe en gran parte a que, para este tipo de curvas, la variedad de Picard
es separable y completa, es decir, el limite de un fibrado de rectas serd un
fibrado de rectas. Esto para todo tipo de curvas singulares no es cierto. Las
tentativas de construccién de teorias mas generales han ido de la mano de
niveles serios de dificultad, como por ejemplo [18] donde se presentan los limites
de series lineales candnicas sobre una curva de dos componentes que no es
de tipo compacto. Esto ha conllevado a explorar herramientas que han hecho
parte de la evolucién del concepto de serie lineal sobre una curva suave, pero
que solo hasta hace pocos anos atras mostré avances, éstas son los morfismos
de Abel. En el mismo trabajo que ya fue citado de Riemann [47] es donde se
introduce por primera vez este tipo de funciones. Recomendamos [23] Capitulo
9, para la evolucién histérica de este concepto. En términos modernos, estos
morfismos asocian a cada divisor efectivo de grado fijo d sobre la curva un
divisor de grado 0 sobre ésta. Lo interesante, y que ya habia sido descubierto
por Abel, es que sus fibras parametrizan series lineales sobre la curva. Asi,
teniendo en cuenta las dificultades relacionadas a la generalizacion de las series
lineales limite sobre curvas, algunos especialistas en lugar de estudiar limites
de series lineales estudian deformaciones de morfismos de Abel. Estos son los
temas que desarrollaremos en las Secciones 2, 4, 5 y 6. Haremos en la primera
una introduccién formal de estos morfismos y en las dos secciones restantes se
presenta una discusion mas exhaustiva de la relacién de estos morfismos y los
limites de series lineales. Asi mismo, comentaremos acerca de su relacién con
las actuales teorias que llevardan a la generalizacién del concepto de serie lineal
limite a cualquier tipo de curva estable.

El articulo estd organizado como sigue: en la primera seccién se daran la
definicién y principales resultados clasicos acerca de las series lineales sobre
curvas suaves, como también lo relacionado a su espacio de configuraciones
G5(C), esto es, el espacio moduli que las parametriza. Se presenta una breve
introduccién a los morfismos de Abel y su relacién con las series lineales cuyo
principal resultado es conocido como el teorema de Abel-Jacobi. En la segunda
seccién, seran exploradas las ideas detras de las construcciones por Eisenbud-—
Harris y Osserman de las series lineales limite siempre que la curva (singular)
limite corresponda al toy case. En cada caso, son analizadas sus principales
consecuencias, fortalezas y carencias, lo que motivard la introduccién de las
teorfas de Esteves-Nigro-Rizzo, que serdn presentadas en Seccién 5. Previo a
esta presentacion, en la Seccién 4, se ilustra la relacién entre las series lineales
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limite y los morfismos de Abel, definidos ahora sobre curvas singulares. Este
serd el ingrediente adicional que permitird juntar e introducir la teoria que se
expondra en la Seccién 5. Este serd el aliciente para la construccién de una
teoria general de series lineales limite sobre cualquier tipo de curva estable,
como se vera en la Seccion 6. Para finalizar, también en la Seccion 6 se discutiran
los nuevos avances en esta area y los problemas derivados a partir de estos
nuevos enfoques.

Parte de este trabajo se encuentra en la tesis [48] del autor. El autor
agradece a todas las personas que hicieron posible este trabajo, principalmente
al profesor Eduardo Esteves. También agradece a los jurados por todos sus
valiosos aportes, criticas y sugerencias, todas ellas en aras de mejorar este es-
crito.

2. Series lineales sobre curvas: generalidades

2.1. Definicién y principales resultados

En esta seccién, C' representard una curva proyectiva, suave, conexa, de género
g > 0 definida sobre C. La busqueda de propiedades geométricas de C estd
intimamente relacionada al estudio del espacio C(C) de las funciones regu-
lares f : C — P!, esto es, funciones f(z) = [po(x) : pi(z)] donde p; son
polinomios homogéneos del mismo grado, sin ceros en comun. Para iniciar
de manera sistematica este rastreo se da partida en la teoria de divisores
sobre C. En esta direccion, los subespacios vectoriales de dimension finita
L(D) := {f € C(C); (f) = —D} son indispensables para alcanzar dicho
proposito. Aqui el divisor D = Y npP es una suma formal de puntos P € C,
np € Z (entendido como la “multiplicidad en el punto P”) con casi todo
np = 0. El divisor principal (f) := (f)o — (f)oo se asocia a la funcién regular
f y estd compuesto por los divisores de ceros y polos, respectivamente:

(o= >, mfiP)P (Hec= >, m(f;P)P

f(P)=[0:1] f(P)=[1:0]

donde m(f; P) corresponde, respectivamente, al orden del cero o el polo de f
en el punto P. Grosso modo, este es un espacio de funciones cuyos ceros y polos
tienen su multiplicidad controlada por las multiplicidades de los puntos en D.

Con relacién a este enfoque los espacios |D| = {D+(f)| f € L(D)}, de divi-
sores efectivos linealmente equivalentes a D, en la literatura clésica se llaman se-
ries lineales sobre C'. Estos se identifican con un espacio proyectivo de dimensién
dim¢(£(D)) — 1. De forma més general, el conjunto de divisores D se llama de
serie lineal de grado d'y dimensionr si D ={D+(f)| f € V—-{0}} C |D| para
algtin subespacio vectorial V' C L(D) no-nulo, d =Y np y r+ 1 = dim¢(V).
En el caso que D = |D| la serie lineal es llamada completa.

A partir de la correspondencia entre divisores D y fibrados vectoriales O(D)
de dimensién 1 sobre C, [32] p.143-144 y p.128-129, en lo sucesivo una serie
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lineal de grado d y dimension r serd el par g = (L,V), donde L es un fibrado
vectorial sobre C' de dimensién 1 y grado d y V C T'°(C, L) un subespacio
vectorial no-nulo de secciones globales sobre la curva C' de dimensién r + 1, al
cual se le asocia el espacio proyectivo P(V). Es frecuente la notacién ¢} para
indicar los pares de esta forma.

Las series lineales sobre curvas proyectivas suaves son una valiosa herra-
mienta tanto en el estudio de propiedades geométricas intrinsecas y extrinsecas
de la curva, como en problemas de clasificacion. En efecto, para argumentar
esta afirmacion se presentaran algunas de las construcciones méas importantes
relacionadas con series lineales sobre curvas. Con estas se pretende facilitar
la comprensién de estos objetos. Ademds, serd la estrategia para motivar los
parrafos sucesivos dedicados al estudio de esta herramienta y, mas aun, la
de justificar (en cierta medida) a Eisenbud y Harris cuando afirmaron: “most
problems of interest about curves are, or can be, formulated in terms of linear
series” [14], p.339.

Primero se presentaran los problemas intrinsecos. Para esto, considere la
serie lineal g := (L, V') de grado d y dimensién r sobre C' y un punto P € C. Se
define el entero ¢(P) como el orden de g en P si es el orden de anulamiento de
alguna seccién de V' — {0} en P. Las secciones de V con orden de anulamiento
de por lo menos i en P forman un subespacio vectorial V; de V. Es facil ver
que para cada i se cumplen

Vi 2 Vig, Vo=V vy Vi=0 si  i>d

En consecuencia solo podran existir r + 1 6rdenes distintos de g en P, que
organizados en forma creciente satisfacen:

0<e(P)<e(P)<---<e(P)<d y i<eg(P)<d Vi=0,...,r

T
El nimero entero no-negativo wt(P) := > (&(P) — i) es llamado peso de
i=0
ramificacién de g en P, donde los «;(P) := ¢;(P) — i forman una secuencia
no-creciente de enteros no-negativos, llamada secuencia de ramificaciéon de g en
P. En particular, 0 < wt(P) < (r+1)(d —r) y en el caso que wt(P) > 0 P es
llamado punto de ramificacién de g.

Para el caso especial en que r = g — 1y d = 29 — 2, donde g es el género
de la curva C, se prueba que existe una unica serie lineal de grado 2g — 2 y
dimension g — 1: el par gw = (wc,HO(C, wc)), con we el fibrado candnico
o fibrado co-tangente de C. En este caso, los puntos de ramificacién de gy
se llaman puntos de Weierstrass, que corresponden a uno de los invariantes
intrinsecos més importantes asociados a la curva C. Estos son finitos y la suma
de todos sus pesos de ramificacién es igual a (g — 1)g(g + 1), [4], p-41 o [29],
p-273-277. Una aplicacién de este invariante, el cual es un resultado crucial para
determinar la representabilidad (fina) por un esquema proyectivo del problema
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moduli para curvas proyectivas suaves de género g, es que el grupo Aut(C) de
los automorfismos de C' es finito para g > 2, ver [4], p.45 o [46], p.123-129. En
realidad, el resultado acerca los puntos de Weierstrass y sus pesos es solo un caso
particular de lo que ocurre con los puntos de ramificacion de un fibrado vectorial
sobre curvas, conocido como la férmula de Plicker: a cada serie lineal g se le

asocia el divisor de ramificacién W(g) definido por [W(g)] := > wt(P)[P]y
PeC
la férmula garantiza que el grado de este divisor es igual a

> wt(P)=(r+1)(d+r(g—1)).

PeC
Observe que al tomar r = g — 1y d = 2g — 2 en esta igualdad, obtenemos el
resultado anterior sobre los puntos de Weierstrass.

La férmula presentada aqui es la version general de las férmulas de Pliicker
clasicas las cuales estan relacionadas a la igualdad entre ciertos invariantes
numéricos de la curva C' y los de su curva dual C* y viceversa. La geometria
proyectiva clasica y el estudio de los primeros invariantes intrinsecos asociados
a curvas proyectivas suaves estaban relacionados a estas formulaciones, ver [4]
p-39-40 o [29] p.263-273.

A pesar de que lo tratado hasta ahora solo involucra curvas suaves definidas
sobre C, destacamos que la generalizacion de las series lineales a curvas suaves
definidas sobre cuerpos finitos ha rendido importantes consecuencias. Precisa-
mente, la generalizacién de los puntos de ramificacién para una serie lineal g,
llamados de puntos de g—osculacion en este contexto, permitié dar una nueva
prueba y también mejorar la cota de la hipotésis de Riemann de curvas suaves
definidas sobre cuerpos finitos. Para mayores detalles ver [50].

Al respecto de los problemas relacionados a la geometria extrinseca de C'y
que atanen a las series lineales, estos son los de existencia de ciertos morfismos
de C' al espacio proyectivo P”. En terminos més precisos: cada morfismo f :
C — P" no-degenerado (es decir, que su imagen no esté contenida en ningin
hiperplano de P" para no tener que aumentar r arbitrariamente), de grado fijo
d (entendido aqui como el grado de la imagen f(C) veces el grado del morfismo
C — f(C)) y, a menos de cambios proyectivos de coordenadas, (esto es, f ~ g
si y solo si existe p € PGL(r + 1) tal que g = f o p), corresponde a una serie
lineal g = (L, V') de grado d y rango r, libre de punto base (esto es, eg(P) =0
para cada P € (). En este orden de ideas, podemos plantearnos el siguiente
problema: ;para cudles tripletas de enteros no-negativos (g, r,d), toda curva
suave de género g admite una serie lineal de grado d y dimension r? O de
forma equivalente, jtoda curva suave de género g admite un morfismo (libre de
punto base) no-degenerado a P" de grado menor o igual a d? La mejor solucién
que se tiene a este problema es lo que conocemos hoy como teorema de Brill-
Noether, el cual tiene implicaciones profundas en el estudio de las series lineales.
Posteriormente daremos mas detalles sobre el planteamiento y resultados que
intervienen en la solucién a esta pregunta.
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Finalmente, al respecto de la clasificacion de curvas suaves, un antiguo pro-
blema es el de garantizar la existencia de familias de curvas suaves con género
fijo tal que ella sea general. La condicién de que la familia sea general puede
ser interpretada informalmente en que cada integrante de esta coleccion sea
definido por un numero fijo y libre de pardmetros. En términos un poco mas
precisos, una familia de curvas suaves C parametrizada por B es un morfismo
plano f : C — B donde cada fibra f~1(b), para cada b € B, es una curva suave.
La condicion de f ser plano es el concepto algebraico que nos permite garantizar
las mismas propiedades geométricas a cada integrante de C, por ejemplo, que
todas ellas tengan el mismo género g. Ahora la familia serd (moduli) general si
el morfismo p : B — My, donde a cada b € B le asigna la clase de equivalencia
por isomorfismo de la curva definida por la fibra [f~1(b)], es tal que su imagen
es densa en M,. Aqui M, es el representante grueso del espacio moduli que
parametriza las clases por isomorfismo de curvas suaves de género g.

Se puede decir que garantizar la existencia de familias de curvas generales
ha sido un problema que ha permitido en muchos aspectos comprender la geo-
metria del espacio M,. En principio, para géneros pequenos es ficil exhibir
familias generales de curvas. Por ejemplo, toda curva suave de género 2 es
determinada por una ecuacién del tipo y?> = h(x) con h = 2% + > a5_;2°
un polinomio ménico de grado 6, libre de cuadrados, esto es, los (ag,...,a4)
tomados en un abierto de C5. Para género > 3, tenemos la dicotomia: las curvas
suaves son o no hiperelipticas. En efecto, una curva es hipereliptica si admite
una serie lineal g3. En términos de morfismos al espacio proyectivo esto equi-
vale a la existencia de un morfismo de grado 2 de C' a la recta P'. Ahora, en
el caso en que C' no sea hipereliptica la serie lineal gy := (wc,HO(C, wc))
definida por el fibrado canénico determina un morfismo ¢ : C' — P9~! de grado
2g — 2 que en realidad es una inmersion llamada morfismo canénico. La imagen
C = ¢(C) es una curva suave de grado 2g — 2 llamada curva canénica. En el
caso g = 3, curvas candnicas seran cuarticas planas que varian dentro de una
serie lineal y asi parametrizadas por parametros libres. Afirmaciones similares
valen para ¢ = 4 y g = 5: curvas candnicas son intersecciones completas en
P3 y P4, respectivamente. Sin embargo, como fue probado por Gieseker ([26])
(v luego simplificado por Eisenbud-Harris ([13]) usando series lineales limite)
la nocién de que una curva suave sea general puede estar ligada a condiciones
técnicamente complejas. En efecto, todas ellas son curvas de Petri generales,
las cuales son dificiles de exhibir explicitamente para géneros arbitrarios (por
ejemplo, ver [25]). En estos términos, la bisqueda de familias generales de
curvas empled otros enfoques: construir familias f : C — B sobre espacios de
parametros con propiedades especiales, por ejemplo, dados por un abierto del
espacio afin. En este caso la existencia del morfismo p : B — M, garantiza
sobre M, propiedades geométricas que permiten su clasificacién. Determinar la
existencia de este tipo de familias generales es conocido como el problema de
la uniracionalidad de My. Este problema tiene una larga historia, siendo Max
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Noether (aprox. 1885) el primero en probar la uniracionalidad de M, para
g < 7. Un resultado contundente en esta direccién, probado por Eisenbud-
Harris a partir de la aplicacion de las series lineales limite y la teoria de Brill-
Noether, es que este tipo de familias no existen para géneros g > 23, en otras
palabras, M, no es uniracional para g > 23.

2.2. Sobre la construccién del espacio moduli de series lineales

Esta seccion se reserva al estudio de las series lineales por si mismas. En ese
sentido, cierta experiencia y conocimiento al respecto de la construccién de
espacios moduli y de aspectos bésicos de la teoria de variedades algebraicas
sera necesaria, pero no indispensable.

Como antes, C representard una curva proyectiva, suave, conexa de género g.
b b b
En principio, es posible garantizar la existencia de un espacio moduli proyectivo

G4(C) = {(L, V)|L € P :=Pic’(C), V c I(C,L), dim(V) = r + 1}

que parametriza series lineales sobre una curva C, donde P es el grupo alge-
braico de Picard que parametriza las clases de equivalencia (por equivalencia
lineal) de divisores de grado d sobre C' y T'(C, L) es el espacio de secciones glo-
bales de L sobre C. Precisamente, G;(C) es el espacio que representa el functor
que asocia a cada esquema 7" un fibrado vectorial de dimensién 1 £ sobre C' xT'
de grado relativo d sobre T' y un subfibrado V de rango 7+ 1 de pr.(£) tal que
el par (£,V) corresponde a una familia de series lineales sobre C' x T'/T. Por
esto ultimo entenderemos que, dado cualquier diagrama cartesiano,

CxS —L— oxT

s l r J
S L) T’

y V € pr«(L) como antes, la composicién de los morfismos naturales f*V —
F*pre(L) = psi f*L es siempre inyectiva.

Su existencia es esbozada como sigue: G(C') es el esquema de ceros de
un morfismo v de fibrados sobre la Grassmanniana relativa G := Grassp(r +
1,p2:.M). Aqui, M = L ® piOc(np) es un fibrado vectorial sobre C' x P,
donde L es el fibrado universal (de Poincaré) sobre C x P, conp; : C xP — C,
p2 : C x P — P las proyecciones candnicas. Aqui n >> 0 es escogido de tal
forma que p2,M sea realmente un fibrado. En concreto, G;(C) es el esquema
de ceros de la composicion:

v:V o 1poM = go.(Id, )" M — qos(Id, 7)* M|ppxp

donde V es el subfibrado universal de G y los morfismos involucrados en esta
expresion satisfacen el diagrama conmutativo
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CxG —2. ¢

(Id,ﬂ)i J{TK‘

C<TC><P —— P.

Para mayores detalles ver [4], Capitulo IV, §3. Sabemos que V es un fibrado
vectorial de rango r+1y M|,,xp es un fibrado vectorial de rango n, en conse-
cuencia cada componente de la variedad proyectiva G7(C) tiene codimensién a
lo més (r 4+ 1)n. En otras palabras, cada componente tiene dimensién al menos

dm(G)—(r+1)n = g+@r+1)n+d+1—g—(r+1)—(r+1)n
= HD)d-r)—gr
=: p(g,d,?").

El ntmero p(g, d,r) es llamado de nidmero de Brill-Noether. Para una descrip-
cién completa de G%(C) y p(g,d, ), en el caso que g, d y r son pequenos, ver [4],
Capitulo V, p.206-212.

Se dice que una curva C' de género g satisface la condicion de Brill-Noether
si para cada par (d,r) con p(g,d,r) < 0 no existe una g sobre C. Como es de
esperarse, este nimero y condicién estan relacionadas con el teorema de Brill-
Noether y, por el célculo de la dimensién anterior, con el espacio moduli G5(C')
de series lineales. Por ejemplo, curvas de género 0 o 1 satisfacen la condicién
de Brill-Noether. Por el contrario, no toda curva de género g > 3 la satisface.
En efecto, si C' es curva hipereliptica (con g > 3) entonces C' no cumple la
condicién: ya que C' admite un g3 por definicién, se sigue

p(9,2,1)=(14+1)(2-1)—g=2—-g<0.

A la luz de este contexto es el momento propicio de presentar el teorema cono-
cido como de Brill-Noether:

Teorema 2.1. Una curva general proyectiva C, suave, conexa y de género g > 2
sobre C admite una g} si y solo si p(g,d,r) > 0; en caso afirmativo, p(g,d,r)
corresponde a la dimension (pura) del espacio moduli proyectivo G3(C) de se-
ries lineales sobre C' de dimension r y grado d.

El término “general” en la hipdtesis hace referencia a la existencia de un
espacio clasificante, que en este caso es el espacio moduli de curvas M, en donde
todos los objetos de una misma clase, a menos de casos particulares, satisfacen
la propiedad requerida. De esta forma, el término corresponde exactamente
a la existencia en M, con g > 2, de un abierto denso donde cada clase (de
equivalencia por isomorfismo) en este abierto satisface la propiedad de Brill-
Noether.

Es importante resaltar que Brill y Noether no dieron una demostracién
de este teorema, pero si una aproximacién heuristica para la dimensién ([28],
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p-238-239). La parte del “si” fue probada independiente por Kempf (ver [33]) y
Kleiman—Laksov (ver [34] y [35]). En ambos casos sus argumentos son aplicables
a cualquier tipo de curvas proyectivas, suaves y conexas sobre C, es decir, se
puede prescindir de la hipotesis de generalidad en este caso.

Los argumentos en la direccién del “sélo si” dejan en evidencia una de las
técnicas mas fructiferas en el estudio de propiedades de una curva suave y
sobre la cual Eisenbud-Harris basaron sus investigaciones y aplicaciones, esta
es la técnica por deformacion. En términos coloquiales, esta técnica consiste en
relegar el anélisis de ciertas propiedades sobre curvas suaves a un analisis donde
también se incluyan curvas singulares, a partir de admitir curvas singulares
(tipicamente nodales) sobre familias de curvas suaves. Este enfoque permitié
el estudio y comprensién de la estructura del espacio moduli M, de curvas
estables, compactificacién del espacio M, de curvas suaves. Ademds, introdujo
nuevas técnicas y, asi mismo, nuevos espacios moduli como los de series lineales
limate.

La primera prueba completa de esta parte del teorema fue dada por Griffiths—
Harris (ver [28]) basados en argumentos por deformacién propuestos por Severi,
quien a su vez habia perfeccionado los argumentos de Castelnuovo, pionero en
los andlisis de propiedades por deformacién. Més tarde, Eisenbud—Harris (ver
[14]), siguiendo un trabajo de Gieseker (ver [26]), simplifican y generalizan la
prueba del teorema, a partir de la nocién de serie lineal limite a la cual nosotros
le dedicaremos secciones posteriores.

Cabe anotar que no todas las demostraciones de esta direccién del teorema
apelan a argumentos por deformacién. En efecto, Lazarsfeld en [36] usando
argumentos relacionados a fibrados vectoriales sobre una clase general de su-
perficies, llamadas K3, prueba que las secciones de estos corresponden a curvas
generales que satisfacen la propiedad de Brill-Noether. Parafraseando lo hecho
por Lazarsfeld, su objetivo inicial es producir una sola curva suave de género g
que tenga la propiedad de Brill-Noether, ya que esta tltima condicién es una
condicioén abierta en My. Asi, su préximo objetivo, es construir esta curva como
una seccién hiperplana a una superficie K3. En [3], XXL,§7 es posible hallar
una prueba que simplifica los argumentos de la referencia pionera [36].

Por otra parte, lo relacionado al estudio de propiedades de estructura de
G7(C) como conexidad (teorema de Fulton-Lazarsfeld), suavidad (teorema de
Gieseker), irreducibilidad, entre otras caracteristicas especiales relacionadas a
este espacio, recomendamos [4] capitulos IV y VII, [3] capitulo XXI.

2.3. Morfismos de Abel y series lineales

Existen dos conceptos que seran desarrollados a seguir, relacionados a las fibras
del morfismo de Abel(-Jacobi): familias de divisores efectivos y series lineales
completas. Precisamente, sea g := (L, V') una serie lineal sobre una curva suave
C' de grado d y dimensién r. Cada seccién s € V'\ {0} define de manera natural
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un divisor de cero sobre C, div(s). Este es un divisor efectivo sobre C' de grado d
0, de forma més técnica, define un punto en C(9, la variedad que parametriza el
conjunto de divisores efectivos de grado d, llamada producto simétrico de grado
d de C. Esto no es méas que el cociente del producto C' x --- x C' de d copias de
C por el grupo (finito) Sy de permutaciones de d—elementos. Es facil probar
que s € V' \ {0} determina de forma tnica div(s), a menos de constantes ([32],
p.157). En otras palabras, se da la inclusién natural (V) < C(?). En realidad,
esta inclusién es de la forma P(V) < P(I'(C, L)) € C¥, donde P(T'(C, L)) es la
proyectivizacién de las secciones de la serie lineal completa sobre C'. En términos
mas técnicos, esta Ultima proyectivizacion representa la fibra del morfismo de
Abel de grado d sobre C, Ayq. Explicitamente, Ay es definido como

Ay c@ — Jo
YLQi = [0c(XE, Qi —dP),

donde J¢ := Pic’(C) es la variedad Jacobiana de C, que parametriza clases de
equivalencia (por equivalencia lineal) de divisores de grado 0 sobre C,y P € C
es cualquier punto. En consecuencia, A} ' (L(—dP)) = P(H°(C, L)) y asi, cada
g determina la inclusién P(V) < C(4). Esta imagen es denotada por P(g).

A partir de esta relacién la teoria de series lineales sobre una curva suave
C admite una nueva interpretacién 1til en futuras generalizaciones. Especifica-
mente, considerando p(t) := ("j,'t) un polinomio de Hilberty H = p+C(@=1 ¢
C@ un divisor amplio relativo sobre C9 | que parametriza familias de divisores
efectivos de grado d cuyo soporte contiene el punto fijo P, el esquema proyectivo

Hﬂbf)’H — {y C AN (L)| Py(t) = (TH)}

r

parametriza subespacios proyectivos de dimensién r contenidos en las fibras del
mapa de Abel A,. Este objeto estd ampliamente documentado en la literatura y
es llamado esquema de Hilbert relativo del morfismo A,. Para una introduccién
a los morfismos de Abel ver [27], Capitulo V, p.153-201 y para los esquemas de
Hilbert ver [31], Capitulo I, p.5-12 o [23], Capitulo II.

En conclusién, bajo este enfoque la asignacién g — P(g) es formalmente
descrita en términos del morfismo:

rt

& . Gye) — my " )
g P(g).
Finalmente, el Teorema de Abel, que originalmente se refiere a sumas de ciertas

integrales elipticas a lo largo de curvas no-racionales (ver por ejemplo [46],
p-135), es interpretado en términos modernos como

Teorema 2.2 (Abel. [23], Capitulo 9). El morfismo ® en (1) es un isomor-
fismo.
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En particular, la asignacién g — P(g) es bien comportada sobre familias de
curvas suaves. El buen comportamiento significa que si tenemos una familia de
series lineales sobre una familia de curvas suaves, entonces ésta es traducida

como una familia plana de subesquemas cerrados de las fibras del mapa de Abel
Ag.

3. Generalidades sobre las series lineales limite

3.1. Enfoque y construccién por Eisenbud y Harris

El concepto de serie lineal limite (abreviamente sll) fue introducido por Eisen-
bud y Harris en los anos ochenta. Ellos obtuvieron importantes consecuencias a
partir de la aplicacion de este en diversas situaciones, como, por ejemplo, resul-
tados sobre la geometria del espacio moduli de curvas M (ver [12]), del limite
por deformacién de puntos de Weierstrass (ver [11]), generalizacién del teorema
de Brill-Noether (ver [14]), entre otras. La técnica detrds de estos resultados
es descrita, grosso modo, por el analisis de propiedades geométricas via defor-
maciones a partir de curvas irreducibles suaves a curvas reducibles tipicamente
nodales. En el caso de una serie lineal limite, la palabra limite hace referencia
al limite por la deformacién de series lineales definidas sobre familias de curvas
suaves a una curva singular, que corresponde a la fibra especial de la familia.

A continuacién se dard una visién general de esta técnica. Para esto se fijard
un cierto contexto. La técnica de Eisenbud y Harris es aplicable a curvas X de
tipo compacto, esto es, curvas para las cuales Pic(X) es universalmente cerrado
y separable ([31], p.249-250). No obstante, en esta seccién se tratardn curvas
de la forma X := Y U Z, donde Y y Z son componentes irreducibles suaves
que se interceptan en un tnico nodo P € X. La razén para esta eleccién es
que la teoria de Osserman y sus generalizaciones, ambas a ser presentadas en
secciones posteriores, son basadas en este caso simple.

Fijado este contexto, considere una familia (plana y proyectiva) de curvas
X /B, donde la base es elegida por B := Spec(CJ[[t]]), el espacio total X es
regular, la fibra genérica &, es una curva suave y la fibra especial es la curva X.
Una familia de curvas con estas caracteristicas es llamada suavizacion regular
de X. A partir del hecho que X es regular se sigue que:

(1) Y y Z son divisores de Cartier en X y todo divisor en X soportado sobre
X es una combinacion Z—lineal de Y y de Z. También, debido a que
Ox =0x(Y + Z), se obtiene Ox (1Y) = Ox(—iZ), para cada i € Z. En
otras palabras, cada combinacién Z—lineal de Y y de Z es reducida a
multiplos sobre una de las componentes ([31], p.253-254).

(2) Para cada fibrado vectorial £, de dimensién 1 sobre X, existe un fibrado

vectorial £ también de dimensién 1 sobre X, tal que L|x, = L, conocido
como la extensién de £, a X. No obstante, esta extensién no es unica,
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debido a que L(1Y) := L ® Ox (1Y), con i € Z, son también extensiones
(en efecto todas, [31], p.253-254) de L,,.

La existencia de diferentes extensiones para cada L, sobre X" significa que el
esquema de Picard relativo Pic(X/B) es universalmente cerrado pero no sepa-
rado. Sin embargo, la situacién no es la misma sobre los espacios vectoriales:
si £ es un fibrado vectorial de dimensién 1 sobre & y V,, C T'(X;, L|x, ) es un
subespacio vectorial de dimensiéon r + 1, entonces existe una Unica extension
V C HO(X, L), definida por V =V, N HO(X, L) ([31], p.254-255).

Una situacién muy diferente se dara si se fija el grado de la extension L:
en este caso es bien sabido que el esquema de Picard es separado y por tanto
propio. En consecuencia, al considerar una serie lineal (V,,, £,) de grado, por
ejemplo, d y dimensién r, existe una coleccién de extensiones (V;, £;) sobre X,
donde L; es inicamente determinado por la condicién de tener grado d—i sobre
la componente Y y grado ¢ sobre la componente Z. En este caso, se dice que
L; tiene bi-grado (d — i,4) sobre X.

La teoria de series lineales limite desarrollada por Eisenbud—Harris sdélo
considera los fibrados vectoriales de dimensién 1 de “grados extremos”, esto es,
dados por los pares (Vo, Lo) y (Va, L4) donde Ly y L, tienen bi-grados (d, 0)
y (0,d) sobre X, respectivamente. En realidad, para sus aplicaciones este tipo
de pares fueron suficientes.

Observe que al considerar Ly := Loly y Lz := L4|z, las restricciones de Lg
vy L4 a las componentes Y y Z, respectivamente, estos seran fibrados de grado
d sobre Y y Z. Més ain, la restricciéon de sus respectivos espacios de secciones
Voly v Valz pueden ser identificados como subespacios de Vy- C T'(Y, Ly) ¥
Vz CT(Z, Ly), respectivamente. En definitiva, los pares “limites” (Lo|y, Vo|x)
y (Lalz,Valx) son identificados con los pares de series lineales (Vy,Ly) y
(Vz,Lz) en cada componente suave.

En resumen, a partir de series lineales (L,,, &) sobre la fibra genérica de
una familia de curvas X'/ B, Eisenbud y Harris definieron una serie lineal limite
como el par {(Ly,Vy),(Lz,Vz)} sobre la curva limite X. Pero cuidado, no
se deje confundir: las series lineales limite del tipo Eisenbud—Harris contienen
informacién acerca del nodo P de X, determinada por ciertas condiciones de
compatibilidad de estas en el nodo. De forma mas precisa, el primer resultado de
Eisenbud—-Harris orientado a entender la estructura de sus limites es el siguiente:

Proposicién 3.1 ([14], Proposicién 2.1). Si (Ly, Vy) y (Lz,Vz) son realizados

como limite de las series lineales (L, V;) sobre X, y €', € son los drdenes

de anulamiento en P de (Ly,Vy) y (Lz,Vyz), respectivamente, entonces, para
cada 1 =0,...,7, se satisface la siguiente desigualdad

&+ >d (2)
Este resultado los motiva a dar la siguiente definicién:
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Definicién 3.2 ([14] p. 346). Sea X una curva con dos componentes suaves
Y y Z coincidiendo en un dnico nodo P. El par g := {(Ly, Vy),(Lz,Vz)} es
llamado de serie lineal limite (que abreviamos por sll) sobre X si satisface la
desigualdad (2).

Eisenbud y Harris llamaron a la sll refinada si para cada i en (2) se tiene la
igualdad. En caso contrario, la sll es llamada cruda. A partir de esta distincién,
ellos se centraron en estudiar las sll refinadas, debido a que su comportamiento
era similar al de las series lineales sobre curvas suaves. Por ejemplo, entre los
resultados que reflejan este comportamiento similar estédn los siguientes:

Proposicién 3.3. Bajo las hipdtesis de la proposicion 3.1, podemos afirmar

(1) ([14], Proposicion 1.1) Si g es una sll refinada entonces vale la formula
de Pliicker para g, esto es

> wh@Q) = (r+1)(d+r(g—1)).

QexX\{Pr}

(2) ([14], Proposicion 2.5) g es una sl refinada si y solo si ningin punto de
ramificacion de (L,,V,) especializa al nodo P de X.

Adicional a todo lo anterior, Eisenbud y Harris prueban la existencia de
un espacio moduli que parametriza las sll refinadas sobre X obtenidas como
limites de series lineales (£,), X)) sobre las fibras genéricas &, de la suavizacién
regular X /B de X. Sin embargo, esta variedad no es en general propia, debido
a que no considera las sll crudas. En términos més precisos:

Teorema 3.4 ([14], Teorema 3.3). Sea X' /B una suavizacion reqular de X,

con qi,...,qs : B — X secciones suaves y sean €', ... € secuencias de enteros
satisfaciendo: 0 < ¢}, < e < --- <€ < d-—r, para cada j = 1,...,s. En-
tonces existe un esquema casi-proyectivo G 1= GS’EH(X/B; (q1,€b), ..., (gs, €%))

sobre B, compatible con cambios de base, parametrizando series lineales so-
bre la fibra suave X, de X y series lineales limite refinadas sobre X, to-
das de grado d y dimension r, satisfaciendo las secuencias de ramificacion
(q1(b),€'), ..., (gs(b),€®), para cualquier b € B. Toda componente de G tiene
dimension > p+ 1. Por otro lado, si

;ef:(r—i-l)d—&— (T;Ll)(zg—m

o X no admite series lineales limite crudas con las condiciones de ramificacion
establecidas, entonces G es propio sobre B.

Para hacer comprensibles las proximas situaciones, se define a continuacién
el esquema de sll sobre la curva X del tipo Eisenbud—Harris:

G(X) = {((Ly, W), (Lz, Vz)) | satisfaciendo (2)}. )
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Este es un subesquema proyectivo del producto G5(Y) x G%(Z). En efecto,
GZ’EH (X) es un subesquema cerrado del producto determinado por la unién de
los esquemas definidos por los pares de series lineales satisfaciendo las condi-
ciones de anulamiento en el nodo dadas por (2). Claramente, GZ’EH(X ) incluye
a las sll refinadas y crudas. El conjunto de las sll refinadas forman un subcon-
. . r,EH,ref

junto abierto, que denotaremos por G, (X).

3.2. Enfoque y construccién de las sll del tipo Osserman.

Concerniente a la construccion del esquema casi-proyectivo GZ’EH
(X/B;(q1,€'),...,(gs,€%)) de Eisenbud-Harris, se pueden evidenciar dos limi-
taciones. La primera es la ausencia de naturalidad de la construccién, re-
firiéndose a que este esquema no representa ningun functor natural. La segunda
es la exclusién en GS’EH (X/B;(q1,€b),. .., (gs,€%)) de las sll crudas, lo que no
permite sea un esquema propio. Por otro lado, a pesar de que GZ’EH (X) con-
tenga sll crudas no es del todo claro que éste tenga una descripcién funtorial.

Estas carencias son las principales razones por las que Osserman se ve mo-
tivado a introducir un nuevo enfoque. La idea detrds de la construccién de
limites del tipo Osserman es, en términos muy informales, la de considerar
“todos los posibles grados para un fibrado sobre X7, generalizando la idea
de Eisenbud-Harris de solo considerar los grados extremos. A continuacién se
discute la construccion del espacio moduli de limites del tipo Osserman asi
como sus limitaciones, que serdn las que motiven el enfoque de la teoria de
Esteves—Nigro—Rizzo.

A partir de una suavizacién regular de X, © : X — B, fue visto que
para toda serie lineal (£,,V,) sobre X, de grado d y dimensién r, existe
una unica extensién a X, (£;,V;) tal que V; = V,, NT'(X,L;) y las restric-
ciones de £; a Y y Z tienen grados d — i y ¢ respectivamente. Debido a que
Lir1 = L;(Y), esta relacién induce la inclusién £; < L;41. Por otro lado, fi-
jando la eleccién de un isomorfismo Ox (Y + Z) = Oy, obtenemos un morfismo
en la direccién contraria L£;,11 = L;(Y) & L;(—Z) — L;. Para los espacios
Vi NT(X,L(—(i + 1)Z)) = Vi1, los morfismos inducidos sobre las secciones
globales (X, L; 1) — T(X, L;) y (X, L;) = D(X,Li41), levan V11 a Vi y
V; a Viy1. Denotamos por ¢; : Vi1 — Vi y @' : V; — Vi1 estos morfismos.

Podemos decir que, grosso modo, el espacio moduli de sll del tipo Osserman
GZ’OSS (X/B) parametriza las (d + 1)—tuplas formadas por los pares (£;,V;),
i = 0,...,d, a partir de la eleccién de un fibrado vectorial de dimensién 1
L := Ly de bi-grado (d,0) sobre X y los V; son fibra a fibra subespacios vecto-
riales de dimensién (r + 1) de los espacios de secciones globales definidos por
cada fibrado L; := Ly(iY), respectivamente. Estos subespacios se encuentran
“ligados” a través de morfismos ¢; y %, esto es, 0;(Vir1) C Vi y ©' (Vi) C Vig1.
En este sentido, los pares extremos sobre la fibra especial X, como serd dis-
cutido mas adelante, (Lo, Vo) v (L4, Vy) pueden ser identificados con los pares
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((Ly,Vy),(Lz,Vz)) definidos por Eisenbud y Harris. Esto, en un cierto sen-
tido, justifica nuestra afirmacién acerca de la construcciéon de Osserman como la
que considera todos los posibles grados. Bajo esta nueva perspectiva, Osserman
en analogia a lo probado por Eisenbud-Harris concluye que

Teorema 3.5 ([42], Teorema 5.3). Dada una suavizacion reqular X /B de X,
secciones suaves p; y secuencias de ramificacion {c;(p;)}, el funtor 85 (X/B)
de series lineales limite sobre X / B, con indices de ramificacion de por lo menos
a;(pj) en cada p;, es compatible con cambio de base y representable por un
esquema G779 (X /B) proyectivo sobre B. Toda componente de G°% (X /B)
tiene dimensidn por lo menos p(g,r,d; a;(p;)) + dimB, con p(g,r,d; ;(pj)) =
(r+1)(d—r)—rg—> aip;).

2]

Si la dimension de la fibra de G579 (X /B) es exactamente p(g,r,d; a;(p;)),
entonces toda sll sobre esta fibra es obtenida por suavizacion de series lineales
sobre sus fibras proximas.

Bien entendido, los elementos de G79% (X' /B) sobre las fibras de 7 # 0, esto
es, sobre la curva suave X)), corresponden al espacio usual de series lineales G,
de &, debido a que los morfismos L;|x, — Liy1|x, son todos isomorfismos y
luego cada V; es determinado tinicamente por Vj.

Ahora sobre la curva limite X, cada fibrado vectorial L; := L;|x es de-
terminado de forma tinica por sus restricciones a Y y Z. Claramente, L;|z =
Lo(iY)|z = Lo|z(ip) y de la misma forma L;|y = Lo|y (—iZ) = Lo|y (—ip). Los
morfismos L; — L; 1 son definidos por la inclusiéon candnica sobre Z y el mor-
fismo cero sobre Y, y viceversa para los morfismos de L; 1 — L;. De esta forma,
denotando por V; la imagen de V; por los morfismos HY(X, £;) — H°(X, L;),
la afirmacién acerca que V; es llevado en V; 11 (resp. V41 es llevado en V;) es
equivalente a que los espacios V;|z (resp. V;]y) puedan ser considerados como
una filtracién creciente (resp. decreciente) de Vy := Vy|z (resp. Vy = Voly).
No obstante, como lo advierte Osserman ([43], p. 12): “V; incluye, en general,
estrictamente mds informacién que V;|z y Vi|y, debido a la existencia y eleccién
de secciones sobre Y y Z que pueden ser identificadas, si ambas se anulan so-
bre P. Esta informacién extra significard, en particular, que nuestro espacio de
limites no es el mismo que el espacio de Eisenbud-Harris”.

En lo sucesivo, el foco de atencion se fijara sobre la curva limite X, en aras
de especificar con mayores detalles lo que es una sll del tipo Osserman.

Dado un fibrado vectorial L de dimensién 1 sobre X, existen sucesiones
cortas exactas,
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0 —— Lly(-P) L Lz —— 0

0 —— Lls(-P) —— L —— Lly —— 0.

(4)

Ahora, para cada entero no-negativo i, el fibrado L; sobre X representara el
unico fibrado determinado por las restricciones L|y (—ip) y L|z(ip). Existen
morfismos naturales ¢ : L; — L1y @; : Liy1 — L;, definidos a partir de la
composicién

0 —— Lij1|z(—p) —— Liy1 —— Lijaly —— 0

i

0 Li|z L; Ly (—=p)«— 0. (5)

Observe que se satisface ¢'p; = ;' = 0 para cada i.

Definicién 3.6. Una serie lineal limite del tipo Osserman sobre X de grado
d y dimensién r, con r < d, es una coleccién, denotada (L, Vp,...,Vy), que
consiste de un fibrado vectorial L de dimensiéon 1 sobre X, con grado d al
restringirse a Y y de grado 0 al restringirlo a Z. Los subespacios V; C I'(X, L;)
representan espacios vectoriales de dimensién r + 1, para cada i = 0,...,d,
tales que @' (Vi) C Vi1 v @i(Visr) C Vi para cada .

Se define

%)
GZ,OSS(X) = {g = (L,Vo, .. .,Vd)| V; <T V;'Jrl}

y de ahi es posible definir una aplicacién de olvido al producto G3(Y') x G4(Z)
por

P GPONX) — G(Y) x Gy(2)
0= (L, Vo,....Va) = ((Loly,Voly), (Lalz,Vilz))

a partir de la cual Osserman obtiene un morfismo de comparacién con el es-
quema de Eisenbud-Harris (3):

Teorema 3.7. ([43], Teorema 3.2.1) El morfismo p define G;°%(X) >
GZ’EH(X) una sobreyeccion de conjuntos, el cual es un isomorfismo sobre el
subesquema abierto correspondiente a las series lineales limite refinadas.

Las sll de G779%(X), cuya imagen por p en G7P¥(X) corresponde a sll
refinadas (resp. crudas), serdn llamadas refinadas (resp. crudas).

Volumen 51, Numero 2, Afio 2017



MORFISMOS DE ABEL, SERIES LINEALES Y SUS LIMITES 137

Estos tltimos resultados motivan el estudio de propiedades intrinsecas a la
variedad GZ’OSS(X ). Para esto, serdn necesarias un par de definiciones. Para una
sll g = (L, Vo, ..., Vy), asociamos a cada subespacio V; las siguientes secuencias
cortas exactas:

0 AR Vi Vily 0

0 A V; Vilz 0

(6)

donde Viy’O denota el subespacio de V; que se anula sobre Y y V;|y denota la
imagen en I'(Y, L;|y) de V; por restriccién. Una construccién similar se ajusta al
sustituir Y por Z. A la luz de esta notacién, es posible probar que la aplicacién
¢' : V; — Vi1 tiene nicleo VZ-Z’0 y su imagen contenida en Vli? , mientras
que @; : Vi1 — V; tiene nicleo Vli? y su imagen estd contenida en ViZ’O.
Esto induce la definicién:

Definicién 3.8. Unasll g = (L, Vj, ..., Vy) es llamada exacta si las sucesiones

Vi 25 Vi 25V 25 Vi,

son exactas para cada ¢ =20,...,d — 1.

En términos numéricos la exactitud se interpreta por: g = (L, Vp, ..., Vy) es
exacta si y s6lo si rank(p?) + rank(p;) = r, para cada i. De esta forma, debido
a que para cualquier sll rank(p?) + rank(p;) < 7, el conjunto de sll exactas
forman (por semi-continuidad, ver [32], Capitulo 3 §12) un subconjunto abierto
de G779 (X)), denotado por G7*(X).

Ejemplos de sll exactas son las sll refinadas. Sin embargo, esta inclusién es
en general propia (ver [48]). En este sentido, el Teorema 3.2 puede ser escrito
como el isomorfismo

o

Gy (X) 2 p 1 (GPH0) = G, (7)

Ahora, considere X'/B una suavizacién regular de X. Sea £,) un fibrado vec-
torial de grado d sobre la fibra genérica suave X,. Fue visto que existe una
extensién £ sobre X para la cual L := L|x tiene grado d sobre Y y 0 sobre Z.
Fijando esta extensién £, denote por L; := L(iY)|x = L(—iZ)|x, para cada
1 =0,...,d. Recuerde, los £; := L(iY") son todas las extensiones de grado d de
Ly en X.

Si V,, es un subespacio vectorial de I'(X,,, £,)) de dimensién 7 + 1, él puede
ser identificado con un subespacio de I'(X;), £(iY)|x,) para cada i = 0,...,d.
Defina V; := I'(X,L(iY)) NV, y denote por V; C I'(X,L;) la imagen por
la aplicacién natural inducida sobre las secciones globales V; — I'(X, L;) —
I'(X, L;). En resumen, es posible probar:
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Proposicién 3.9. La coleccion g = (L, Vy, ..., Vy) es una sll exacta.

Para mayores detalles ver [48]. Grosso modo, las sll exactas, a diferencia
de las sll refinadas, contienen las suavizaciones de series lineales a lo largo de
suavizaciones regulares a X. En otras palabras, las sll exactas contienen los que
son “realmente limites de series lineales” a lo largo de limites por suavizaciones
regulares a X. Ahora, surge un nuevo problema: este conjunto de “limites” es
un subconjunto abierto de GZ’OSS (X), para el cual no es posible determinar su
frontera ya que ello estd indiscutiblemente relacionado (como es cldsicamente
conocido) con suavizaciones no-requlares. En efecto, la teoria desarrollada por
Osserman es solo sobre limites definidos sobre suavizaciones regulares de X.
Una manera de dejar en evidencia un elemento en la frontera de G;"(X), como
sera discutido mas adelante, es a partir de su identificacién como subesquema
de la fibra en un (cierto) morfismo de Abel.

Finalmente, se hace referencia a uno de los resultados relacionados a sll
exactas, que refleja detalles acerca de su estructura

Lema 3.10 ([42], Lema A.12). Sig = (L, Vo,...,Vy4) es una sll exacta sobre
X, entonces existen enteros 0 < ig < i1 < --- <4, < d y secciones Sg, ..., Sy
con s; € V;, tales que para cada i =0, ...,d, los s; coni; =i forman una base

deVZ—/ViY’O @ ViZ’O y las imdgenes iteradas de los s; forman una base para los
V.

Bien entendido, este lema afirma que las sll exactas son las candidatas natu-
rales en el espacio moduli de Osserman a generalizar las sll refinadas del tipo
Eisenbud y Harris. No obstante, debido a que las sll refinadas estan contenidas
propiamente en las sll exactas, tenemos una diferencia estructural entre las
compactificaciones GZ’OSS(X) y GZ’EH(X) (ver, por ejemplo, [48], Ejemplo 1,
Capitulo 2).

4. Morfismos de Abel sobre curvas singulares y su relacién con las
series lineales limite

Como se vio en el caso de curvas suaves, el estudio de series lineales esta inti-
mamente relacionado al estudio de los subesquemas de las fibras del morfismo
de Abel.

Ahora, jqué es posible decir acerca de este enfoque sobre curvas singulares?
Como ya fue mencionado, las curvas a consideracién son las singulares (de tipo
compacto) X, con dos componentes suaves Y y Z que coinciden en tinico nodo
P. Por un lado, fue presentada la construccion robusta del moduli de Osserman
G779 (X). No obstante, no es ni inmediato ni evidente un concepto de serie
lineal limite completa ni de familia de divisores efectivos asociados a estas sll.
Por otro lado, en ([8]) Coelho y Pacini construyeron morfismos de Abel de

grado d
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Ay : XD Pic?(X)
Sia = [0x(Z @),

donde ahora Picd(X ) es el esquema de Picard que parametriza fibrados vecto-
riales de dimensi6én 1 sobre X de bi-grado (di,ds2) tales que dq + da = d. Sin
embargo, las fibras de Ay no son, en general, bien comportadas. Por ejemplo,
ellas no son, en general, equidimensionales y asf las fibras del morfismo de Abel
Ay no pueden constituir una familia plana, ni en el caso en que d >> 0. Es
en este sentido, en que las fibras de este morfismo no pueden ser vistas como
limites planos de fibras de morfismos de Abel de curvas suaves deformando a
X.

4.1. Los resultados de Esteves—Osserman

Esteves y Osserman obtienen en [22] un importante resultado que relaciona
las sll del tipo Osserman y las fibras del morfismo de Abel construido por
Coelho-Pacini.

La idea de Esteves-Osserman es la de asociar a cada sll g := (L, Vp, ..., Vy)
sobre X un subesquema de la fibra Agl (L), el cual es definido como la clausura:

P(g) := {div(s|y) + div(s|z)|s € V; \ V" U V?° i=0,...,d}.

(Recuerde que para cada V; existen dos sucesiones cortas exactas asociadas
(6), que definen a ViY’O y ViZ’O). Ellos consiguieron probar que los P(g) son bien
comportados cuando la sll g € G;’OSS(X ) es exacta. De forma mds precisa,

Teorema 4.1 ([22], Teorema 4.3) Si g = (L, Vy,...,Vy) es una serie lineal
limite exacta sobre X de grado d y dimension r, entonces P(g) es un esquema
reducido, conexo, Cohen—-Macaulay de dimension pura v, que es también una
deformacion plana de P” y con polinomio de Hilbert en dos variables dado por

P(s,t) = ("),

Este es el resultado anédlogo, en el caso singular, al que establece el teorema
de Abel. En efecto, sea g = (L, Vo, ..., Vy) € GZ’OSS(X). Para cadai =0,...,d,
defina Ty := T(Y, La_ily) y Ty := T'(Z, Li| z). Note que P(T%) x P(T} %) C
A;l (L) de forma candnica: basta tomar los pares (D1, D2) de divisores Dy y Ds
sobre Y y Z, respectivamente, tales que Ly_;|y = Oy (D1) y Lilz = Oz(D5)
tienen por imagen D; + Ds. Claramente,

A7YL) =P(TY) x P(TE)UP(TY) x PTL Y u--- UP(TE) x P(TY).
También, como consecuencia de que
P(IY) CP(Iy) C -+ CP(IEY) S P(IY),

P(I%) CP(Iy) C--- CPTY ") CP(IY),
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es posible identificar la fibra A;'(L) CP(I'Y) x P(I'%) ~ P" x PT. En [22], §4,
los P(g) son caracterizados por una descomposicién natural P(g) := JP(g;),

donde g; := (L;, V) y
P(g;) C P(Vily) x P(Vi|z) C P(DE7) x P(T) € AN (L) € X

es el subesquema reducido definido a nivel de conjuntos por

P(g:) = {div(sly) + div(slz) | s € Vi = (V" U170 }. (8)

De esta forma, es facil identificar entonces a P(g;) y en consecuencia a P(g)
dentro del producto P(T¢) x P(I'%), donde el polinomio de Hilbert en dos
variables P(s,t) = (7"+f,+t) es el polinomio que corresponde a la diagonal en
P x P". Para mayores detalles ver [22].

A continuacién seran expuestos algunos detalles generales acerca la prueba
del teorema (4.1). Primero, observe que P(g;) es vacio si y sélo si V; = V.0 U
Vi(z’o). Luego la hipétesis sobre la exactitud de g implica que P(g) = JP(g:),

7

donde V; # ViY’O U Vi(Z’O). Esta misma hipétesis de exactitud, por el lema (3.2),
se refleja en una condicién sobre P(g), mds exactamente sobre los P(g;). En
concreto, cada P(g;) es descrito por subvariedades irreducibles escritas como
uniones de ciertos productos de espacios proyectivos, los cuales “pegan bien”,
en el sentido en que P(g) tiene el polinomio de Hilbert de la diagonal en P” x P"
que es el polinomio “esperado” de la deformacién plana del espacio proyectivo
P". Para mayores detalles ver [22].

Por otro lado, Esteves-Osserman también prueban en [22] que P(g) es
un limite plano cuando g proviene de una suavizacién, mostrando asi que la
definicién de este esquema en la fibra es bien comportada por suavizaciones,
como acontece con las sll exactas. Especificamente, dada una suavizacion regu-
lar X/B de X y series lineales sobre las fibras genéricas, es posible construir
una sll exacta g = (L, Vp, ..., Vy), la cual es el limite de series lineales sobre
las fibras genéricas. Esto es lo que en forma mas precisa prueba el siguiente
resultado:

Teorema 4.2 ([22], Teorema 5.2). Sean X /B una suavizacion reqular de X
y (Ly, V,,) series lineales de dimension r y grado d sobre la fibra genérica.
Sea g la sll que es limite de (L, V,). Entonces P(V,)), puede verse como un
subesquema de la fibra del producto simétrico relativo S*(X/B) sobre 0, y su
clausura intersecta X en P(g).

5. Progresos recientes: nuevas técnicas y nuevos caminos.

En esta seccién se presentan algunas problematicas y avances recientes rela-
cionados a las series lineales limite. Recibirdn especial atencién el desarrollo
de nuevas técnicas en busqueda de generalizar los resultados aqui presentados

Volumen 51, Numero 2, Afio 2017



MORFISMOS DE ABEL, SERIES LINEALES Y SUS LIMITES 141

acerca de la relacion entre series lineales limite y subesquemas en la fibra del
morfismo de Abel.

El interés hacia la generalizacion de la nocién de series lineales limite es
motivado por la construccién de espacios moduli para este tipo de estructuras
y la relacién de estos con los esquemas de Hilbert relativos a los morfismos de
Abel. En realidad, se podria decir que la motivacién principal del estudio y gen-
eralizacién de estas nociones es suscitada por la comprension de la geometria
del moduli de curvas estables ﬂg y “el ataque” a grandes problemas como las
Conjeturas de rango mazimal. Esto sin contar que muchos de los desarrollos
teodricos a discutirse a continuacién aguardan por la busqueda de nuevas apli-
caciones y sobre todo de herramientas hacia nuevas perspectivas en el estudio
de problemas clasicos como la teoria de curvas de Brill-Noether—Petri (ver, por
ejemplo, [24]), el problema de Brill-Noether (ver, por ejemplo, [41],[25, 49]),
entre otros.

5.1. Sobre la “compactificacién” de G} (X)

Una de las consecuencias de la construccién de Esteves—Osserman, es que su re-
sultado puede ser interpretado como un morfismo racional al nivel de conjuntos
por:

r+t+s
Po:oGyx) - mHib - ©)
g > P(g)

el cual es definido sobre GJ;*(X), el abierto de las sll exactas del tipo Osser-
mann. Claramente esta es la version para el caso de la curva singular X del
teorema de Abel en (1). Como ejemplos simples muestran (ver, por ejemplo
[48]) P no se extiende a las sll no-exactas. En este sentido, una iniciativa natu-
ral es la de intentar “resolver” este morfismo. Esta problematica es relacionada
a la buisqueda de una compactificacién o frontera de GJ;*(X) entendida como
una variedad sobre M, donde la curva X (siendo singular) pertenece a Ay una
de las componentes del divisor de la frontera M, \ M. Una idea simple, pero
extraordinaria, para resolver este tipo de problemas (ver [18]) es la de extender
la construccién en este caso de las sll conocida para suavizaciones regulares de
X, a suavizaciones no-regulares de X. Esta estrategia es motivada, por un lado,
por que en el contexto de deformaciones hacia la curva X suavizaciones con
indice de singularidad 6 corresponden al limite al aproximarse a la curva X en
Ag e interceptar este divisor con tangencia ¢, siendo el caso § = 1 el de una
suavizacién regular e interceptar este divisor transversalmente (ver por ejem-
plo [31] p. 145-146) y para 6 > 2 corresponde a suavizaciones no-regulares. Por
otro lado, fue discutido que G;"(X) es un esquema (abierto) que parametriza
limites a lo largo de deformaciones y nada maés apropiado que intentar encontrar
el objeto que contenga los limites en “todas las direcciones”.
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El estudio pionero acerca de lo que podria ser una serie lineal limite a lo
largo de suavizaciones no-regulares fue de Cumino—Esteves—Gatto en [9] a par-
tir de aplicar twist a fibrados, término introducido por Esteves en [15] en el
estudio de la compactificacién de la Jacobiana (relativa) en familias de curvas
reducidas. Asi, Esteves—Nigro-Rizzo motivados por el éxito de las ideas de Os-
serman y las de Cumino—Esteves—Gatto, construyen en [21] los espacios moduli

o, 5(X) parametrizando series lineales limite de nivel-6 que corresponderfan a
la construccion de las sll a lo largo de suavizaciones con indice de singularidad
0 y, asi mismo, la construccién de los espacios que contienen los “limites” a lo
largo de estas suavizaciones Gy’5(X).

A continuacién se discutiran mas detalles acerca esta construccién. Una
suavizacion de X con indice de singularidad ¢ es un morfismo proyectivo, plano
75 : X — B, donde B = Spec(C[[t]]), X es regular excepto posiblemente en P,
la fibra especial es identificada con X y la fibra genérica es suave. El valor 0
hace referencia a la ecuacién local de X en P que es de la forma t° = fg con f
y ¢ las ecuaciones locales de los ramos de X en P. Claramente, la suavizacién
serd regular si y s6lo si § = 1.

Para cada entero i > 0 el i—twist por Z de Oy es definido por

; oy Ty Y
I(Z) = ker <I(Z b — Z|Z> )
torsion

donde I(ZO) := Oy. Por ejemplo, I(Zl) es simplemente el fibrado de ideales 7| x.

En general, el fibrado I(ZZ) tiene rango (relativo) 1 y es (relativamente) libre
de torsién sobre B (ver [9], p. 13). En realidad, a partir de la definicién y
explorando sus restricciones a la fibra especial se puede probar (ver [21]) que
dado £ un fibrado sobre X de bi-grado (d,0) existe una coleccién de dé + 1
fibrados libres de torsién y rango 1 sobre X determinados por las siguientes
condiciones:

(1) Una coleccién de d + 1 de fibrados vectoriales de dimensién 1 L;5 =
L(—i(6Z))|x de bi-grados (d—1i,i) parai = 0,...,d. Ademds, son (tinica-
mente) determinados por las restricciones L;s|ly = L|y(—iP) y Lis|z =
L|z(iP).

(2) Una coleccién de d(d — 1) fibrados de rango 1, libres de torsién L;sy; :=
L® I?+]|X que son isomorfos a L(;y1)sly @ Lis|z parai=0,...,d—1
yi=1,...,6—1.

Una construccion de esta coleccion de fibrados que vale la pena tener en cuenta
cuando (obviamente) X’ sea no-regular y que se relaciona en un cierto sentido a
la construccion para el caso de X regular es la siguiente: es posible resolver la
singularidad en el nodo P por blow-ups sucesivos hasta obtener una suavizacién
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regular 7s : X — B cuya fibra genérica es igual a la de 75 y la fibra especial X?
es obtenida a partir de X al conectar las dos componentes Y y Z a través de
una cadena de curvas racionales de longitud 6 — 1, Eq,..., E5_1 ordenadas de
tal forma que #(E;NE;+1) = 1, parai=1,...,0—2y E;NE; = ¢sili—j| > 1.
La curva X° es conocida como el modelo semi-estable de X y el morfismo de
contraccion v° : X% — X, como aquel que colapsa la cadena Es de X°. En este
sentido, a partir de un fibrado vectorial L de dimensién 1 y bi-grado (d, 0) sobre
X la construccién de la coleccién de los dd + 1 fibrados corresponde al push-
forward Lisy; == 1/5*L,5+j donde los Lu;ﬂ son por construccién Ly := vj L,

L571/5Ll,zf0 Lsd—1lyparaj=1,...,0 — 1

Li+1|y siw=Y
i+ IW Op, sSiW=EFE,l#j
Op,(1) siW =Ej.

Para detalles mds precisos ver [21]. Ahora, de la misma forma que en el caso
de Osserman es posible construir una colecciéon de 2dd morfismos de fibrados
(ver [21] o [48]) por restriccién—inclusién con las adaptaciones naturales, enten-
diendo por esto que en el caso 6 1 ¢ los fibrados considerados no son fibrados
vectoriales de dimension 1, pero si libres de torsién y de rango 1 como fueron
definidos anteriormente. Precisamente, el diagrama a continuacién

Liy Pi,z

(7) L‘Z®OZ Q+P) 0

e

LG+ Lz ® Oz(q4P)<——0

0 —— Ly ® Oy (¢q_P)

0 «— L|ly ® Oy(q_P)

Pi+1,Y Lit1,7
conmutan, donde ¢, (resp. g_) es el cociente de la divisién euclidiana de i (resp.
—(i+1)) por ¢ y los morfismos p;1+1,y, pi,z son las sobreyecciones naturales y
ti)y, Li+1,z son las inclusiones naturales. Es fécil ver que p'p; = ¢;¢° = 0 para
cada 1.

En consecuencia existiran, siguiendo las ideas de Osserman, las nociones de
sll de nivel § y de sll exacta de nivel §. Explicitamente, la serie lineal limite
de nivel-5 de X corresponde a la coleccién g = (L; V@, 0 < i < d) donde
L es un fibrado vectorial de dimensién 1 sobre X y los V(¥ C T'(X, 1)) son
subespacios vectoriales de secciones globales para cada 0 < i < dd, todos con
la misma dimensién, tales que

D)V S VI y (VD) c v

para cada i, donde los fibrados L(¥ y los morfismos ¢, ¢; son como descritos
anteriormente. En este caso, g tiene grado d si L tiene grado d, y g tiene
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dimensién r si los V() tienen dimensién proyectiva r. Ademds, g es exacto si
satisface

L") (VD) =Ker(D(pi)lveen) vy D) (VEHY) = Ker(T(@) |y o).

Aqui T'(+) es el morfismo inducido sobre los espacios de secciones globales sobre
X.

En esta direccién es posible garantizar, siguiendo ideas andlogas a las de
Osserman, que existe la variedad Gy ;(X) de sll de nivel § y que contiene al
abierto GZ”S(X ) de sll exactas, que a su vez contiene los “limites” de series
lineales a lo largo de suavizaciones con indice de singularidad §. Lo nuevo es
que el morfismo (sobreyector) natural de “olvido” ps : G 5(X) — G3(X) para
todo § > 2 es tal que p; ' (G(X)) C G5(X), que podemos interpretar como
que cada sll del tipo Osserman (exacto o no) posee una pre-imagen sll exacta
de nivel 4. Y como era de esperarse, cada elemento exacto en el nivel § estd
relacionado a fibras del morfismo de Abel con el polinomio de Hilbert “correcto”
y en ese sentido serd un candidato a resolver nuestro morfismo IP. Todo lo dicho
hasta ahora puede ser resumido en el siguiente teorema:

Teorem 5.1 (Esteves-Nigro-Rizzo [21]). Existe un esquema proyectivo G 5(X)
parametrizando sll de mivel-§ y un morfismo sobreyectivo de “olvido” ps :
0.5(X) = GR(X) tal que

b6 (X) — pr (G (X)) —— G 5(X) —— Hilby,.

Ps J: ?

No obstante, con relacién a la resolucion de la aplicacién P se presentan algunas
limitaciones. La primera es la dependencia de los puntos exactos con el indice
de singularidad ¢ y la segunda es la ausencia de una relacién entre los dife-
rentes niveles a medida que ¢ crece. Por ejemplo, la cantidad de componentes
conexas de G75(X) crece a medida que § >> 0. En aras de resolver estas
limitaciones el siguiente hecho elemental es la idea fundamental de un nuevo
enfoque que permitird superarlas: es conocido que Ext'(L;|z, Liy1|y) = C =
Eth(Li+1|y, L;|z), para cada i = 0,...,d — 1. Esto puede interpretarse como
que las extensiones entre bi-grados son parametrizadas por la recta afin. Més
aun, si estas son identificadas de manera conveniente la secuencia de twisters
entre (d,0) y (0,d) puede ser parametrizada por una cadena de d + 1 P'’s,
donde cada P! parametriza la coleccién de extensiones de un grado fijo. Ahora,
;qué ocurre con los subespacios de secciones globales cuando las extensiones
entre L; y L; 11 se deforman a la extensién trivial L;|z @ L; 11|y ? Una forma de
llegar a la respuesta de esta pregunta es interpretandola de la siguiente forma:
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para cada c € C el siguiente diagrama relaciona la deformaciéon de los fibrados
con la de las secciones

Ve 5 (X, L) C—— T(Lly) @ T(Lil2)

| |

Ve = (e, )V; C—— (X, (¢, 1)L;) “——T(Li|y) @ T(Li| 2).

Y como una consecuencia relevante, se prueba que lim. o, V¢ = Vi|z & ViZ’0
y ademas lgr(l) Vi = Viply @ Vli? . Lo sorprendente es que la exactitud es
equivalente a: lime oo V;° = lim._,0 V5 ;. Bien entendido, una sll exacta g =
(L, Vo,...,Vy) del tipo de Osserman serd identificada por una cadena de d + 1
curvas racionales y, en general, una sll de nivel-§ exacta es determinada por
una cadena de dd+ 1 curvas racionales. Esta digresion es posible formalizarla al
traducirla, en términos de estabilidad de morfismos de curvas racionales, a un
espacio de paramétros apropiado. En términos mas o menos precisos, es posible
identificar sll exactas en cualquier nivel con elementos de Mo(H}; (X)), donde
H(X) es el espacio de series lineales generalizadas sobre X . En realidad, uno de
los resultados principales de [20] es la construccién del funtor de series lineales
limite estables sobre X denotado por &7(X) el cual se prueba es isomorfo

al funtor Mo (HY, B)(C* y en consecuencia representado por el espacio moduli
grueso proyectivo G%(X)** := Mo(H;(X), )¢ . Precisamente,

Teorema 5.2 (Esteves-Nigro-Rizzo, [20]). Para todo § > 1, existe un morfismo
natural

U5 : G(X) — Go(X)™,

cuya unidn es igual a (en el nivel de conjuntos) G%(X)®, cuando del lado
izquierdo los indices recorren todo § > 0. Mds aun, Vs son compatibles con
pe.s en el sentido que W5 = Vs 0 psr 5, para todo 6|9

— T T % W/ - s
Py 5 (G5(X)) C—— G5 (X) —5G5(X)™.

J{P(s',(s \115

Ga(X)

Y mas todavia, este espacio es la “compactificacién” que contiene los limites
de todos los niveles, en otras palabras, es el candidato buscado que resuelve el
morfismo

r4stt
P o GRON(X) - Hﬂbgdr )
g > P(g).
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6. Hacia una teoria general de sll, aplicaciones y comentarios finales

Como ha sido tratado hasta aqui, la construccion del espacio moduli de sll so-
bre curvas singulares se ha reducido al caso mas simple posible. En los tltimos
anos se han presentado avances importantes con el objetivo de generalizar dicha
construccién a casos més generales, asi como importantes aplicaciones de algu-
nas de las técnicas empleadas con dicho objetivo. Se presentan, a continuacion,
miradas rapidas a algunos resultados en esta direccion.

e Los desarrollos de Osserman: Como se comentd, a pesar de las limita-
ciones que presenta la construccién de Eisenbud—Harris, esta fue realizada
para curvas de tipo compacto de la cual la curva X escogida aqui es el
ejemplo trivial. Sin embargo, la generalizacion de las ideas de Eisenbud—
Harris o la introducciéon de una nueva conceptualizacion acerca de series
lineales limite para curvas que no son de tipo compacto ha sido un pro-
blema que no mostré avances por méas de 30 anos.

Los resultados mds recientes de Osserman en esta direccién (ver [45, 44])
pretenden responder a esta cuestion. A grandes rasgos, en ellos Osserman
introduce una nueva definicién de serie lineal limite que incluye a curvas
nodales que no son de tipo compacto, y construye el espacio moduli que
las parametriza logrando mostrar resultados de suavizacién y especial-
izacién. En el caso especial de curvas “pseudocompactas” (terminologia
introducida por él) muestra que su definicién es una generalizacién natu-
ral a la introducida por Eisenbud—Harris y, ademds, logra probar que en
este caso el espacio moduli de tales series lineales limite tiene la dimensién
esperada y logra generalizar el teorema de Brill-Noether para secuencias
de multi-anulamiento sobre curvas suaves.

e Los resultados de Binglin Li: Uno de los resultados centrales de la
teorfa de Esteves—-Osserman es la construccién de los subesquemas P(g)
en la fibra del morfismo de Abel de grado d asociados a las series lineales
limite g = (L, Vb, ..., V4) como la unién de los esquemas P(g;) donde los
g; = (V;, L;) para L; el twist de L de bi-grado (d —i,7) y estos dltimos se
pueden interpretar como las clausuras de las imagenes de los morfismos
racionales P(V;) --» IP’(VZ-/VZ.Y’O) X IP(Vi/ViZ’O) donde VZ-Y’0 (resp. ViZ’O)
corresponden a los espacios de V; de secciones que se anulan sobre la
componente Y (resp. Z). En particular, ViY’O N ViZ’O = {0}. Esto mo-
tiva a Li (ver [37]) a estudiar las clausuras de imdgenes de morfismos
racionales P(V) --» i, P(V/V;), que denota por X (V4,...,V,), donde
los V; C V son subespacios vectoriales de un espacio vectorial V tales
que (i, V; = {0}. Los resultados de Li estdn orientados hacia el estudio
de propiedades geométricas de dichos espacios (por ejemplo, dimensidn,
suavidad, irreducibilidad, si es o no Cohen-Macaulay, etc). Este es un
tema con innimeras aplicaciones e interés para los gedmetras y gedmetras
aplicados (ver por ejemplo: aplicaciones en visién computacional en [1],
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deformacién de espacios proyectivos en [6], teoria de la probabilidad en
[40]).

Como consecuencia de algunos de los resultados presentados por Binglin
Li, Esteves y Muifioz en [19] lograron establecer generalizaciones de los
trabajos de Ossermann y Esteves—Osserman en [42] y [22], respectiva-
mente, para curvas con 3 componentes irreducibles. Un resultado que
llama la atencién de este trabajo es la nocién de serie lineal limite ultra-
refinada, que es una clase propia de los refinados en Eisenbud—Harris para
el caso de curvas con 3 componentes y que tienen el polinomio de Hilbert
correcto como subesquemas de las fibras del morfismo de Abel y en ese
sentido es el andlogo a los exactos definidos por Osserman en el caso de
dos componentes.

Una conexién inesperada, la Geometria Tropical: Toda curva al-
gebraica tiene asociado de manera natural un grafo dual (es decir, el
lado “combinatorio de la curva”), a partir de asignar a cada componente
irreducible un vértice, y los vértices seran ligados siempre y cuando las
respectivas componentes se intersecten. Por ejemplo, una curva es de tipo
compacto si y sélo si su grafo dual es un arbol. Esta conexién basica se
extiende a familias para introducir nuevos andlisis para la comprension
y generalizacién de estructuras via degeneracién sobre (el espacio moduli
de) curvas (ver, por ejemplo, [7] la tropicalizacidn abstracta) que permiten
establecer conexiones inesperadas entre el estudio de la geometria alge-
braica de curvas y la geometria tropical de curvas tropicales (entiéndase
como “grafos decorados y con peso”). Un ejemplo de esta conexién es el
estudio de la teoria de divisores sobre grafos que conllevé al reciente tra-
bajo de Amini-Baker (ver [2]) donde introducen una nueva aproximacién
a las series lineales limites (como un hibrido entre las teorfas clésicas
de sll y los resultados mds recientes en teorfa de divisores sobre grafos)
que incluye a curvas que no son de tipo compacto. Si se considera X
como en nuestro caso, las familias de divisores que ellos encontraron son
notoriamente mayores a los P(g) construidos por Osserman—Esteves.

La motivacion principal para establecer este puente y la combinacién de
técnicas es la de dar respuesta a intrigantes problemas como la conjetura
del Rango Maximal, y la conjetura de Caporaso acerca la interpretacion
del rango de Baker—Norine de un divisor sobre familias de curvas tropi-
cales, entre otras.

A continuacién son dedicadas algunas lineas muy generales a los objetos
de estudio de la geometria tropical. Esta nueva area se dedica al estudio
de los conjuntos de ceros de polinomios en varias variables con coeficientes
sobre el dlgebra de nimeros tropicales (T := (RU{oo}, &, ®), donde para
cada a,b € T

a ® b :=min (a,b) a®b:=a+b.
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Desde un punto de vista geométrico, la geometria tropical puede ser en-
tendida como la peor deformacién de la estructura compleja sobre una
variedad algebraica cualquiera. Para aprender mas acerca esta teoria y
toda una misceldnea de sus aplicaciones, ver [38] o [5] y, muy especial-
mente, [39].

Volviendo al resultado de Amini—Baker, podemos decir que a pesar de lle-
gar a resultados de especializacion, en su construccién y en los recientes
avances sobre esta teorfa nos resta decir que se carece de un espacio
moduli que contenga las sll de su aproximacién. Sin embargo, como fue
comentado, el hecho de explorar estos nuevos caminos abre nuevos hori-
zontes hacia la bisqueda de una teoria en su total generalidad, como es
el caso de los resultados a continuacion.

La generalizaciéon Esteves-Amini: Este es un trabajo actualmente en
progreso (ver [17] y [16]), motivado por los resultados recientes acerca de
la construcciéon del espacio moduli de series lineales limites estables en
[20]. Esteves—Amini pretenden generalizar la construccién mencionada
para cualquier tipo de curvas estables de tipo compacto y hasta aque-
llas que no son de tipo compacto. Como lo mencioné Esteves en cada
una de sus intervenciones, a través de notables ejemplos, las piezas fun-
damentales de esta nueva construccion son las llamadas teselaciones de
variedades tdricas (que invita a la “combinatoria”) y Stacks de Artin, con
la introduccién de una nueva teoria de deformaciones de puntos.
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