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CONVERGENCIA DEBIL HACIA EL PRODUCTO INFINITO DE
LEYES DE POISSON EN UN PROBLEMA COMBINATORIO DE
LOS GRUPOS SIMETRICOS

por

Jaime Lobo S.

RESUMEN. Extendiendo un problema cl4sico de las probabilidades, definimos
en ¢l grupo simétrico dc orden n un vector aleatorio que cucnta ¢l nimero de
puntos fijos sobre las clases laterales generadas por un grupo cfclico.
Demostramos que las distribuciones generadas en IN® por dichos vectores
convergen débilmente al producto infinito de leyes de Poisson de pardmetro 1.
Finalmente estudiamos el funcional dcl nimero de desarreglos cn las clases
laterales, para el cual deducimos un teorema Ifmite.

§1. Planteamiento del problema y algunos preliminares

Sea S, el grupo simétrico de grado n, grupo de las permuta-
ciones en n elementos provisto de la medida de Haar de masa 1:
pn(w) = 1/n!. Dado w en S;, un elemento i es un punto fijo de w si
w(i) = i, punto moévil de w en el caso contrario. Llamamos desa-
rreglo a una permutaciéon sin puntos fijos.

Un problema clasico de la teoria de probabilidades ("probléme
des recontres"), se puede plantear en su forma mas general de la

1 Pajabras claves: Puntos fijos -~ desarreglos - clases laterales generadas
por un grupo ciclico - ley producto infinito de leyes de Poisson - conver-
gencia débil de una sucesién de leyes - momentos - numeros de Stirling -
polinomios factoriales - bloques S-compatibles.
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manera siguiente: escogiendo al azar una permutaciéon de S,,
icudl es la probabilidad de que sea un desarreglo? El calculo de la
probabilidad del evento: w es un desarreglo, ([3], pag. 10), puede
efectuarse gracias a la féormula de inclusiéon - exclusiéon (ver
formula (1) mas adelante), que da:

1-1/U +...+(-1)"/n!

cuyo limite cuando n — « es 1/e. No es dificil ahora el calculo de
la probabilidad del evento: w posee exactamente k puntos fijos
(k = n), cuyo valor es

/(1 -1/ + .+ (-l)n-k/(n - K)Y)

Se constata que ésta tiende a 1/k! e’l. Resumiendo, podemos decir
que la ley de la variable aleatoria: nimero de puntos fijos de w,
tiende a la ley de Poisson de parametro 1 cuando n — «.

Deseamos extender este resultado a un problema que involu-
cra vectores aleatorios. Sea m la permutacion (1 2 3 ... n) y () el
grupo ciclico generado por = {x, ®2, ... " = e}. Definimos para
cadai=1,...,nlavariable f;en S;:

fi(w) = numero de puntos fijos de ' w.

Identificaremos el vector (f,, f,, ..., f;) con el vector infinito-di-
mensional: '

i =(f, £, ... [, 0,0,...)

de IN*. Las distribuciones a estudiar estaran definidas en este ul-
timo espacio. Este vector aleatorio es pues a valores discretos, y
mide el namero de puntos fijos sobre las clases laterales genera-
das por (n).

El objeto del presente trabajo es estudiar el comportamiento
limite de las distribuciones con respecto a p,, de los vectores
aleatorios(f, f3, ..., f;). Para este objeto definimos P, como la
distribucion en N del vector aleatorio fim: P, = p, o (fim)-!, (es
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decir P,(g) = pa(g(fM)) para toda funciéon acotada medible g).
Denotamos por P(1) la ley de Poisson de parametro 1, Pe(1) el k-
ésimo producto de estas leyes (definido en IN¥), P*(1) su producto
infinito (ley en N*). El resultado fundamental es:

TEOREMA DE CONVERGENCIA. P, converge aP®(1) cuando
n — «, en el sentido de convergencia débil de medidas enN™. .

Notese que tomando k = 1 se deduce en particular que las leyes
marginales unidimensionales convergen a P(1), que es exacta-
mente lo anotado anteriormente para las leyes de fi. Aunque el
resultado para estas leyes unidimensionales es inmediato, no lo es
asi para la sucesion P,. En efecto para todo n las variables pro-
yeccion (x;) en N” no son independientes, pues por la misma
definicién de Py

P(X; +... +Xp=n) =1

mientras que seglin el teorema éstas resultan ser independientes
y equidistribuidas en el limite.

§2. Lemas auxiliares

A efecto de establecer el teorema de convergencia utilizare-
mos propiedades particulares de las leyes P®%(1). Las menciona-
mos explicitamente pues algunas de ellas no aparecen asi en la
literatura revisada por el autor. Denotaremos por P(1; x") el
n-ésimo momento de la ley P(1):

PROPIEDADES

(a) P(1; x") = Z; .x<n S(n, k), donde S(n, k) denota el numero
de Stirling de segunda especie.

(b) Z, .oP(1; x) t"/n! = exp(et - 1), para todo t.

(c) La ley P(1) esta caracterizada por sus momentos
(cualquier ley cuyos momentos coinciden con los de P(1) debe
coincidir con P(1)).
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(a) y (b) son resultados conocidos sobre los nameros de Stir-
ling y los nimeros de Bell ([1], pag. 45 por ejemplo). El resultado
de (c¢) es una consecuencia inmediata de los anteriores, pues de la
convergencia de la serie potencial en (b) se deduce la de la serie
2,.0P(1; x") t/n!, que define el laplaciano de P(1) y de ahi la
conclusion (ver [3], cap. VII, para mas detalles sobre este pro-
blema).

LEMA 1. Sea (Qn)nen una sucesion de probabilidades en IN
cuyos momentos de todos los ordenes convergen a los de P®(1).
Entonces (Q,)nen converge débilmente a PeX1).

Demostracion. Si los momentos de todos los 6rdenes de una
sucesion de probabilidades en Nk convergen a los de una proba-
bilidad Q, caracterizada por sus momentos, entonces hay conver-
gencia débil (ver [3], pag. 269). Concluimos entonces de esto y de
la propiedad (c¢). ®m

Utilizaremos de ahora en adelante la féormula cldsica de in-
clusion-exclusion: dados p subconjuntos Ay, ..., A, de un conjunto
finito tenemos:

Ail‘ZIs i|<izspIAi1 Ai2|+...+('1)p-]|A1 .._Apl (1)

IAl U...UAp|=2|s isp

Denotemos por [X],, p € N, el polinomio factorial de grado p:
Xlp=x(x-1)...(x-(p-1))/p!

y para n = p, sea By[n] la familia de subconjuntos de p elementos
de {1, ..., n}. Dados enteros 4, ... 4, denotamos By, ... 5= Byn] ®...®

B ,p[n], familia del p-producto cartesiano del conjunto potencia de
{1, ..., n}. La cardinalidad de By, ..., 4, €S pues [n] 4... [n],p.

Identifiquemos ahora el conjunto {1, ... n} con el grupo de
congruencias Z,: i — i (mod n). Definimos la adiciéon de conjuntos
mediante esta identificacion: A + £ = {a + £ (mod n), a € A}. Para
cada p = n, la aplicacion en By[n]: A - A + £, es claramente biyec-
tiva.
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Sea 8 = (sjj), una matriz de dimensién p con valores en Z,. De-
finimos la familia C(S) de By, s By

C(8) = {(A, ..., Ap) EBy,, .., 4" V(i,j)i .; Ay Aj+ sjj son disjuntos y
A;, Aj son disjuntos} cuyos elementos llamaremos S-compatibles
enB, . ¢

LEMA 2.1C8) | =nZ4/4! ... 4] +O(n¥41),
Demostracion. Introduciendo los conjuntos (para i =j):

CE)) = {(A), ..., Ap) EBy,, .., P A;, Aj + s;j son disjuntos y A;, A;
son disjuntos}

podemos escribir:
|C@® =M 12icj «p CE) 0]

de tal manera que:

|c®)|=|Bn.....4] -

UW|

I<si<jsp
donde el complemento se toma con respecto a By, | £y Como
Bar.... 4] = [0 |0 g, = T4/ 4 1. £t +O(n T4 1)

Basta mostrar que
| U C(S)“'”l es On=4-1),
Ilsi<jsp
Usando la formula (1) para
'I<i<jsp i

obtenemos una expresidén cuyos términos son de la forma

| N e s

donde A recorre los subconjuntos {1, ..., p}®’. Siendo el namero de
términos independiente de n, basta demostrar que cada uno de
ellos es de la forma O(n%%-!). Cada término esta acotado por un
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IC(S)“’DI. Por otra parte C(S)(i'” es unién de dos conjuntos de la
forma Bhi:

i, j . )
B J={(A, yen Ap) EByy 4 ¢ A, Aj tienen un punto en comin)

b -
y basta entonces demostrar la relacion |B )|= O(n%"" 1), Para esto

denotamos:
B"'(K) = {(Ar, ..., Ap) EByy, 5 tKEA, KEAL
Entonces B"’ = Ul ken B" (k). Aplicamos la férmula (1) a lBi' il. Los

términos que aparecen son de la forma (1 < s < n):

|B" (k1) ... B*l(ks)| (2)

1sKi<k2<...<ks=n

Es claro que este términoes O sis> 40s> 4y bor lo tanto el nu-
mero de términos de la expansidon no puede exceder min(4;, 4).
En el caso contrario tendremos que (Ay, ..., A;) € Bh(k;) ... Bv(ky) si
y solo si

(i, K C ALY (Kpy e k) C A

Entonces s elementos de A; y de A; estan fijos y el resto de los 4 - s
de A, (resp. 4 - s de A)) varian en un conjunto de n - s elementos.
Se deduce que

8" (k1) ... B k)| =11 - sla-sn - sl T 01

expresion que no depende de los ki, ..., K. Puesto que la suma (2)
se extiende a todos los s-conjuntos de {1, ..., n}, su valor es :

[nk[n - Slg-s[n - slg-s [To.i;00a
que es el valor en n del producto de polinomios factoriales,
siendo el grado:
s+ (8i-s)+(4-95) + 2,4 =2 & -5
Sumando sobre s obtenemos entonces el valor en n de un poli-

nomio de grado % & - 1. Por lo tanto [B"}]= 0(n%%"1), lo que acaba
la demostracion. m
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Sean i <...ip y 4, ..., 4, enteros. Dados (Ap, ..., Ap) € Ba,.... 40 de-
finimos el conjunto de S;:

M(AlL, ..., Ap) = {u) € Sa : A C {puntos fijos de nlw},j=1,..., p}

Sea § la matriz de entradas s;; = ij - ij.

LEMA 3. Si (A, ..., Ap) esS-compatible en By, ..ty ademads
n > 3; 4, entonces:

M(A1,...,A,,)|=(n -zi,a)!

Yy es cero de otra manera.
Demostracion. Las condiciones que definen a M(Ay, ..., Ap):

A;C {puntos fijos de xw}, j=1,...,p (3)

equivalen evidentemente a fijar los valores de o en los conjuntos
A, ..., A,. Por lo tanto cualquier permutacién que verifique (3) se
identifica con una permutacién de n - X 4 elementos, y recipro-
camente, de donde se sigue que el valor de la cardinalidad cuando
M(A,, ..., Ap) no es vacio y se cumple n > Z; 4.

Para establecer la condicién de compatibilidad, observamos
primero que siendo los conjuntos.de puntos fijos de diferentes
al o disjuntos es necesario que los A; sean disjuntos dos a dos.
Bajo esta condicién es también necesario que las imagenes de los
Aj sean disjuntas. Pero si k es punto fijo de n o, su imagen bajo w
debe ser =-i(k), y por lo tanto w(A;) = = -#(A;). Las dos condiciones
anteriores resultan ser también suficientes para que se de (3), o
sea equivalen a:

AAy=0,j=i yai(A) = T(A) =0,j=] (4)

Pero n"%(A)) % "(A;) = @ equivale a Aj- 21"¥)(A;) = 6. Como ademas
2" 5(Ap) = Ay + (i - i), deducimos que las condiciones (4) equiva-
len a que (A, ..., A;) sea S-compatible en By, ., 4, para 8 definida
en el enunciado. m
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§3. Demostracion del teorema de convergencia

Dada la caracterizaciéon de la convergencia débil de medidas
en IN®, el resultado del teorema puede enunciarse en términos de
convergencia débil de leyes finito-dimensionales: P, converge a
P(1)= si para todo (t;, ty, ..., ty) en N, las medidas Py, ° ay 10, ... 00
incluidas en INX por las proyecciones canénicas convergen a
Pek(1) (ver [2]). Denotando siempre por x; las proyecciones ca-
nonicas de N®, basta demostrar, segin el Lema 1 del §1, que las
potencias de P, de todos los 6rdenes convergen a las potencias
respectivas de P*(1). Esto significa, dados i, <... <i, y ny, ..., np en-
teros, estudiar el limite de

En[(%)™ . (%i)"]

cuando n — «. Podemos suponer entonces que n > nj + ... + Ny,

Usando la relaéién P, = ppe (f(M)-1 escribimos:
En[(%)™ oer (%)) = Bpa (B )™ o0 (£:,)™]
Para cada i expresamos f; de la siguiente manera:
filfw) =21< ken Lk esun punto fijo de nloi
Calculemos (f;)m.
()™ =2 ks, oo ke € 11, .o 1K1, ooy ke 500 puntos fijos de o}
=31sjsm (M, j) j! Zaeq, ... n},1a1=j A€ (puntos fijos de abwlt

En el dltimo paso se usé el hecho de que el numero de sobre-
yecciones de {1, ..., m} en {1, ..., j} es S(m, j) j!, donde S(m, j) es el
numero de Stirling de segunda especie ([1], pag. 39). Siendo asi,
podemos escribir:
()" (€)= 212 ey SO, A1) oo S0y £) Al £V E (A eeey £p)
donde

>X (II 3 eeey '(p) = E(Al. v Ap) 1A= 6,i= 1, .., p I(M(Al 3 ceey Ap))
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y donde I(M(A,, ..., Ap)) = funcién indicadora de M(Ay, ..., Ap),
siendo M(Ay, ..., Ap) como en el Lema 3.

Aplicando el Lema 3 y el supuesto de que n > n; + ... + N, calcu-
lamos la esperanza con respecto a p, de Z(¢1, ..., fp):

Ep"[z ..., "P)] = 2 (A1, Ap) Il = 1= 1, s EPr[I(M(Al y +eey Ap) )]

= SUAL - Ap), 1Al = i = 1, ..., P (n “Zi f_i_)! (3)
(A1, ..., Ap) 8- compatible n!
_(n -3 el)!
nt |ces)|

siendo IC(8)| como en el Lema 2.
Finalmente tomamos la esperanza de (f;,)"" ...(f;,)"™:
Ep,,[(fil )"1.,(&’)“"] -3 :'i':r;'fs( ni,f)..S(np,f) &1!.. 4! Ep,,[z(el yoesfp) ]
(n— Em]!
n! |C(8)

= 211‘ '|_ “;IS(H] ,[l) ..S(np,fp) Zl!..lp!
<is

(en esta ultima expresiéon IC(8)| depende en realidad de 41,...,4p).

Segun el Lema 2, IC(8) | = n&4/¢y), ... ¢!, + O(n%i4-1) y como

—A!Tes [n], cuyo grado es 3; ¢i, obtenemos:
(f,l -Zi4if!

Epn[(fn J .. (fip)np] = Zl<tsnS(n1,41) ... S(ap,tp) + O(1/n)
=TCi-1,... p(zi =1, ,,S(ni,j))+ O(1/n)

y esta expresién es igual, segin propiedad (a) de §i, a

63



LOBO

Ty P(L;X")+0(1/n) =B (1; X1 ... X™) + O(1/n)
lo que demuestra que:

Ea[(x)"" oo 060" — P71 X1 x) .

n— oo

§4. Estudio de la ley del namero de desarreglos en las
clases de (x)

Consideremos la variable aleatoria en S, del numero de desa-
rreglos en una clase de (x):

D,(w) =1 §i, 1sisn:f(w) =0}

Podemos establecer ciertas propiedades generales referentes
a las leyes de los D,,.

PROPOSICION 1. p,(D, = 1) = 1/(n - 1)! para todo n. Las pro-
babilidades py(D, = q) son nulas en los siguientes casos:

(a) n par, q = 0

(b) n impar,q =1

(¢) n primo,q=n-2

Demostracion. Sea o en S, tal que D,(w) = 1. Esto se cumple
si y sélo si un elemento en la clase (z)o es la permutacién identi-
dad, lo que significa que w debe ser un elemento de (x). Como | (x}) |
= n, se demuestra la primera asercion.

Identificamos {1, ..., n} con el grupo de congruencias Z,, con lo
cual los elementos del grupo ciclico (x) se identifican con las
translaciones: ni(a) = a + j. Sea  una permutacion. Entonces se
puede decir que i es un punto fijo de ni(w) si y solo si j = -xi(w(i)),
lo que se deduce de las relaciones:

do@) =ieod+j=ie o -i=-je j=-1Yo().

De lo anterior se infiere que:
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j:fixr 0} =f{-n"Yw(i),i€Z}. (S)
Por otra parte tenemos:
T -n {w (i) = Zii - Zjo(i) = 0 mod(n). (6)

D, es entonces la cardinalidad de {j : f # 0}. El resultado de la
proposicion se obtiene facilmente de estas relaciones:

(a) Si para algun o se tuviera Dy(w) = 0, entonces (5) implica
que

f-ni(w(i), i€ Zy} = Z,
por lo que:
2 -n'i(m(i)_) = i = n(n+ 1)/2 (mod n).
Pero si n es par, n(n + 1)/2 = n/2 = 0 mod (n), y la daltima relacién
seria incompatible con (6).

(b) Supongamos ahora que Dp(w) =1. Considerando un
elemento en la clase (x)w, podemos suponer que {j: f=0} =Z, - {0}.
Siendo asi, sea q = O, unico en Z, tal que I{i :-n N w (i) = q}|=2. En-
tonces de (5):

Zi-wiw@d) = Ziay,...n1i+q=2;i+q =n(n+ 1)/2 + q mod (n).
Si n es impar, n(n + 1)/2 = 0 mod(n), y la relacién anterior es in-

compatible con (6). )
(c) Si Dy(w)= n2sean p, q en Z,, p # q, tales que

{i:fj=0}=1{p,ql.

Considerando un elemento en la clase (x)w, podemos suponer p =
0, q = 0. Entonces existe un entero m tal que:

2 - (o(i)) = mq mod(n).

La relacién (6) implica que mq = O mod(n); pero si n es primo, la
relacién mq = O mod(n) sélo puede darse si q = 0, pues Z, es un
campo, y esto contradice la escogencia de q. B

El teorema de convergencia puede ser aprovechado para es-
tudiar la convergencia de las leyes de D,. Esto significa estudiar
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en N® el comportamiento asintético de las leyes con respecto a P,
en N* de las variables:

Dn((xdien) =|{i, 1 =i=n:x=0}}

Pero bajo P®(1), las proyecciones canénicas son independientes
y equidistribuidas segun P(1), y por lo tanto D, sigue la ley bi-
nomial de parametros n, e'!, Podemos aplicar entonces el teorema
del limite central conjuntamente con la convergencia débil de
las leyes P, hacia P*(1) para deducir:

COROLARIO 1.

\ b
lim lim Py[_Dh-nel! _p =I é_exp('_’é_)dx,
n —o0 k—00 ve-l(l_e-l)n fzn 2
Pasando las medidas p, en S,, podemos traducir el resultado
anterior diciendo: para a < b, n y k suficientemente grandes, el
efectivo total de permutaciones en S, tales que

a /e‘I(l-e'I) <D el ¢ el(1-el)
n K n

es aproximadamente n! (¢(b) - ¢(a)), donde ¢ designa la distribu-
cién normal de media O y varianza 1.

El resultado anterior puede ser de interés para efectos de una
aproximacion "aleatoria" del numero 1/e. En efecto, para n y k
suficientemente grandes, Dy /k, el promedio ponderado parcial
del namero de desarreglos en una clase de (x) estaria proximo a
1/e con una probabilidad muy grande. Esto parece ser mas venta-
joso que emplear el resultado clasico: p, (o es desarreglo) ~1/e,
pues se requeriria con esto simular en S, una sucesion finita de
tamano N de permutaciones independientes y calcular para ellas
el promedio ponderado del numero de desarreglos, con un N ge-
neralmente muy grande dado que la sucesion generada es bino-
mial de parametro ~ 1/e.
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