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SULLA MISURABILITÀ DELLA FAMIGLIA DI TERNE DI 
RETTE CONCORRENTI NELLO SPAZIO AFFINE A3

di

Giulio Santoro

SO M M ARIO . Si dimostra il teorema: la famiglia delle teme di rette con­

correnti nello spazio affine A 3 è non misurabile.

§1 . In trod u zion e.

Sia Gr un gruppo di trasformazioni di Lie ad r parametri di 
equazioni

Yi = fi(x!,... ,Xn; a i , a , - ) ,  ( i= l , . . . ,n )  (a)

che portano un punto A (x i,..., xn) in un punto A '(y i,..., yn) di uno 
spazio Xn ad n dimensioni, essendo ai, ..., ar parametri ed fj fun­
zioni analitiche.

Come è noto, una funzione <l>(xi, ...,xn) è detta invariante inte­
grale di Gr se risulta

... <l>(xi,...,xn) d x i,...,d xn= ... <J>(yi,...,yn) d y i,...,d y n
. Ax J JAy J

per ogni insieme di punti Ax c  Xn per il quale ha senso l'inte­
grale.

Affinchè una funzione <P sia invariante integrale di un Gr, è 
necessario [1] e sufficiente [5] che essa sia soluzione non nulla
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del sistema seguente (detto sistema di Deltheil ):

|  J _ ( i U ) = 0 ,  ( h - l , . . . , r ) ,
i .  i M i

dove

S h - ( ^ )
\dah/o

sono i coefficienti delle trasformazioni infinitesime di Gr.

Un gruppo Gr si dice [6] misurabile se ammette un invariante 
integrale unico, a meno di costanti moltiplicative.
Sia data in Xn una famiglia ^ q di varietà Vp di dimensione p de­
finita dalle equazioni:

Fj(^i » •••>Xjj, etj,««., Oq) = 0 , (j = 1 , n - p ), (b)

essendo a i , a q  parametri ed Fj funzioni analitiche.
L'insieme di tutte le trasformazioni continue T di coordinate di 

Xn, che lasciano globalmente invariante ^ q, forma [5] un gruppo 
§ di Ile.

L'insieme delle trasformazioni S e  g , che mutano in sè ogni 
varietà Vp e  forma [5] un gruppo g che è un sottogruppo in­
variante di §.

Il gruppo quoziente G = § /g ,  che ha la proprietà di lasciare 
globalm ente invariante ^ q, senza contenere trasform azioni 
(oltre a quella identica) che lascino invariante ogni Vp e  
dicesi [5] gruppo massimo di invarianza di e i suoi sottogruppi 
gruppi di invarianza.

Sia Gr, definito dalle (a), un gruppo di invarianza della  
famiglia definita dalle (b).

Applicando Gr alla 3^ si ottiene la varietà

F,(yi » •••»Yn» Pi > •••»Pq) = (j = •••> n  ~ p )y

con

Pk = gk(c*i,..., acj; a i , ar) y (k= 1 ,..., q). (c)

Le trasformazioni (c) formano [5] un gruppo Hr isomorfo a Gr,

4 0



detto gruppo associato a Gr rispetto a Vq.

Se Hr è misurabile, 4>(a!,..., oq) essendo il suo unico invariante 
integrale, allora l'espressione differenziale

¡ ^ ( a i a q) | da j  A... A d a q

dicesi [6] misura elementare della famiglia ^ q, definita dalle (b).
Una famiglia di varietà può ammettere diversi gruppi di inva­

rianza, epperò può ammettere diverse misure.
Una famiglia di varietà dicesi [6] misurabile se ammette una 

misura unica.
Circa la misurabilità di una famiglia di varietà, sussistono i se­

guenti teoremi (detti prima e seconda condizione di Stoka):

Prima Condizione [6]: se Hr, associato al gruppo massimo di in­
varianza, è misurabile, la famiglia è mi­
surabile.

Seconda condizione [7]: se Hr non è misurabile, mentre due suoi
sottogruppi sono misurabili ed hanno 
diversa misura, allora la famiglia è non 
m isurabile.

Per ulteriori dettagli vedasi [6].

§ 2 . S u lla  m isu ra b ilità  d e lla  fam ig lia  d i te rn e  d i r e t te  
c o n c o rre n ti  n e llo  sp az io  a ffin e  A3.

Scopo di questa nota è dimostrare il seguente teorema: la fa­
miglia delle tem e di rette concorrenti nello spazio affine A3 è 
non misurabile.

Sia A3 lo spazio affine riferito ad un sistema cartesiano orto­
gonale Oxyz. Si consideri in questo spazio la famiglia delle tem e  
di rette concorrenti, Gì, G2, G3, cioè tali che sia Gx fi G2 fì G3 = 
P(a, b, c).

SULLA MISURABIUTA’ DELLA
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Se
X = pjZ + Tj
y = Qiz + Sj , i = 1, 2, 3

sono le equazioni di tre rette generiche, per l'ipotesi G! fi G2 fi G3 
= P(a, b, c) esse diventano:

e danno le  equazioni della famiglia di varietà.
Lo spazio dei parametri è uno spazio di dimensione 9 di coordi­

nate: a, b, c, pi, p2, p3, qi, q2, Q3-
Il gruppo massim o di invarianza di questa fam iglia è il 

gruppo affine di equazioni:

Applicando alla famiglia (1) il gruppo (2 ), si ottiene la varietà:

x = pjz + a - pjC 
y = qiZ + b - qjC

( 1)

x = a 1 x' + a 2y' + a 3z' + a 4
( 2 )

con

a l «2 «3

Pi &2 03 * 

Y i Y 2 Y 3

x' = p'jZ' + a' - p'jC' 
y' = q'jz' + b' - q'jC'

, i = 1, 2, 3 ( ! ')

dove è

a' = A(G - C) : (A - E) +C ; b' = B(G - C) : (A - E) +D;

(3)
A - E

p'i = A; p '2 =E ; p '3 =H; q'i = B; q'2 = F ;q '3 =1

con
A = [(p3 - qiY3)(«2 “ P 1Y2) “ («3 _ Pi Y3MP2- Q1Y2)] •
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• [(«1 " PlYl)(p2 ‘ Q1Y2) " (Pi " QlYl)(a 2" P 1Y2)]
B = [(P3 " QlY3)(«l " Q1Y2) " («3 ‘ Pi Y3)(Pi“ QlY2)] •

: [(02 - PiY2)(Pi " QlYl) " (P2 " QlY2)(a r  Q1Y1 )]
C = [(a - P ie  + P1Y4 - a 4)(p2 - qiY2) - (b  - qiC + q m  - P4)(«2‘ P 1Y2) ]:

• [(«1 ■ P 1Y1 )(P2 ■ qiY2) ■ (Pi ■ QlYl)(«2 ■ P 1Y2)]
D = [(a - P ie  + P 1Y4 - «4)(Pi - qiYi) - (b - q ic  + q m  - P 4)(«r QiYi)] :

: [(a2 - piY2)(Pl ■ qiYl) “ (p2 ■ QlY2)(«l" Q1Y1 )]
E = [(p3 " QlY3)(a 2 " P 1Y2) " («3 “ Pi Y3)(P2 “ Q1Y2)] :

• [ ( « 1  _ P 1 Y 1 K P 2  “ Q1Y2) “ (Pi _ q i Y l ) ( « 2  '  P 1 Y 2 ) ]
F = [(P3 - Q2Y3)(«1 * Q2Yl) - («3 - P2 Y3)(Pl-Q2Yl)]:

: [(a2 - P2Y2KP1 - Q2Y1 ) - (P2 - Q2Y2) ( « r  Q2Y1 )]
G = [(a - p2c + P2Y4 " «4)(p2- Q2V2) - (b - q 2c + q2y4 - p4)(ct2- P2Y2)] :

: [(«! - P2YI)(p2 - Q2Y2) - (Pi - q 2 Y l ) ( « 2 -  P2Y2)]
H = [(p3 ■ Q3Y3)(«2 ■ P3Y2) ■ («3 ■ P 3 Y3)(p2“ q 3Y2)]:

: [(«i - PiYi)(p2 - q3Y2) - (Pi - q3Yi)(«2- P 3Y2)]
I = t(p3 ~ q3Y3)(«l '  Q3Yl) * («3 - P3 Y3)(Pr Q3Yl)] i

• [(«2 " P3Y2)(Pl " Q3Yl ) " (p2 “ q3Y2)(«r Q3Yl)] .

Le (3)  rap p resen tan o  le  eq u a z io n i d e l gruppo a ssocia to  n e llo  
spazio  d e i param etri d ella  fam iglia  (1) al gruppo m assim o d i in ­
varianza (2).

I coeffic ien ti d e lle  trasform azioni in fin itesim e del gruppo (3) 
son o  raccolti n e lla  seg u en te  tab ella  d o v e  L = p] - qj e gli spazi 
rap p resen tan o  zeri:

i i: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 1 12
1 - a -b -c - 1
2 - a - b - c - 1 - aL - bL - cL - L
3 - a - b - c - 1
4 -Pi -qi - 1

2
Pi PiQi Pi

5 -P2 -q2 - 1 P2 P2q2 P2
6 “P3 -Q3 - 1 P3 P3Q3 P3
7 -Pi -qi - 1 PiQi

2
Qi qi

8 “P2 -q2 - 1 P202 02
9 -P3 -Q3 - 1 P3Q3 Q3 03
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Il corrispondente sistema di Deltheil ha quali prima, quinta e 
nona equazione rispettivamente le seguenti:

J  p.É!L=-4<S>, J q j Ì Ì .=  -44), j / p j ^ + q j ^ - U - S O ,
^  api aPi aq j

le quali implicano - 8<l> = - 5<l>, ossia
4> = 0 . (4)

Pertanto il gruppo (3) non è misurabile, epperò la famiglia (1) 
può risultare misurabile o no.

Si consideri allora la trasformazione
/ X =  a 1Xl + a 2y I + a 3z '

| y  = p1 x* + p2y’ + p3z' ' (2 ’)

\ z = Y 1 X1 + Y 2 y ’ + Y 3 z ’

che è un sottogruppo di (2 ).

Applicando alla famiglia (1) il sottogruppo (2’), si otterranno 
le equazioni del sottogruppo (3 ’), identiche a quelle del gruppo 
(3), salvo quanto concerne le condizioni

0 4  =  p4  =  Y4  =  0 .

I coefficienti delle trasformazioni infinitesime del gruppo (3 ’) si 
ricaveranno da quelli del gruppo (3), sopprimendo le colonne 4a, 
8a, 12a.

Il sistema di Deltheil corrispondente sarà quindi:

'  a ” L + 2 p i Ì Ì - = b Ì Ì .  + 2 q 1^ = - 4 f l >
aa apj ab aqj

b — + 2 q i  — = c  — + 2  —  = a — + 2 p i  — = c — + 2  — = 0  
ab a ^  aa a ^  ab ^  ab aqj

- a Ì L ^ + ^ j  + Spi2 ^ + 2  PAi— =-32Pì<i>
\ ab ac / apj aqj

- b ( l  — + — | + Z p ,q i - ^ -  + 2  q j ) 0
\ ab ac I apj aq}

- c f L ^  + ̂ - l  + S P i— + 2  q ii*L=-5<I>
ab ac I apj aqj
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dove L = pi - qi ed i = 1, 2, 3.

Integrando questo sistema, si ottiene, k essendo una constante 
moltiplicativa ed i = 1, 2, 3, la soluzione

<D=kM
a2M - c 2  p?Mi  

abM - c 2  PiqiMi

abM - c 2  PiqiMi 

b2M - c 2  q 2Mi
con

P i Qi 1 a b c
M = P 2 <12 1 , M1 = P 2 Q2 1

P3 <13 1 P 3  ^ 3  1

Pi Qi 1 Pi Ql 1
m 2 = a b c , m3 = P2 <12 1

P 3  O 3  1
a b c

Pertanto il sottogruppo (31) è misurabile. 

Si consideri ora la trasformazione

i  

i
X =  a  j X  +  a 2 y  +  «4
y = PjX' + p2y' + P4 con a x p2 - a 2Pi = 1 ,

Z = YiX’ + Y2y , + Y 3 z , + Y4 

che è un sottogruppo di (2 ).

(4 ’)

( 2")

Aplicando alla famiglia (1) il sottogruppo (2"), si otterranno 
le equazioni del sottogruppo (3"), identiche a quelle del gruppo
(3), salvo quanto concerne le condizioni

«3 = 03 = 0  e d  ai02 " 0201 = 1*

I coefficienti delle trasformazioni infinitesime del sottogruppo 
(3") si ricaveranno da quelli del gruppo (3), sopprimendo le co­
lonne I a, 3 a, 7 a; mentre la colonna 6a si muterà nella seguente:

| i = a ;

= P3 ;

l 2 = -b ; 

?7 = -Qi ;

Ù = o \
6

;8 = "02 J
Ì4 = P li

Ì 9  =  “ 0 3  •

Ì5= P 2 ,*

45



SANTORO

Il sistema di Deltheil corrispondente sarà quindi:

M> 'C  „  d<t> v / ^ M >  „  ¿KI> \ ¿Kt> cKI> cKP2  q . _  = 2  Pi —  = I lp > —  - Pi ——I = £ ^ . = ^ = ^ = 0  
api aq4 \ ¿>Pi dqj oa db oc

2 (p' l r + Piqifr )=' 32Pl<I>\ aP i dQil

Z  Ipiqi —  + q 2 — I = (L - 3 2  qO O
api " dq,

2 Ìp i ^ + q i ^ - )  = - 5 *  
l 5Pi dQil

dove L = p r  qi ed i = 1, 2, 3.

Integrando questo sistema, si ottiene, k essendo una costante 
moltiplicativa, la soluzione

Pi P 2 P3

Qi Qz ^3 
N, N2 N ,

essendo

N i  = P q i + piqiQ, dove i = 1, 2, 3,

(4")

Pi V i P i P i p l P 3
p = Qi Q2 q.s Qi Q 2 <13

P? P 2 P i P i Ql ~ P 2^2 - P 3 %

Pertanto il sottogruppo (3") è misurabile, e la sua misura è di­
versa da quella di (31), essendo (4") * (4’).

Ricapitolando: il gruppo (3) non è misurabile, ma due suoi 
sottogruppi, (3’) e (3"), sono misurabili ed hanno misure diverse. 
Pertanto, stante la seconda condizione di Stoka, si conclude con il 
teorema: la famiglia delle terne di rette concorrenti nello spazio 
affine A3 è non misurabile.
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	.Ax J	JAy J

	| J_(iU)=0, (h-l,...,r),

	Sh-(^)

	•	[(«1 " PlYl)(p2 ‘ Q1Y2) " (Pi " QlYl)(a2" P1Y2)]

	•	[(«1 ■ P1Y1 )(P2 ■ qiY2) ■ (Pi ■ QlYl)(«2 ■ P1Y2)]



	2(p'lr+ Piqifr)='32Pl<I>

	2Ìpi^+qi^-) = -5 * l 5Pi dQil



