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SULLA MISURABILITA DELLA FAMIGLIA DI TERNE DI
RETTE CONCORRENTI NELLO SPAZIO AFFINE Aj;

di

Giulio Santoro

SOMMARIO. Si dimostra il teorema: la famiglia delle terne di rette con-

cormrenti nello spazio affine A3 ¢ non misurabile.
§1. Introduzione.

Sia G, un gruppo di trasformazioni di Lie ad r parametri di
equazioni

yi=fi(X1, ., Xy a1, 000 &), (i=1,..,n) (a)

che portano un punto A(xj, ..., X;) in un punto A'(y1, ..., ¥) di uno

spazio X, ad n dimensioni, essendo ay, ..., a, parametri ed f; fun-

zioni analitiche.
Come ¢ noto, una funzione ®(x;, ...,X;) € detta invariante inte-

graledi G, se risulta

[ D(X1, o0, Xp) AX1, eee, dXp = ( jf O(Y1,e-Yn) dy¥1, ..., dyy

JAx .’ JAy

per ogni insieme di punti A, C X, per il quale ha senso l'inte-

grale,
Affinché una funzione @ sia invariante integrale di un G, &

necessario [1] e sufficiente [S] che essa sia soluzione non nulla
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del sistema seguente (detto sistema di Deltheil):

Z—(Ehrb) =0, (h=1,...,1),
i=190
dove

(2]

sono i coefficienti delle trasformazioni infinitesime di G,.

Un gruppo G; si dice [6] misurabile se ammette un invariante
integrale unico, a meno di costanti moltiplicative.
Sia data in X; una famiglia ¥4 di varieta V, d1 dimensione p de-
finita dalle equazioni:

F,-(xl,...,xn;al,...,aq)=0, G=1,..,n-p), (b)

essendo aj, ..., og parametri ed F; funzioni analitiche.

L'insieme di tutte le trasformazioni continue T di coordinate di
Xn, che lasciano globalmente invariante %4, forma [5] un gruppo
g di Lie.

L'insieme delle trasformazioni S € §, che mutano in sé ogni
varieta V, € ¥4, forma [5] un gruppo g che € un sottogruppo in-
variante di §.

11 gruppo quoziente G = §/g, che ha la proprieta di lasciare
globalmente invariante ¥, senza contenere trasformazioni
(oltre a quella identica) che lascino invariante ogni Vp € ¥,
dicesi [5] gruppo massimo di invarianzadi %4 e i suoi sottogruppi
gruppi di invarianza.

Sia G, definito dalle (a), un gruppo di invarianza della
famiglia ¥, definita dalle (b).

Applicando G; alla ¥ si ottiene la varieta

Fj(y1’"')y11;ﬂ11'°'7ﬂq)=0! (j= 1! '")n-p)’
con |
Bx = gx(a1,...,0q; a1,..ar), (k=1,..,q). (c)

Le trasformazioni (c) formano [5] un gruppo H;, isomorfo a G,
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detto gruppo associato a G, rispetto a ¥.

Se H, é misurabile, ®(qay, ..., ag) essendo il suo unico invariante
integrale, allora l'espressione differenziale

ch(al,..., aq)ldal Ao ndag

dicesi [6] misura elementare della famiglia ¥, definita dalle (b).

Una famiglia di varieta pud ammettere diversi gruppi di inva-
rianza, epperd pud¢ ammettere diverse misure.

Una famiglia di varieta dicesi [6] misurabile se ammette una
nisura unica.

Circa la misurabilita di una famiglia di varieta, sussistono i se-
guenti teoremi (detti prima e seconda condizione di Stoka):

Prima Condizione [6]: se H,, associato al gruppo massimo di in-
varianza, € misurabile, la famiglia & mi-
surabile.

Seconda condizione [7]: se H, non & misurabile, mentre due suoi
sottogruppi sono misurabili ed hanno
diversa misura, allora la famiglia & non
misurabile.

Per ulteriori dettagli vedasi [6].

§2. Sulla misurabilita della famiglia di terne di rette
concorrenti nello spazio affine Aj.

Scopo di questa nota & dimostrare il seguente teorema: la fa-
miglia delle terne di rette concorrenti nello spazio affine Az &
non misurabile.

Sia A3 lo spazio affine riferito ad un sistema cartesiano orto-
gonale Oxyz. Si consideri in questo spazio la famiglia delle terne
di rette concorrenti, G;, G, G3, cioé tali che sia G N G; N G3 =
P(a, b, c).
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Se

X=pZ+T; . _
{ yoazis,i=123

sono le equazioni di tre rette generiche, per l'ipotesi G; N G, M G3
= P(a, b, c) esse diventano:
{ PERETATRC 121,23 (1)
y=q;z+b-qc

e danno le equazioni della famiglia di varieta.
Lo spazio dei parametri & uno spazio di dimensione 9 di coordi-

nate: a, b, ¢, py, P2, P3, d1, 42, 43
Il gruppo massimo di invarianza di questa famiglia é il
gruppo affine di equazioni:
X=X +0,¥ +a32' +ay,
Y= X +B,Y +B3Z +B, (2)
\ Z=y1X"+yY +v3Z' +yy4
con
@y oz €3
By B2 B3 |=0.
Y1 Yz Y3
Applicando alla famiglia (1) il gruppo (2), si ottiene la varieta:
{ =P AP g3 (1)
y'=qiz'+b' -q',c
dove e

J a'=AG-C):(A-E)+C; b'=B(G-C):(A - E) +D:

| ¢=G-C (3)
A-E
p'1=A; p2=E; p3=H; q'1=B; q¢2=F;q'3 =1

con
A = [(83 - q1v3)(a2 - P1v2) - (@3 - P1 v3)(B2- Qiv2)] ¢
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(@ - Pev)(B2 - qi1v2) - (B1 - qivi) (2~ P1v2)]
B = [(B3 - q1y3) (a1 - Q1v2) - (a3 - P1 v3)(B1- d1v2)] :
(o2 - Piv2)(B1 - Qiv1) - (B2 - div2)(eu- Qiv1)]

C=[(a-pic+ pivs - (B2 - q1v2) - (b-qi¢ + Qivs - Ba)(a2- P1v2) I

P [(ar - pivi)(B2 - Qiv2) - (B1 - Qivi)(e2 - P1v2)]

D=[(a-pic+ DPiva-a)(B1 - div1) - (b-q1C + Q1v4 - Ba) (- Qyy1)] ¢

: [(az - P1y2)(B1 - iv1) - (B2 - Qiv2)(ar- Quvi)]
E = [(B3 - Q1v3)(az - P1v2) - (a3 - P1 v3)(B2 - Qiv2)] ¢

(a1 - prvi)(B2 - div2) - (B1 - davi)(az - Piv2)]
F = [(B3 - Q2v3) (a1 - Qzv1) - (a3 - P2 v3)(B1- Qay1)]:

: [z - Pav2)(Br - Qav1) - (B2 - Quvz2)(as- Q2v1)]

G = [(a - p2C + Pyva - aa)(Bz - Qzv2) - (D - QuC + Qzvs - Pa)(az- P2v2)] ¢

(o - Pev1)) (B2 - Qzv2) - (B - Qzyvi)og- P2yv2)]
H = [(B3 - q3vs)(az - P3v2) - (a3 - D3 v3)(B2- Q3v2)]:

$ (o - P3v1) (B2 - Qsy2) - (B - Asvi) (e Psy2)]
I'=[(Bs - Qsys)(ar - Asv1) - (o3 - P3 y3)(B1- Qsv1)] ¢

Pz - p3v2) (B - Asv1) - (B2 - Qsvz) (- Asvi)]

Le (3) rappresentano le equazioni del gruppo associato nello
spazio dei parametri della famiglia (1) al gruppo massimo di in-

varianza (2).

I coefficienti delle trasformazioni infinitesime del gruppo (3)
sono raccolti nella seguente tabella dove L = p; - q; e gli spazi

rapprescntano zeri:

g |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
jjl1}l-a -b -c¢ -1
2 -a -b -¢ -1 -aL -bL -cL -1L
3 -a -b -c¢ -1
41-pp 1 -1 Pi PI&i P
S|-p2 Q@2 -1 pg P2 P2
6-p3 g3 -1 Ps Psa D
7 -1 1 -1 P11 q7i q -
8 P2 Q2 -1 PR 9@ @
9 Pz -q3 -1 P3dzs 43 @3
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Il corrispondente sistema di Deltheil ha quali prima, quinta e
nona equazione rispettivamente le seguenti:

zpla¢_-4 qu_=-4¢ Z(pl___+ql i)=_

le quali implicano - 8® = - 5@, ossia

® =0. (4)
Pertanto il gruppo (3) non & misurabile, eppero la famiglia (1)
puo risultare misurabile o no.

Si consideri allora la trasformazione
[ x=a ;X' +0,y" +a32'
y=pB X' +8,y + 832" (2')
l Z=y;X' +y,¥Y +v32

che & un sottogruppo di (2).

Applicando alla famiglia (1) il sottogruppo (2'), si otterranno
le equazioni del sottogruppo (3'), identiche a quelle del gruppo
(3), salvo quanto concerne le condizioni

ay=fs=y4=0.
I coefficienti delle trasformazioni infinitesime del gruppo (3') si
ricaveranno da quelli del gruppo (3), sopprimendo le colonne 4,
8%, 122 ;

Il sistema di Deltheil corrispondente sara quindi:

PN b 3q, 3 -
9a p'ap, ab a aq;
® ,5q, %2 cﬁ+2_-a_+2p,——c—+2 -0
ab apl oa ap; b aq; ob 0q;
{ -afLd® @), 55202 5 pq 2 --33po0 :
\ b ac bj api pQI aqi pl
b(L£+ﬂ+Zp,ql X ,35q2 2 - (L-32q)e
6(: pl aql
(L(ﬁ)—+£ +Epi§.(£'.+z qji']_q_)_=-5(b
i q;
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doveL=p;-q; ed i=1, 2, 3.

Integrando questo sistema, si ottiene, k essendo una constante
moltiplicativaed i = 1, 2, 3, la soluzione

IM - 'M;  abM-cZpiaiM
O=kM a Czpll Zpl(hi (4')

abM - ¢ T p\qiMi bM-c 2 qIM;

con
p; 9, 1 a b ¢
M=lp, 9, 1|, M=|p, q 1]
p; a3 1 p; g3 1
p; q; 1 Py 4 1
M=l a b ¢ | Mz=[{p; a; 1
p; q3 1 a b c

Pertanto il sottogruppo (3') € misurabile.

Si consideri ora la trasformazione
X=a1X'+a,y' +a,
y=8X"+By +B4 con a;fy - azf; =1, (2")
‘ Z=v1X +y,¥Y +y3Z +y4
che & un sottogruppo di (2).
Aplicando alla famiglia (1) il sottogruppo (2'"), si otterranno

le equazioni del sottogruppo (3'), identiche a quelle del gruppo
(3), salvo quanto concerne le condizioni

a3=P3=0 ed oyfz-ay=1..

I coefficienti delle trasformazioni infinitesime del sottogruppo
(3") si ricaveranno da quelli del gruppo (3), sopprimendo le co-
lonne 1% 33, 7% mentre la colonna 6* si mutera nella seguente:
6 6 6 6 6 -

E1=a; . E=-b; - E3=0; E4=D1; Es=D2;

6 6 6 6

E6 =DP3; E7=-1; Eg=-0z; Eo=-q3.
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Il sistema di Deltheil corrispondente sara quindi:

qu— Zp-— Efp—-CI.
ap, oq; T\'ap, g

ﬂ)_aq)_é)(b_ad) 0

}:(pfﬂwm‘?)-%zpl

E(p;q.—-«tq, }=(L‘3ZQi)¢
aq i

> =+ 0(1)):_5(1)
(p’ap. q'aqi

dovelL=p;-q; ed i=1,2,3.

Integrando questo sistema, si ottiene, k essendo una costante
moltiplicativa, la soluzione

Py P2 P3
®=Kld, q; q3 4'")
N, N; Nj
essendo
Ni=Pqf +piqiQ dove i=1,2,3,
Py P; D3 P o P3
P=1q, q; q;} Q=1 q, q; q;
Pf Pf P§ P14, -P29; -Pzq3

Pertanto il sottogruppo (3") é misurabile, e la sua misura & di-
versa da quella di (3'), essendo (4") = (4').

Ricapitolando: il gruppo (3) non & misurabile, ma due suoi
sottogruppi, (3') e (3"), sono misurabili ed hanno misure diverse.
Pertanto, stante la seconda condizione di Stoka, si conclude con il
teorema: la famiglia delle terne di rette concorrenti nello spazio
affine A3 € non misurabile.
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	.Ax J	JAy J

	| J_(iU)=0, (h-l,...,r),

	Sh-(^)

	•	[(«1 " PlYl)(p2 ‘ Q1Y2) " (Pi " QlYl)(a2" P1Y2)]

	•	[(«1 ■ P1Y1 )(P2 ■ qiY2) ■ (Pi ■ QlYl)(«2 ■ P1Y2)]



	2(p'lr+ Piqifr)='32Pl<I>

	2Ìpi^+qi^-) = -5 * l 5Pi dQil



