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SOBRE LOS ESPACIOS K-M*

por

José R. Morales

§1 . Introducción

A. R. Lovaglia, [2] inventó los espacios de Banach localmente 
uniformemente convexos, (LUR) en el año de 1955; K. Fan y I. 
Glicksberg, [1] en el mismo año introduce los espacios KR, que 
son una generalización de los espacios 2R introducidos por Smul- 
yan en 1939; en 1988, Nan Chao-Xun y Wang Jian-Hua [5] intro­
ducen los espacios L-KR que son una generalización de los espa­
cios LUR y KR.
El autor en [3] introduce los espacios K-M que son una generali­
zación de la propiedad (M) introducida por B. B. Panda y  O. P. Ka- 
poor, [4] y también conocida como (CL UR) denotada así por L. P. 
Vlasov, [6]. En este trabajo probamos que la propiedad (K-M) 
implica la propiedad (H), y en espacios estrictamente convexos la 
propiedad (K-M) implica L-KR.

§2 . Prelim inares

Sea (E, II . II) un espacio normado real. Por BE y SE denotamos la 
bola unitaria de E y  la esfera de E respectivamente.
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A continuación claremos las definiciones que usaremos más 
adelante.

DEFINICIÓN 1, [3]. Sea k a 1 un entero. Se dice que un 
espacio de Banach E satisface la propiedad (K-M) Si para cada 
x e  SE y cada sucesión {xn} en BE tales que

l im  i—^ r l l x + 2  X n J b 1
n i ......nk —> oo k + 1  j = i

entonces {xn} es compacto en BE.

DEFINICIÓN 2, [5]. Sea kü 1 un entero. Un espacio de 
Banach E se dice que es un espacio L-KR, si para cualquier 
sucesión {xnj en E y  x e  E tales que x e  Se

lim —L
k

n j ..... nk —*■ oo k +  1 ¡ = 1

entonces xn -*• x.

DEFINICIÓN 3. Un espacio de Banach E satisface la propie­
dad (H) si para todo x e  SE y (xn| en E tales que llxnll -* l y x „  ^ x  
entonces xn -> x.

DEFINICIÓN 4. Decimos que un espacio de Banach E es es­
trictamente convexo, (R) si para cada x, y e  SE tales II x + yll = 2 
entonces x = y.

DEFINICIÓN 5. Un espacio  de Banach E satisface la 
propiedad (S) si para cada sucesión {on| c  BI;* y x e  SE tales que 
0n(x) -* lf entonces {0n} es compacto en B^.

§3 Resultados

TEOREMA 1. Sea E un espacio de Banach con la propiedad
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(K-M). Entonces E satisface la propiedad (H).
Demostración. Sea {x„} una sucesión en E y  x e  SE tales que 

x „ ^ x y  llXnll -*■ 1. Sea 0 e  SE* tal que 0 (x) = 1. Sin pérdida de 
generalidad podemos asumir que x e  SE. Entonces,

k + l =  lim  0 | x +  £  Xnjlá lim  in f||0 ||||x+ £  Xn,||
n1......n* —> 00 \  i -  1 J n i .......—> oo i = l

s lim  sup||x+ £  XnJI
nj ......nk - > o o  11 i - 1  M

s; k + 1 .

Por tanto,

lim  ||x + Xn, + ... + Xnk|| = k + 1, 
ni,  ...,nk 00

y como E posee la propiedad (K-M) entonces {xn} posee una sub- 
sucesión convergente. Además cualquier subsucesión de {xn] 
tiene una subsucesión convergente. Esto nos muestra, en vista de 
x„ ^  x, que xn -» x. Así el teorema es probado. ■

De acuerdo a las respectivas definiciones no es difícil ver que 
L-KR implica la propiedad (K-M), y  el recíproco se cumple si le 
añadimos una condición más al espacio, en este sentido tenemos 
la siguiente caracterización.

TEOREMA 2. Sea  E un espacio de Banach estrictamente 
convexo, (R). Entonces E satisface la propiedad (K-M) si y  sólo si 
E es un espacio L-KR.

Dem ostración. Supongamos que E satisface la propiedad  
(K-M) y  queremos mostrar que E es un espacio L-KR. En efecto, 
sea x e S Fy sea |xn} una sucesión, en E tal que

lim  ¡|x+ £  x J U k + l  y  M ^ l .  
ni, ...,nk —> x  i = 1

Como E satisface la propiedad (K-M) entonces {xn} es compacto en
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Bn. En con secu en cia  ex iste  un  y  e  SE y  una su b su cesión  fx^} de  
{xn} tal que x n. -* y . O bviam ente ten em os que llx + kyll = k + 1, y  
por tanto llx + yll = 2, ya  que

||x + y|| = ||x + ky - (k - l)y ||

i  ||x + ky|| - (k - 1) ||y||

= (k + l ) - ( k - l )

= 2.

Ahora com o E es (R) e n to n c es  x = y . Esto n o s  m uestra  q u e  {xn| 
tiene un ún ico  p u n to  lím ite  x; por tan to  x n -* x, y  así hem os m os­
trado que E es un  espacio  L-KR. ■

TEOREMA 3 . Sea E un espacio de Banach. Si E* posee la 
propiedad (K-M), entonces E satisface la propiedad (S).

D e m o s t r a c ió n .  Sean x e  SE y  {on} una su c e sió n  e n  BE* y  
0n(x) -* 1. Por e l teorem a d e  Banach, existe 0o e  Sg* tal que 0q(x)
= 1. Así,

k + l =  lim  ( 0n, + . . .  + 0nic + 0o)(x) 
ni, ...,nk —> oo

s  l im  in f  ||0n! + . . .+  0nk + 0O|| ||x||
ni, ...,nk —> oo

s  lim  sup ||0n , + . . .  + 0nk + 0()||
ni, ...,nk —> oo 

s  k + 1,

por tanto,

l im  ||0n i + . . . + 0„k + 0O|| = k + 1.
ni......nk —>  oo

Com o E* tiene la prop ied ad  (K-M), en ton ces {0nI tiene u n a  subsu­
cesión  con vergen te . Esto nos m uestra  que E satisface la  prop iedad
(S). ■
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Ahora, si E* posee la propiedad (S), entonces E puede no satis­
facer la propiedad (K-M), ver [4]. ■
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	lim i—^rllx + 2 XnJb1

	= 2.

	s lim inf ||0n! + ...+ 0nk + 0O|| ||x||



