Revista Colombiana de Matematicas
Vol. XXVI (1992) pgs. 147 - 162

SOBRE EL PROBLEMA PARABOLICO PERIODICO
L[u] = f(x,t,u,Du)

por

Beatriz Elena Villa

ABSTRACT. Sufficient conditions are obtained for the existence of solutions of
the nonlinear periodic problem:
L{u} =f(x, t, u(x, t), Vu(x, )) on 2 x R
ux,t+T)=ux,)on Q xR, u=0 on 2 xR
where L is a second order uniformly parabolic differentital operator.

Introduccién

En este articulo probaremos un Teorema de comparacién para
las soluciones clasicas del problema parabélico:

lL[u] (x,0) =f(x, t, u(x, t), v,u(x,t)) en Q@ xR, 0.1
Iu(x,t+T)=u(x,t)enQx!R,u:OenaQxIR, ’

donde Q CRN(N = 1) es un dominio acotado, cuya frontera 9Q es
una variedad de clase C2+2, a€ (0, 1), L es un operador lineal uni-
formemente parabdlico en Q xR, T es un nimero real fijo. V,u es
el gradiente respecto a X y f es una funcién suficientemente re-
gular, definida en Q xR xR x RN,

Aplicaremos los resultados acerca de (0, 1) al estudio de la
existencia y unicidad de soluciones clasicas del problema:
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jL[u]a g(,u) +G(Vu) +h enQ xR
\ (0.2)

jux, t+T) =u(x,)enQ@ xR, u=0endQ xR,

donde h, g y G son funciones suficientemente regulares, cuyas
propiedades seran especificadas en esta misma seccion.

El problema (0, 1) ha sido estudiado, para el caso eliptico, por
S. I. Pohozaev [10], Amann y Crandall [2] y por Kazdan y Kramer
[5], entre otros.

El Teorema 1 de este articulo es el resultado que se conoce con
el nombre: Método de las Super y Subsoluciones para soluciones
periodicas. Este resultado aparece, sin demostracion en un arti-
culo de Ju S. Kolesov en 1966, [6]. En 1978, en [1], H. Amann de-
mostro este resultado utilizando la Teoria Abstracta de la ecuaciéon
no lineal de Evolucion. En este articulo se utilizan técnicas com-
pletamente distintas en su demostracion.

El problema (0.2) fue estudiado por Alan Lazer en [8], para el
caso G = 0. Nuestra meta es obtener un resultado similar al de La-

zer en [8].

Preliminares

En este articulo D denotara al conjunto Q x [0, T]. Se introdu-
cen los siguientes espacios de Banach sobre los reales: F = fu e
Cx “2(Q x [R) : u(x, t) es T-periddica en t}, con la norma

Zra 14D L R): u(x, t) es

D
e =lHle= 25y =[-l» E=tuec
T-periddica ent, u=0 en sQ xR}, con la norma

Pes2 6 «R): u(x, t+ T)

D
e =l += 1+« 25 <[Hl2+or Bi =tuec
=u(x,t) enQ xR u=0ensQxR}y
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SOBRE EL PROBLEMA ...

1+0,0/2

E; ={fueEueC (Q x R)}

o € (a, 1), con las respectivas normas :

Myl erinagy =M, 121,2, 4y2a v yama

Para mayor informacién acerca de estos espacios de funciones
ver [8] y [3].

Para una funcién u € C2 1( Q x [a, b} ), denotaremos con [juff?°
la norma:
-1/p

el2s f f [|u| 3 Il IDqu IDtuI]dxdt

paral <p<wx Dy= Q x [a, b]. La norma H " es la norma del espa-
cio de Sobolev Wp (DO) (ver [7], p.5).

Una solucién cldsica de (0, i), i = 1, 2, es una funciéon u €E, la
cual satisface (0, i).

En lo que sigue L denotari un operador de la forma:

N N

Lu]=Du-| > a;Dju+ ) biDiu +c0u}, (0.3)
iL,j=1 i=1

cuyos coeficientes ajj, b; y ¢o pertenecen alF, a;;=3;y s Oen

QxR

Los resultados de este articulo son validos si L es uniforme-
mente eliptico y las funciones involutivas en (0, 1) y (0, 2) son
independientes de t.

La funcién f(x, t, u, y) satisface las siguientes hipétesis:
(A;) f es T-periédica en t, es continua y tiene derivadas conti-
nuas con respecto a la variable y.
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(A;) f(,-,u,vy,...,vN) €F paratodo u, vy, ... , vwEF.
(A3) Existe una funcién € : R, —= R, tal que

2
f(x, t, u, y)|= T(r) (1 +|§7| ), si Jujsr.

La condicién (A;) se satisface por ejemplo, si f es Holder con-
tinua en t y x, y es localmente Lipschitziana en las variables u y

y.

Una Supersolucion de (0,1) es una funcién u € E, tal que:
L[u] = f(x, t, u, V4.u) en Q x [R. Una Subsolucion se define analo-
gamente, cambiando el sentido de la desigualdad.

Nuestro resultado principal sobre (0, 1) es el siguiente:

TEOREMA 1. (Teorema de comparacién). Supongamos que f
satisface (A)) - (A3) y que existen u y u, una supersolucion y
una subsolucion, respectivamente, de (0, 1) tales queu stu en
Q x R. Entonces (0, 1) admite una solucion u € [E, tal que:

ux, t) su(x, t) s u(x, ) en Q2 x R.

En la seccion 2 estudiamos el problema (0.2). Sobre las fun-

ciones h, g y G imponemos las siguientes condiciones:

(C)) Llafunciébnh e [F

(Cz) La funcién G: R" - R es no negativa, de clase C!, con la
restr1cc1on de crecimiento: |G(¥)|= C*(1 +|y| ), para todo
y eR" , C* es una constante positiva.

(C3) 1la funcxon g(x, ,u) : Q@ xMBxR—-Res T-peridodicaen t, g y
dg/ou son continuas y g(-, -, u) € F cuando u € [F. También
suponemos una condicion de tipo Kazdan-Warner:

lim sup g

§—>-00

____(x,st, s) < A < lim infg(x’sLs) (0.4)

s—>-m

donde A; es el valor propio principal del problema:
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SOBRE EL PROBLEMA _.
Lul]=Ay,u>0en Q xR, u e k. (Ref. [8], Teorema 1).

§1. En esta seccién probaremos el Teorema 1. En su demostracion
utilizaremos los Lemas 1.1 - 1.6. El Lema 1.1 se refiere al problema
lineal asociado a (0.1), ver [9], [12]. Posponemos la prueba de los
Lemas 1.2 - 1.6 hasta después de la del Teorema 1.

LEMA 1.1. Para cada v € F, existe una unica funcion vk tal
que L[u] = v en Q x R. Ademds existen dos constantes kK, >0y
k; > O tales que:

[lu]le = k; "L[u]"u:, paratodou ek (1.01)

luflct+o-o2 g0, 1 = k2 [LIu]]|-, para todoueE  (1.02)
(k; dependedec € (a, 1) ).

LEMA 1.2. Sifo(x, t, u,y) : Q@ xRxRxR' —R es una fun-
cion que satisface:
(B;) fy es T-periddica en t y acotada en su dominio.
(By) fol-,-,u, vy ..., W) EF para todo u,vy,..., weF,
entonces (0.1) admite una solucion u € E, para f reemplazada
por f,.

La condicién de ser f acotada en su dominio es muy exigente.
Mostraremos que las hipétesis (A1) - (A3) y la existencia de una
super y una subsolucién de (0.1), permiten restringir f a un do-
minio adecuado en el cual es acotada.

LEMA 1.3. Supongamos que f satisface (A1) - (A3) y que
existen U y u como en el Teorema 1. Sea u € E una squaon del
problema

Llu] = (-, -, pu, Vyu) en Q x R

donde el operador p: F — [F se define asi:
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_ [@x, 0 si ux, t)>T(x, 1)
p(u) (x,t) = {u(x, t) si u(xt) = ulx,t) = (x,t)
fu(x,t) si  u(xt) <u(x,t).
Entonces u(x,t) = u(x,t) = U(x,t). Asi u= puen Q x Ry u solucion
de (0.1). '

Del Lema 1.3 obtenemos una forma de restringir la tercera
variable de f. Los lemas siguientes son técnicos y seran utilizados
para determinar un dominio adecuado para el gradiente V,u de
las posibles soluciones u de (0.1).

_LEMA 1.4. Sea p > N. Entonces existe una ¢onstante E >O,E1
=k;(Q, N, p, T) tal que si u € E entonces:

. T - -
vl I, < & Null2 i@ . (1.03)

En lo que sigue haremos uso de un resultado clasico de las
Ecuaciones Diferenciales Parciales (Ref. [7], p. 343): Sip > (N + 2)
/(1-a):0€(a,1-(N+ 2)/p), existe una constante C; > O tal que

u ||15+0 <C ||u||25,p, para todo u € E. (1.04)

Observacion 1.1. Si u € E es soluciéon de (0.1), entonces si
definimos b(x, t) := (f(x, t, u, v,u) + u(x, ))/(1 +1vu ), u
satisface la ecuacién:

(L+ 1)[u] = bix, ) {1+ |vu(x, 9)ena xR

LEMA 1.5.Seanb,he€F y n;,n;, s€ [0, 1}, n; =n;, p> N. Sea
u; €[E,i=1, 2 una solucion del problema:

2
J)+h enQ xR

(L+ 1)[u] = sb(n; + |Vyy;
y sea v = u; - u,. Entonces

IR ss|blle (nz -ny).
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SOBRE EL PROBLEMA ..
ii) Existe una constante k;(Q, T, p, N) tal que

VI = sks]lo]l- (25 ]l (2 - n) i L0,
- - e 1/ .
& fJurlp o) + (nz - n) D] )

donde IDI es Ia medida de Lebesgue de D, E es la constante del
Lema 1.4.

LEMA 1.6. Dado b € F, para todo s > 0 y n € [0, 1], existe una
solucién us " del problema:

(L+1) [us"]=sb(n +|v,u")enQ xR, u"€E  (1.06)
y para todo sy > O existe una funcién yg:R: — R,, creciente y

continua, la cual depende de L, Q, T, N, py so, (p > (N + 2)/(1 - a))
tal que:

flus n||§),_p < y50(||bllf), paratodon €[0,1] ys € [0, ). (1.07)

Prueba del Teorema 1. Sean p > (N + 2)/(1 -a), 0 € (a, I -
Ml vy =y, (s = 1), M = max(Uanl,nulld}, M; =
max{C; Ny(M +T(M)), [1v<TI2, iv,ulil} + 1y ¢ € C=(R') una
funcién tal que ¢(y) €[0, 1], &(y) = 1 si I¥] <M; y&(y) = 0 si |yl >
M; + 1.

Definimos las funciones f; y f3: @ x Rx R x R >R , asi:

fi(x,t,u,Y) :=f(x, t, 0, $(Y)Y) ¥y
fi(x 6, Wx,0,y) si u>Txb

L, tu,Y)=1fixtuy) - si uxb)sus(x)
\fl (x7 tr R(x,t)’ -Y.) Si .l.-l_.(x’t) >u

Por el Lema 1.2, existe u € [E, solucién del problema
L[u] = fZ (" "y u; qu) = I’:l(" ‘y pU, vxu)
= fl (' y 'y U, qu)- (1.08)
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La ultima igualdad en (1.08) se sigue del Lema 1.3 y asi JJuj® =
M. Observemos que f; satisface (A;) - (A3), en particular la fun-
cién € de (A3) es la misma que para f. Entonces por (1.04) la ob-
servacion 1.1y (1.07): [[u]2,q s C; y(M +T(M) y [[v,ull> < M. Final-
mente por la definicioén de ¢ y (1.08), u es solucién de (0.1).

Prueba del Lema 1.2, Sean o € (a, 1) y T: E; - [E; el
operador compacto definido asi: T[u] = ioL-1(fp(-, -, u, V4u)), para
todou€lk;. T es compacto por (1.02) y la compacidad de la inclu-
sién i: [E; — [E; Ademads Existe una constante kg, > 0 tal que

Sup

uelk, |f°(" U, Vau)|= R

D
l1+g= kOkZ

et < 5o

Ent_gnceg__ por el Teorema de Punto Fijo de Schauder, existe uek, ,
lull’+as R tal que u = T[u], es decir, L[u] = fo(-,", u, Vyu)en @ xRy
uek.

Prueba del Lema 1.3. Supongamos que u(Xgp, tg) > u(Xg, ty)
para algin (xg, tg) €Q x[R. Sean Q.:= {(x,t) €Q x R : u(x, ) > u(x, t)}
y A la componente conexa en Q que contiene a (xgy, ty). Si
denotamos con w := u - u, entonces w = 0 en aQ x R y puesto que
paratodo (x, ) €A

Liwl(x, t) = f(x, t, T, V,u) - f(x, t, T, Vyu)
= 5 Dyf(x, t, TE(X ) Dw(x, 1),

i=1
donde E(x, t) esta en el segmento que une a Vu(x, t) y v, u(x, t),
por el Principio del Maximo para Ecuaciones Diferenciales Para-
bélicas (Ref. [11]), T = u en A. En contradiccién con la suposicién
sobre (Xo, tp). Similarmente probamos queu<uenQ x R.

Prueba del Lema 1.4.Seau € Cl+14«/2)(Dy). Para cada t €
[a, b], si definimos u'(x) := u(t, x), para todo x € Q, entonces ute
w P(Q) N L*(Q). Por la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg (ver
[4], Teorema 1.10.1), existe constante C; = C;(, N, p) tal que
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SOBRE EL PROBLEMA ...

[efa
Q
<C¥P "u‘":f (Iu(x, t)|p+ §_ IDx,u(X, t)|p+
o i=1

para todo t € [a, b]. Entonces integrando sobre [a, b] y sumando
obtenemos (1.03).

>

p
Dx,x, U(X, t)I )dx
Lhi=1

Prueba del Lema 1.5. Sean v := u; - u;, m = s||b||5 (n; -nm) y
V := m - v. Entonces v satisface la ecuacién
2 2
(L+1)v=sb(n; - n;) +|veu| -|vu

N
=sb(n; -n) + Z sbgiDiv

i=1

(1.09)

donde
1
gix, t) = J{ Z(ODx,v(x, t) + Dyui(x, t))dﬂ.
0 y .
Puesto que

" _
(L+1)(¥) - 5 sbgiD,,V=2Lim)=0 enQ xRy V/oQ x R=m,

i=1

el Principio del Maximo implica que V= 0 en Q x R. Similarmente
probamos que v = -m.

Prueba de ii). Puesto que v satisface (1.09) y v=0en Q xR
se sigue de un conocido resultado (ver [7], Teorema 4.9.1) que
existe una constante k3 = k3(Q, N, p, T) tal que

VIE o = ks (L + DIVI]l5-

Por un simple calculo y utilizando (1.03) obtenemos (1.05)

Prueba del Lema 1.6. Sean b € F y A= {s : el problema
( 1.061 tiene solucién para todo s € [0, 5] y n € [0, 1]}, Probaremos
que A es no vacio y no es acotado. Sea o € (a,1 - (N + 2)/p),
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definimos H:Rx [, —» [E; asi: H(s, u) = io(L + 1)-1 (sb(n + ||qu||2)

donde _

i:E — [E; es la inyeccion natural. Sea s* s (2k,[|b]5(1+N))™, en-
tonces por (1.02), tenemos que [|H(s, u)|lg,= 1 para todo u € E; tal
que ||uflg,= 1, s € [0, s*] y n € [0, 1]. Puesto que el operador H(s, ):

E, —- [E, es completamente continuo, se sigue del Teorema de
Punto Fijo de Schauder que s* € A.

Sean sp>0,5€ (0, sp)y np=0<n; <...nj = 1 con ng - Ny =<
(4s3ks; k; (||b||5)2)'1- (k3 es la constante dada en el Lema 1.5). Su-
pongamos que existen ug, u,, ..., 4; € [E, soluciones de (1.06) para s
=Syn=n k =0, ..., j, respectivamente. Denotemos con vy := uy -
ug - 1. De (1.05) obtenemos:

s Dl_ s . 1/p)
Vil o = 2K 5ol Jurc ol ol 0 ). (110
Construimos Y, por recurrencia. Observemos que u; =v; y que

212 = 2k sofoll-|ol = v, ol

Utilizando (1.10) j veces obtenemos Ys, = Y; Y Ys, satisface (1.07).

Para probar que A es no acotado, usamos un argumento de
continuacién. Supongamos que A es acotado y seas; = supA Pro-
baremos primero que s; € A. Sea {silx < 1, una sucesion en (0, s;)
que converge hacia s; y sea fu,} una sucesion en [E tal que ug sa-
tisface (1.06) para s = sy y n = 1. Por (1.07) y (1.04) la sucesion
{Iquk } es acotada en C=’2( D). Entonces de (1.01) obtenemos que
para una subsucesion:

2
[ -

- 5]
otk - P Ko [l (s~ 5]+ 5]

w15t~ sl [ xua] |.) — 0 cuando kx, m — =

Por tanto existe T€[E tal que u, ~ UenlE yu satisface (1.06)
paras=s;yn=1y por tanto s; € A.
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SOBRE EL PROBLEMA ...

Si 8H/au es la derivada de Frechet del operador u —» H(s, u), por
un simple calculo obtenemos que ;

(s ujv=ie(L+1) l\Zsbz DjuDyv ),
i=1

para todo v € [E ;. Denotaremos con F(s, u) :=u - H(s, u). A partir de
(1.04) obtenemos que 4F/du es c%lt]nuo Yy puesto que 5— (s, ) es
un operador lineal inyectivo y ;(sl, 1) es compacto, por la al-
ternativa de Fredholm, — - (sy, U) es un automorfismo sobre [E,.
Entonces por el teorema de la Funciéon Implicita existe una ve-
cindad G de s; tal que para todo @l € G, el problema (1.06) tiene
solucién para s = 4 y n = 1. Esto contradice al escogencia de s; y
por tanto A no es acotado.

COROLARIO 1.1. Dados by he [, paratodo s>0y n€ [0, 1]
existe una solucién vs* del problema:

A\
)+henQ xR,v*"eE. (1.11)

(L+ 1)v5'“=sg(n+|vxvs'"

Demostracioén. Si v es soluciéon de (1.11) para

)4

b=3+h((n+ Vv

por el Lema (1.6) se tiene que:

— D D

iBo = {Iol2 <[l

Con un argumento similar al utilizado en el Lema 1.6 se demues-
tra este corolario.

§2. En esta seccién estudiaremos el problema (0.2). Este genera-
liza el problema (16) en [8], en el sentido de que la no linealidad
depende de V,u. En nuestra prueba aplicamos basicamente el
Teorema 1.1, siguiendo el procedimiento presentado por Lazer en
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[8].
Con el fin de definir el operador adjunto L* de L en L;(Q x R),

suponemos que los coeficientes de L, adicionalmente satisfacen:

2 +o,0/2

a;€C @ xR)ybec (@ xR),ij=1,..N.

El operador L* esta dado por:

L*[u] = - Dtu+ Z a;Dju + z (b Du)+c*u\

Li=1 i=1

donde

" N
bi=—b1+ZZ D,a” Yy *=C- Z lle)-i- z (D”au)
j=1

i,j=1
La condicién (0.4) puede ser reescrita en la forma equiva-
lente: Existen ¢, C; > 0con A;>7¢; >0 tales que

g(x, t,8) A5z [s]- C; paratodo (x,t,5) €Q xR, (2.01)

Sean ¢ 1a solucién del problema L[$] = A4, ¢> 0, en Q xR, ¢€[E
tal que ||q>||L2 =1 y ¢* la solucion del problema L* ¢* = A; ¢*, ¢* >0
en Q xR, ¢*€E,

]‘: L)q)* ¢dxdt;=(¢*, 4’)2 =1

(ver [8], teorema 2). Si N* := {E€[F : (g, ¢* ), = 0}, entonces toda
funcién h en F puede ser escrita como h = s ¢ + h;, donde s =
(h, ¢*); y h) € N*, Asi, el problema (0.2) puede reescribirse como:

Llu] =g(-,-,u) +G(Vu) +s¢ + hyenQ xR, uelE

con h; € N*, El principal resultado de esta seccién esta contenido
en el siguiente Teorema.

TEOREMA 2.1. Para cada, h; € N*, existe un numero real
s*(h,) tal que el problema (2.02) tiene solucion si s <s*(h)) y no
tiene solucion si s > s*(h;).
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SOBRE EL PROBLEMA ...

La prueba de este teorema es consecuencia directa de los le-

mas siguientes. Por simplicidad, para h; € N* denotaremos con B
= {s* € R : (2.02) tiene solucién para s = s*}.

LEMA 2.1. Si §'é§, entonces s €B para todo s< S.
LEMA 2.2. El conjunto B es no vacio.

LEMA 2.3. B es acotado.

Es evidente que s*(h;) = sup B.

Prueba del Lema 2.1. Suponemos que S€B. Entonces la
soluciéon w e [E de (2.02) correspondiente a s es una supersolucion
de este mismo problema, para todo s < S. Asi. de acuerdo al
Teorema 1.1 es suficiente encontrar una subsolucién yg de (2.02)
paracadassS, talqueuss S en Q x [R. Sean s <S5, m = min{h;(x, t) +
se(x, ) : (x, ) eQ xR} y xe A1 - C; . Bs conocido (ver [8], Teorema
3) que existe una solucién us € [E del problema:

L[u]=;:u+(m-1—6) enQ xR, uel,

la cual a su vez por la desigualdad (2.01) es una solucién de (2.02).
Finalmente por el Principio del Maximo u= us en Q x R, puesto
que

L[ﬁ-_l_l_g]z (M-~c)(U-u)+(s-s)o enQ xR..

Prueba del Lema 2.2. Denotaremos con v la solucién del
problema:

2 ' )
I(L+ 1)v=c*(1+IvaI )+8(xt0)+h(x,t) +c* enQ xR,
\ vel,

la cual existe por el Corolario 1.1 (¢* es la constante en (C;) ).

159



Para todo s € R tenemos que

F(x,©) == g(x, t,0) - g(x, t, V) + C* - v,
satisface _

F(x, ) - s¢ s LIV] - 8¢, V) - G(V,v) + h; -s¢,  (2.03)

en Q x R. Puesto que F es continua, T-periodica en Q x R y posi-
tiva en 9Q x [R, existe una vecindad 9 de 4Q tal que 'l:"(x, t) > O sobre
(8 N Q) x R. Por otra parte existe sy < O tal que F(x, t) -Sod(x,t) >0
en (Q -9) x R Entonces de (2.03) se sigue que v es una
supersolucién de (2.02) para s = sp. Podemos encontrar una
subsolucién para este caso, similarmente a como lo hicimos en la
prueba del Lema 2.1, tomando m = min{h(x, t) + sp¢(x, t)}.
Consecuentemente por el Teorema 1.1, sg € B.

Prueba del Lema 2.3. Supongamos que u €[E satisface
(2.02) para algin s € R. Entonces L{u](x, t) - g(x, t, u) = hy(x, t) +
s¢ en Q x [R. Multiplicando a ambos lados de esta desigualdad por
¢* e integrando sobre Q x [0, T], obtenemos usando (2.01) que

T & T
s=j j(h,+s¢)¢*dxdts( [ u-gix,u)erdxdes| | & o*dxdt
0 Ja Jo Ja Jo Ja

Consecuentemente B es acotado.
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