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SOBRE EL PROBLEMA PARABÓLICO PERIÓDICO 
L[u] = f(x,t,u,D u)

por

Beatriz Elena Villa

A B ST R A C T . Sufficient conditions are obtained for the existence of solutions of 
the nonlinear periodic problem:

L[u] =  f(x, t, u(x, t), V xu(x, t)) on Q x IR 

u(x, t + T) =  u(x, t) on Q x IR, u -  0 on 3Q x IR 
where L  is a second order uniformly parabolic differentital operator.

I n tr o d u c c ió n

En este artículo probaremos un Teorema de comparación para 
las soluciones clásicas del problema parabólico:

L[u](x, t) = f(x, t, u(x, t), Vxu(x, t)) en Q x (R,
(0 .1)

u(x, t + T) = u(x, t) en Q x IR, u ■ 0 en aQ x [R,

donde £2 c  IRN (N ¡s 1) es un dominio acotado, cuya frontera aft es 
una variedad de clase C2 +<x, a e  (0, 1), L es un operador lineal uni­
formemente parabólico en Q x IR, T es un número real fijo. v xu es 
el gradiente respecto a x y  f  es una función suficientemente re­
gular, definidaenQxIR xlR x[RN.

Aplicaremos los resultados acerca de (0, 1) al estudio de la 
existencia y  unicidad de soluciones clásicas del problema:
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I L[u] ■ g(-, •, u) + G( Vxu) + h en Q x IR

| u(x, t + T) = u(x, t) en Q x ER, u e 0 en dQ x IR,

donde h, g y  G son funciones suficientem ente regulares, cuyas 
propiedades serán especificadas en esta misma sección.

El problema (0, 1) ha sido estudiado, para el caso elíptico, por 
S. I. Pohozaev [10], Amann y Crandall [2] y por Kazdan y  Kramer
[5], entre otros.

El Teorema 1 de este artículo es el resultado' que se conoce con 
el nombre: Método de las Super y Subsoluciones para soluciones 
periódicas. Este resultado aparece, sin demostración en un artí­
culo de Ju S. Kolesov en 1966, [6]. En 1978, en [1], H. Amann de­
mostró este resultado utilizando la Teoría Abstracta de la ecuación 
no lineal de Evolución. En este artículo se utilizan técnicas com­
pletamente distintas en su demostración.

El problema (0.2) fue estudiado por Alan Lazer en [8], para el 
caso G * 0. Nuestra meta es obtener un resultado similar al de La­
zer en [8].

P r e l im in a r e s

En este artículo D denotará al conjunto Q x [0, T]. Se introdu­
cen los siguientes espacios de Banach sobre los reales: F = { u e
O  ^ (Q x IR ) : u(x, t) es T-periódica en t}, con la norma

I H I H I i l c - ” 2(d) =  ||- ||° E =  í u £ C 2 , ' l tW 2 1 (Q x IR): u (x ,  t) e s  

T-periódica en t, u ■ 0 en dQ x IR}, con la norma

|| | | e  =  || ||c2 "  w “ 2( D ) = | |  I|2 + „, E, = [ u e C 1+“-“/2 (£2 x IR): u (x , t  +  T)

= u(x, t) en Q x [R, u ■ 0 en dQ x IR} y

(0.2)
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E2 = {u 6  E, :u e C1 +°' °/2( Q x IR)¡ 

o El (a, 1), con las respectivas normas :

II-Iiej =ll, llc1+Yi’ Y1/2(D )-l^ i+ y i, i = 1 ,2 , Yi = a y  Y2 = °-

Para mayor información acerca de estos espacios de funciones 
ver [8] y [3].

Para una función u e  C2> l( Q x [a, b] ), denotaremos con ||u||2,0p 
la norma:

M ? .°p =

para 1 < p <«>, Db = x [a, b]. La norma l|-ll̂ 0p es la norma del espa­
cio de Sobolev Wp ^Do)» (ver [7], p.5).

Una solución clásica de (0, i), i = 1, 2, es una función u e  E, la 
cual satisface (0, i).

En lo que sigue L denotará un operador de la forma:

( N N \
aijDjjU+ £  bifyu + Cou , (0.3)

i,j = l i - l  I

cuyos coeficientes ajj, bi y  Co pertenecen a F , a¡j = â  y  Co s  0 en 
Q x  IR.

Los resultados de este artículo son válidos si L es uniforme­
mente elíptico y  las funciones involutivas en (0, 1) y  (0, 2) son  
independientes de t.

La función f(x, t, u, y) satisface las siguientes hipótesis:
(Ai) f  es T-periódica en t, es continua y  tiene derivadas conti­

nuas con respecto a la variable y.

SOBRE EL PROBLEMA

b

I f l

u |p+ £  |d ,u |P+ £  |D|,u|P + |Dtu|' dxdt
i= 1 i j =  1

149



VILLA

(A 2) f ( ' , •, u, V j,. . . ,  v N) e  F para todo u, vb . . . ,  v N e  F.
(A 3 ) Existe una fu n c ión  c : \R+ -* \R+ tal que

|f(x, t, u, y ) | s  c(r) ( 1  + |y  | ) ,  si |u | s  r.

La con d ic ión  (A2) se  satisface por ejem plo, si f  es H ólder con ­
tinua en  t y  x, y  es loca lm en te  L ipschitziana en  las variab les u y
y-

Una Supersolución d e  (0 ,1 ) es u n a  fu n c ió n  u  e  E , tal que: 
L [u] ¡s f(x, t, ü , v xü) en  Q x IR. U na Subsolución  se  d e fin e  an á lo ­
gam ente, cam biando el sentido  d e  la desigualdad .

Nuestro resu ltado principal sobre (0 , 1) es e l sigu iente:

TEOREMA 1. (T eorem a d e com p aración ). Supongamos que f  
satisface (A i) - (A3 ) y  que existen ü y  u, una supersolución y  
una subsolución, respectivamente, de (0 , 1 ) tales q u e u s ü e i i  
Q x IR. Entonces (0, 1) admite una solución u e  E, tal que:

u(x, t) 2; u(x, t) <; Tí(x, t) en  Q x IR.

En la secc ión  2 estu d iam os e l prob lem a (0 .2 ). Sobre las fu n ­
cion es h, g y  G im pon em os las s igu ien tes condiciones:
(Cj) La fu n ción  h e  F .
(C2) La fu n c ió n  G: F¡N -* F! e s  n o  negativa , d e  c lase  C1, c o n  la  

restr icc ió n  d e  crec im ien to : |G (y)| ¿ C *(l + |y | ), para todo  
y  e  F!N, C* es una constan te positiva.

(C3) La fu n ción  g(x, t, u) : Q x \R x IR -> IR es T -periód ica en  t, g y  
dg/du son  continuas y  g ( - , • , u) e  F  cuando u e F .  Tam bién  
su p on em os una con d ic ión  d e  tip o  K azdan-W am er:

lim  sup ^-xi  *•’ -j- < < lim  in f g (x > .s ) (0 .4)
s ->-oo s S-*-co s

d on d e X] es e l valor prop io  principal d e l problem a:
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L [u] = Xu, u  > 0  en  Q x IR, u  e  E. (Ref. [8 ], Teorem a 1).

§1 . En esta  secc ión  probarem os e l Teorem a 1. En su dem ostración  
utilizarem os los Lemas 1.1 - 1.6. El Lema 1.1 se refiere al problem a  
lin ea l asociado a (0 .1 ), ver  [9], [12]. Posponem os la  prueba d e  los  
Lemas 1.2 - 1 .6  hasta después de la  del Teorem a 1.

LEMA 1 .1 . Para cada v  e  F , existe una única función u e E  tal 
que L[u] = v  en Q x IR. Además existen dos constantes lq > 0  y  
k2 > 0  tales que:

||u||E * lq ||l [u ]||if , para todo u e  E (1.01)

I M c 1+o’o/2(5x[0,t]) * 152 llL[u J||-> P a1* todo  u  e  E (1*02) 

(k2 depen d e de o e  (a, 1 ) ) .

LEMA 1 .2 . Si fo(x, t, u, y) : Q x [R x IR x IRN -*  [R es una fun­
ción que satisface:
(Bj) f0 es T-periódica en t y  acotada en su dominio.
(B2) f0(*, *, u, v i , . . . ,  vN) E F para todo u, vh . . . ,  vNe  F, 
entonces (0 .1 ) admite una solución u e  E , para f reemplazada 
por  f0.

La con d ic ión  d e  ser f  acotad a en  su  d om in io  es m u y  exigente. 
M ostrarem os que las h ip ó tesis  (A i)  - (A3 ) y  la  ex istencia  de una  
super y  una su b so lu ción  d e  (0 .1 ), perm iten  restringir f  a  un  d o ­
m in io  adecuado e n  el cual es acotada.

LEMA 1.3. Supongamos que {sat isface  (A i)  - (A3 ) y  que 
existen  ü  y  u como en el Teorema 1. Sea u e E  una solución del 
problema

L[u] = f(-, *, pu, Vxu) en  Q x IR 

donde el operador p: F ->  F se define así:

SOBRE EL PROBLEMA
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u(x, t) si u(x, t) > u(x, t) 
p(u) (x, t) = íu (x , t) si u(x,t) s  u(x,t) á u(x,t)

|u (x ,t) si u(x,t) < u(x,t).

Entonces u(x,t) s  u(x,t) s  ü (x ,t) . Así u = pu en Q x K y u  solución 
de (0 . 1 ).

D el Lem a 1.3 o b ten em o s u n á  form a d e restr in g ir  la  tercera  
variab le d e  f. Los lem as s igu ien tes son  técn icos y  serán u tilizad os  
para determ in ar u n  d om in io  ad ecu ad o  para e l grad ien te  v xu d e  
las p osib les so lu cion es u  de (0 . 1 ).

LEMA 1 .4 . Sea p > N. Entonces existe una Constante ki > 0 ,k i  
= k¡ (Q , N, p, T) tal que si u  e  E entonces:

IIIM 2 IIp s  ki |u ||2 Mi. P■ (1-03)

En lo  q u e  s igu e  h arem os u so  d e  u n  resu ltad o  c lásico  d e  las  
Ecuaciones D iferencia les Parciales (Ref. [7], p. 343): Si p  > (N + 2) 
/ ( I  - a) : a E  (a, 1 - (N + 2 ) /p ) , ex iste  u n a  constan te Ct > 0  tal que

|| u | | ? + 0 * Q  ||u||2, p, para todo u e l .  (1 .04)

O b servación  1 .1 . S i u e  E es so lu c ió n  d e  (0 .1 ) , en to n ces  si 
d efin im o s b (x , t) := (f(x , t, u , v xu) + u (x , t ) ) / ( 1  + I v xu I2) , u  
sa tisface  la  ecuación:

(L + l)[u ]  = b(x, t) ( l  + |v xu(x, t ) |2) e n  Q x IR.

LEMA 1 .5 . Sean b, h  e  F y  n lf n 2, s e  [0, 1], n 2 st n j, p > Ñ. Sea 
Uj E E, i = 1, 2 una solución del problema:

(L + l)[Uj] =  sb (n j +  |vxUj| ) +  h  en  Q x IR 

y  sea v  ■ u 2 - Ui. Entonces

i) | |v ||£ s  s ||b ||°  (n 2 - n i ) .
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SOBRE EL PROBLEMA _

ii) Existe una constante k3(Q, T, p, N) tal que

¡D iD

+ki ||u i||2,p ||ui||° + (n2 - n, ) |d | )
■ ,í>p (1.05)

donde IDI es la medida de Lebesgue de D, ki es la constante del 
Lema 1.4.

LEMA 1.6. Dado b E F , para todo s > 0 y n e  [0, 1], existe una 
solución us-n del problema:

(L + l)  [ u s,n] = sb(n  + | v xu s,nf )  en ñ x IR, u s,n E E  (1.06)

y para todo So > 0 existe una función ÍR+ -> IR+, creciente y  
continua, la cual depende de L, Q, T, N, p y  So, (p > (N + 2 )/( 1 - «)) 
tal que:

Prueba del Teorema 1. Sean p > (N + 2 ) /( l  - «), o e  (ex, 1 - 
íi"Ír2‘)> Y = Ys> (S = 1 ) ,  M = max{IIITII«, l lu llS } , M i = 

maxíQNyfM + c(M)), l lv xü ll£ , llv xu ll£ | + l y * e  C"(IRN) una 
función tal que <j>(y) e  [0, 1], 4>(y) = 1 si lyl <Mi y<J>(y) = 0 si lyl > 
M¡ + 1.

NDefinimos las funciones f i y f 2:Q x[RxlRxIR ->[R , así:

lu 8- n||2, p * y Jllbll» ), para todo n e  [0 ,1] y s e  [0, sq). ( 1.07)lll

f, (x, t, u, y) := f(x, t, u, <t>( y  )y ) y

f](x, t, u(x,t), y) si u > u(x,t) _  
fi (x, t, u, y ) si u(x,t)  ̂u <; u(x,t)
fi (X, t, u(x,t), y )  si u(x,t) > u

Por el Lema 1.2, existe u e E ,  solución del problema

L[u] = f2 u, v xu) = f i (•, -, pu, vxu) 
= f i (•,'•, u, Vxu). (1.08)
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La última igualdad en (1.08) se sigue del Lema 1.3 y  así ||u||¡? s 
M. Observemos que f¡ satisface (Ai) - (A3), en particular la fun­
ción c de (A3) es la misma^que para f. Entonces por (1.04) la ob­
servación 1.1 y (1.07): ||u||?+a* Q y(M + "c(M)) y  ||vxu||£ < M. Final­
mente por la definición de <|> y  (1.08), u es solución de (0.1).

Prueba del Lema 1 .2 .  Sean o E  ( a ,  1) y T: Ei -»  Ei el 
operador compacto definido así: T[u] = ioL_1(f0(-, •, u, v xu)), para 
todo u e E i . T es compacto por (1.02) y  la compacidad de la inclu­
sión i: E2 -*  Ei Además Existe una constante ko > 0 tal que

|t [u] | i + 0 í  ko ||t [u]||°+ 0 s  kok2 uS6U| 2 |f0(-, •, u, v xu ) | - R

Entonces por el Teorema de Punto Fijo de Schauder, existe u e E j  , 
||u ||?+a * R tal que u a T[u], es decir, L[u] ■ f0(-, u, v xu) en Q x IR y  
u e  E.

Prueba del Lema 1 .3 . Supongamos que u (xq, to) > u(xq, to) 
para algún (xq, to) E  Q x IR. Sean Q.:= |(x,t) E Q x IR : u(x, t) > ü(x, t)} 
y A la com ponente conexa en Q, que contiene a (xq, to). Si 
denotamos con w := u - u, entonces w a 0  en 3Q x IR y  puesto que 
para todo (x, t) E  A

L[w](x, t) & f(x, t, ü , Vxu) - f(x, t, ü, v xu)
N  _

= j  Dyjfíx, t, u ,i(x , t)) DXiw(x, t),
1 = 1

donde £(x, t) está en el segmento que une a v xu(x, t) y  vxü(x, t), 
por el Principio del Máximo para Ecuaciones Diferenciales Para­
bólicas (Ref. [11]), ü  ¡s u en A. En contradicción con la suposición 
sobre (xq, t0). Similarmente probamos que u s u e n Q  x R

Prueba d el Lema 1.4. Sea u E C24̂  Do). Para cada t E  
[a,b], si definimos ul(x) := u(t, x), para todo x E Q ,  entonces ul E 
w 2> p(Q) n L°°(Q). Por la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg (ver
[4], Teorema 1.10.1), existe constante C2 = C2(Q, N, p) tal que
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SOBRE EL PROBLEMA...

s C ^ f u 1!» j  ||u(x, t)|P+ £  |dXiu(x, t)|P+ £  |dXíXju(x, t)|PJdx

para todo t e  [a, b]. Entonces integrando sobre [a, b] y  sumando 
obtenemos (1.03).

Prueba del Lema 1.5. Sean v := U2 - u i, m = s ||b |£  (n2 - ni) y  
v := m - v. Entonces v satisface la ecuación

(L + 1) v = sb (n 2 - n i ) + |v xu2| - |v xui|
n (1.09)

= sb (n 2 - n i) + £  sbgjDjV
i = 1

donde

g i(x, t) = í 2(eDxlv(x, t) + DXiU!(x, t))dfl.
Jo

Puesto que
N

(L + l)(v ) - £  sbgiDxjV'a: L(m) 2= 0 en Q x IR y v/dQ x IR= m,
i = i

el Principio del Máximo implica que v ¿ 0 e n Q  x IR. Similarmente 
probamos que v * -m.

Prueba de ii). Puesto que v satisface (1.09) y v a O e n Q x lR  
se sigue de un conocido resultado (ver [7], Teorema 4.9.1) que 
existe una constante k3 = k3(Q, N, p, T) tal que

iiv |iL * k 3 | | a + i ) [ v C
Por un simple cálculo y  utilizando (1.03) obtenemos (1.05)

Prueba del Lema 1.6. Sean b e F y A  = { s : e l  problema 
(1.06) tiene solución para todo s e  [0, s] y  n e  [0, 1]}, Probaremos 
que A es no vacío y  no es acotado. Sea o e  ( a , l  - (N + 2 )/p ),
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definimos H : OR x E2 -»  E2 así: H(s, u) = io(L  + l)*1 (sb(n + ||vxu||2)

i : E -> E2 es la inyección natural. Sea s* 2; (2k2||b||^(l + N))"1, en­
tonces por (1.02), tenemos que ||H(s, u ) | |E2s: 1 para todo u e  E 2 tal 
que ||uf|[£2=s l , s e  [0, s * ] y n e  [0, 1]. Puesto que el operador H(s, •): 
E2 -> E2 es com pletam ente continuo, se sigue del Teorema de 
Punto Fijo de Schauder que s * e A .

Sean So > 0, s e  (0, so) y n 0 = 0 < n i <...nj = 1 con nk - nk. i s  
(4sok3ki (||b||*)2)_1- (^3 es la constante dada en el Lema 1.5). Su­
pongamos que existen Uo, U i,..., Uj e  E, soluciones de (1.06) para s 
= s y n = nk, k = 0, ..., j, respectivamente. Denotemos con vk := uk - 
uk_ i. De (1.05) obtenemos:

Construimos por recurrencia. Observemos que ui ■ v¡ y  que

Utilizando (1.10) j veces obtenemos := Yj y  Ysq satisface (1.07).

Para probar que A es no acotado, usamos un argumento de 
continuación. Supongamos que A es acotado y sea S\ := sup A. Pro­
baremos primero que S i e  A. Sea { S j J k°°= i ,  una sucesión en (0, S i )  

que converge hacia Si y  sea {uk| una sucesión en E tal que uk sa­
tisface (1.06) para s = sk y  n = 1. Por (1.07) y  (1.04) la sucesión 
f|vxuk|2} es acotada en C°-o/2( D). Entonces de (1.01) obtenemos que 
para una subsucesión:

Por tanto existe u e  E tal que uk^> u en E y  u satisface (1.06) 
para s = s i y n = l y  por tanto Si e  A.

donde

| v k||?.p S 2 k 3 S o ||b | | ! ( k 1 ||uk. !II?, p||uk.,||2  + |D|I/P). ( 1.10)

Di il/p D
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SOBRE EL PROBLEMA...

Si dK/du es la derivada de Frechet del operador u -* H(s, u), por 
un simple cálculo obtenemos que

— (s, u)v = i ° (L + 1) 1 12sb y  DiuD¡v 
au \  i t i

para todo v e  E 2. Denotaremos con F(s, u) := u - H(s, u). A partir de 
(1.04) obtenemos que aF/du es continuo y  puesto que — (s, ü) es

c)H 3u
un operador lineal inyectivo y  — (sb u) es compacto, por la al-

3F du
tem ativa de Fredholm, — (si, u) es un automorfismo sobre E 2.

du
Entonces por el teorema de la Función Implícita existe una ve­
cindad G de Si tal que para todo í í e  G, el problema (1.06) tiene 
solución para s = u y n = 1. Esto contradice al escogencia de s\ y  
por tanto A no es acotado.

COROLARIO 1.1. Dados b y  h  e  F, para todo s > Oy n e  [0,1] 
existe una solución v s»n del problema:

(L+ l)v s,n = sb (n + |vxv s,n| ) + h e n Q  x F?, v s,ne E . (1.11) 

Dem ostración. Si v es solución de (1.11) para

b = b + h ((n  + |vxv | ) s) , 

por el Lema (1.6) se tiene que:

m F . - tW - U I T Í
Con un argumento similar al utilizado en el Lema 1.6 se demues­
tra este corolario.

§2. En esta sección estudiaremos el problema (0.2). Este genera­
liza el problema (16) en [8], en el sentido de que la no linealidad 
depende de v xu. En nuestra prueba aplicamos básicamente el 
Teorema 1.1, siguiendo el procedimiento presentado por Lazer en
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[8]. _
Con el fin de definir el operador adjunto L* de L en L2(Q x IR), 

suponemos que los coeficientes de L, adicionalmente satisfacen:

a¡, e  C2+a,a/2 (ñ" x R) y  bi e  C1 +°’“/2(Q' x IR), i, j = 1 ,... N.

El operador L* está dado por:

L*[u] = - í Dtu + £  a ijD ¡ju +  J  (biD¡u) + c * u l
\  y  = i i = i I

donde
N N / \ N / \

bi = - bj + 2 J  Djajj y  c* = c - £  (Djb J -i- £  (D^au).
j = L i = 1 i, j = 1

La condición (0.4) puede ser reescrita en la forma equiva­
lente: Existen e l , q  > 0  con > ci >0 tales que

g(x, t, s) - X i s 2 ci |s| - C2 para todo (x, t, s) e  Q x IR. (2.01)

Sean <j> la solución del problema L[<j>] = <j> > 0, en Q x IR, 4>e E 
tal que ||<t>[|L2 = 1 y  <f>* la solución del problema L* <t»* = Xi 4»*, <|>* > 0 
en Q x IR, <j>* e  E,

r p

J  J  ♦* <|>dxdt:= + ) 2 = 1 .

(ver [8], teorema 2). Si N* := e  F : ( i=, <j>* )2 = 0}, entonces toda 
función h en F puede ser escrita como h ■ s <J> + h i, donde s = 
(h, <í>* )2 y  h] e  N*. Así, el problema (0.2) puede reescribirse como:

L[u] = g(-, •, u) + G(vxu) + s<j> + hi en Q x IR, u e E

con hi e  N*. El principal resultado de esta sección está contenido 
en el siguiente Teorema.

TEOREMA 2 .1 . Para cada, hi e. N*, existe un número real 
s*(hi) tal que el problema (2.02) tiene solución si s < s * ^ )  y  no 
tiene solución si s >  s*(hi).
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SOBRE EL PROBLEMA

La prueba de este teorema es consecuencia directa de los le­
mas siguientes. Por simplicidad, para hi e  N* denotaremos con B 
:= Js* E  DR : (2.02) tiene solución para s = s*}.

LEMA 2.1 . Si s eB, entonces s EB para todo s < s.

LEMA 2.2. El conjunto B es no vacío.

LEMA 2 .3 . B es acotado.

Es evidente que s*(hi) = sup B.

Prueba del Lema 2 .1 . Suponem os que seB . Entonces la 
solución ü e  E de (2.02) correspondiente a s e s  una supersolución 
de este mismo problema, para todo s * s. Así. de acuerdo al 
Teorema 1.1 es suficiente encontrar una subsolución Us de (2.02) 
para cada s =s s, tal que U js s e n Q  x IR. Sean s < s, m = minfhi (x, t) + 
s<j)(x, t) : (x, t) e  Q x IR} y  £  ** Xi - c i . Es conocido (ver [8], Teorema 
3) que existe una solución Us E  E del problema;

✓Si _

L[u] = Xu + ( m - l - C 2 > en Q xíR , u e E ,

la cual a su vez por la desigualdad (2.01) es una solución de (2.02). 
Finalmente por el Principio del Máximo ü *  Us en Q x [R, puesto 
que

L [ü- u ]̂ 2: (Xi - c i) (u - Us) + (s - s)<j> en Q x IR..

Prueba del Lema 2.2. Denotaremos con v la solución del 
problema:

I (L + l )v  = c* (1 + |vxv | ) + g(x, t, 0) + hi(x, t) + c* en Q x IR,
| v e E,

la cual existe por el Corolario 1.1 (c* es la constante en (C2) ).
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Para todo s e  IR tenemos que

F(x, t) := g(x, t, 0) - g(x, t, v) + c* - v,

satisface

F(x, t) - s<t> s L[v] - g(-, •, v) - G(Vxv) + h! - s<j>, (2.03)

en Q x IR. Puesto que F es continua, T-periódica en Q x \R y  posi­
tiva en dQ x OR, existe una vecindad & de dQ tal que F(x, t) > 0 sobre 
(0  n  Q) x IR. Por otra parte existe Sq <  0  tal que F(x, t) - So<t>(x, t) > 0 
en (Q~-0) x IR. Entonces de (2 .03) se sigue que v es una  
supersolución de (2.02) para s = s0. Podemos encontrar una 
subsolución para este caso, similarmente a como lo hicimos en la 
prueba del Lema 2.1, tomando m = m in íh^x, t) + So«t>(x, t)}. 
Consecuentemente por el Teorema 1.1, so £  B.

Prueba del Lema 2.3. Supongam os que u e  E satisface  
(2.02) para algún s e  IR. Entonces L[u](x, t) - g(x, t, u) ¡s hj(x, t) + 
s<j> en Q x IR. Multiplicando a ambos lados de esta desigualdad por 
<j>* e integrando sobre Q x [0, T], obtenemos usando (2.01) que

s=í f (hi + s dxdts;í í (Xiu-g(x,t,u)(j>*dxdtsí í C24>*dxdt 
Jo Jq Jo Ja Jo Ja

Consecuentemente B es acotado.
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