. Revista Colombiana de Matemaéticas
Volumen 37 (2003), péginas 1-9

Una nota sobre el problema de la

deformacion conforme de métricas
en la bola unitaria
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ABstrACT. In this paper we show the existence of a family of functions R
and h for which does not exist a conformal metric to the Euclidean metric on
the unit ball in R™ such that R is not its scalar curvature and h is not its
mean curvature. To find this family, we use the moving spheres method and the
maximum principle for elliptic operators.
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RESUMEN. En este trabajo mostramos la existencia de una clase de funciones
R y h para las cuales no existe una métrica conforme a la métrica usual en la
bola unitaria de R™ tal que R sea su curvatura escalar y h sea su curvatura
media. El resultado se obtiene usando el método de mover esferas y el principio
del maximo para operadores elipticos.

1. Introduccién

La bola unitaria B™ con la métrica euclidiana g, tiene curvatura escalar nula

sobre la bola, y curvatura media constante h, = 1 sobre la frontera, 9B", de
B". Un problema importante de geometria diferencial es el de la caracterizacion
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de las parejas de funciones R, definidas sobre la bola, y h, definidas sobre su
frontera, tales que exista una métrica g, conforme a la métrica g,, con curvatura
escalar prescrita R sobre la bola y curvatura media prescrita h sobre la frontera
de la bola.

Dadas las funciones R y h, la existencia de tal métrica g es equivalente
a la existencia de una funcién suave u que satisface las siguientes ecuaciones
diferenciales parciales elipticas en el exponente crxtlco de Sobolev. En el caso
n2>3,

fA1L-+—4(’;1 %Ru" I=0yu>0, ~en B",

(1.1
% + ﬂ2 3= ";Zhurﬂﬁ, sobre 0B", )

donde g = o) go. La primera ecuacion nos dice que la curvatura escalar con
la métrica g es Ry = R y la segunda ecuacién nos dice que la curvatura media
con la métrica g es hy =

En el caso n = 2,

(Au=—Re?™, en B2

1:2
—‘3—:?1 +1=he*, sobre 0B?, (12)

donde g = e?*g,. La primera ecuacién nos dice que la curvatura gaussiana de
B? con la métrica g es Ry = R, y la segunda ecuacién nos dice que la curvatura
de la frontera dB™ con la métrica g es hy = h.

Este problema ha recibido gran atencién en la literatura y varios autores han
encontrado condiciones suficientes sobre las funciones R y h para la existencia
de g ( ver [2], 5], [6], [7], [8]). Sin embargo, existen todavia grandes diferencias
entre esas condiciones suficientes y las condiciones necesarias.

Por el principio del mdximo, si las ecuaciones (1.1) ((1.2)) tienen solucién,
entonces una de las funciones R o h debe ser positiva en algin punto.

Si las funciones z;, ¢ = 1,2,---,n, son las restricciones de las funciones
coordenadas a la esfera S™, Hamza [11] demostré que si el problema (1.1) tiene
solucién entonces la condicién integral siguiente es vdlida:

1+ |y ? n-1
/L—%l el (zior).VRdvgo+2n/uzl("—l‘)Vx,-.Vhdogozo,
B» 8Bn

(1.3)

mientras que si el problema (1.2) tiene solucién se tiene que

(14 |y |2)2 2

/ —g ¢ “V(zioT).-VRdvg,+2 / e"Vr;.Vhdog, =0, (1.4)
B? aBn

donde 7 es la inversa de la proyeccidn estereogréfica con polo en s = (0, —1).

En el caso n > 3, una obstruccién mas fuerte fue encontrada por Escobar en
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[6], donde éI demostrd, en un contexto mas general, que si el problema de la
deformacién conforme de métricas (1.1) tiene solucién entonces
n—2
2n

/ X.VRdvg + (1 -n) / XT.Vhdo, = / (X,mE(n,n)da, (1.5)
Br aB» oBn
donde X es un campo vectorial killing conforme sobre B™, el campo X7 es
la proyeccién del campo vectorial X sobre el espacio tangente de dB™, g =
n 2(n-1)
U g0, E(Y, Z) = Ric(Y, Z)—f(Y, Z),dvg = e dvg,,ydog =uT-2 dog,.
Las condiciones integrales (1.3) y (1.4) ddn muchos ejemplos de funciones R
y h para las cuales los problemas (1.1) y (1.2) no tienen solucién. Esto ocurre
particularmente si R es nula y h es mondtona rotacionalmente simétrica. Si
k =0y h = h(), donde 8 es la distancia desde el polo norte, las condiciénes
de integrabilidad de Escobar y Hamza toman la forma: A > 0 en algin punto
v k' cambia de signo.

Puesto que la bola B™ y R;} son conformes, el problema (1.1) se transforma
en un problema de la forma

42 n
{Av= —Rv=-2, enRE, (1.6)

n
& — hve-1, en 9R%,
donde el comportamiento asintético de las soluciones en el infinito es
~c ]z |*™, c es una constante positiva.

Similarmente, el problema (1.2) se transforma en un problema de la forma

I—Av:ReZ”, en R?,

(1.7)
8L = he", en ORZ. B

donde el comportamiento asintético de las soluciones en el infinito es ~ —41n |z|.

Nosotros consideraremos funciones f : X — R, donde X es 6 R} 6 su
frontera OR%, las cuales satisfacen la condicién () siguiente:

w {Df@>0y 9(z) <0, silz|<1,
(i) f(z) <0, si |z > 1,

donde %E es la derivada radial de la funcién f.

En este articulo nosotros presentamos el resultado siguiente, el cual implica
la existencia de una familia de funciones que satisfacen las condiciones integrales
de Escobar y Hamza y que no son curvatura escalar o curvatura media de una
métrica g conforme a la métrica usual en la bola euclidiana.
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Teorema 1.1. Sean R: R? — R y h: R} — R funciones diferenciables y
acotadas, tales que satisfacen una de las tres condiciones siguientes

[(1’) R =0 y h satisface la condicidn (x).
(ii)  h =0y R satisface la condicién (*). (1.8)
l (iii) Ry h satisfacen la condicién ().

Entonces los problemas (1.6) y (1.7) no tienen solucidn.

Se sigue inmediatamente del Teorema 1.1 que si la funcién u es solucién del
problema (1.1) 6 (1.2), entonces la derivada radial de una de las funciones R o
h debe cambiar de signo en la regién donde es positiva.

Nosotros utilizamos en este trabajo el método usado por Chen y Lin [4], en
el problema de la curvatura escalar prescrita sobre la esfera S™.

2. Resultado principal

En este seccién demostramos el Teorema 1.1, el cual implica la existencia de
una familia de funciones que no son curvatura escalar o curvatura media de
una métrica g conforme a la métrica usual en la bola euclidiana. Este teorema
se sigue de los tres lemas que demostraremos a continuacién. En el primero de
ellos usamos el principio del mdximo fuerte mientras que en los otros usamos
el método de mover esferas.

Lema 2.1. Sean w € C?(B}) N C" (8BY) una funcidn no negativa, donde
B es la n-bola unitaria en R%}, D(x) es una funcién continua y acotada en
B}, y C(z) es una funcién continua y acotada en &' Bf = 8B NOR%. Siw # 0,
w=0en 8B =8B} NR} y w es solucién del problema

(Aw+ D(z)w <0, en Bf,

2.1
%:—’ + C(z)w > 0, sobre O'Bjf, (2.1)

entonces w > 0 en By .

Demostracion. Seau(r) = e**» en Bi dondea > Ocona > maxxea,B:r{C(x)}

ou

y @ > min_ B+{ —D(z)}. Entonces Au = a’¢**™ en Bt y — an = —ae®™ en

o4 Bf‘ .Siv=— entonces v es no negativa, no identicamente cero en B}:F , se
u
anula en 8" Bf, y satisface la ecuacién
Aw = ulv + 2VvVu + vAuy,

lo cual implica que
A Aw D(x)
u

Av+(2——)V +(—+D( z))y=

w<0 enBf,
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donde

%3 +D(z) = a® + D(z) > 0.

De aqui tenemos que
Av + (23) Vo <0 enBj.
u

Aplicando el principio del minimo se tiene que el minimo de la funcién v estd en
la frontera de B". Como en & B

dw du
v U UWh
8_17 = —l—uz———n > (=C(x) +)v > 0,

se sigue del Lema de Hopf que el minimo de v estd en 8 B;". Dado que w =0
en 8" Bj", entonces v = 0 en 8" B} y por tanto v > 0 en B{. Por consiguiente
w > 0 en By, como queriamos demostrar.

Lema 2.2. Sean h y R funciones diferenciables definidas en R} y R} respec-
tivamente, las cuales satisfacen (1.8). Sea u una solucién del problema (1.6),
entonces

~ A
u(Az) > |z)? "u(E—Ti); Ve Bl; 0<A<1 (2.2)

Demostracién. Demostremos primero la desigualdad para A = 1; es decir

u(z) > |z* " u (-Iia—) i VreBf

Sean v(z) = |z|* " u (l—f]g) la transformada de Kelvin y w = u — v. Entonces

v(z) satisface el problema

{—Av = R(Tf[,)uﬁf%, en B}, 25
g—; =h(rfp)v7-ﬂ-7, en 0B},

y por lo tanto w satisface
(Aw = —R(z)u™?/"2 + R (Eﬁ,) V22 <0, en B},
%2 = h(z)u/m 2 = b (15 ) 072 2 0, en &'BY,

donde al menos una de las desigualdades es estricta.

Por el principio del maximo y el Lema de Hopf, el minimo de w pertenece
a 8"Bf. Como w = 0 en 8 Bf y w # 0, entonces w > 0 en Bf, con lo cual
queda demostrado el lema para A = 1.
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Ahora demostraremos la desigualdad (2.2) para todo A € (0,1]. Sea uy(z) =
A% ~ly(Az). Entonces

nt2
—Au,\ = R(Aﬁ) r-2 , en Rr_:_, (2 4)
&2 = h(Az)ur==7,  en IR}
Sea wy(z) = ]xl2 Uy (I P ) la transformada de Kelvin de uy. Entonces vy

satisface el problema

et

l —Avy =R vy %, enR%,
v = RGeS * (2.5)
n = h(]:_lf)"/\"_ﬂv en JR%.
Sea wy = uy — v). Entonces de (2,4) y (2,5) tenemos
[Aw,\+R 2% ) Wrwa = [R( )—R()\a)] "7 enRT,
' (2.6)

%“""h( ) Prwy = [h( )—h(\:v)J ,(‘—"5, en OR",

donde ¥, es una funcién con valores entre ~j'—ux y iv/\ y &, es una
2
funcién con valores entre n—_z-u;z’ Y 25y
La hipétesis (1,8) implica que R(]%I%) ROz) <0y h( %) — h{Az) €0, si
A <1yz<1. Sesigue de (2,6) que

{Aw,\ + Dy(z)wxr <0, en B;",

(2.7)
9s 4 Ca(z)wr >0, end By,

donde D)(z) = R(]%l‘%)\ll,\ y Ci(z) = h(]%]%-)@)\, y tanto Cy(x) como Dy(x)
son acotadas si A € [\, 1] para algin A" > o.

Si A > |z|, entonces h(];—r,) <0, R(g%) <0, h(Az) 2 0y R(\z) > 0,
donde al menos una de las dos iltimas desigualdades es estricta. Por lo tanto
para todo A, una de las desigualdades de (2,7), es estricta en alguna regién, lo
cual implica que wy no es idénticamente cero. Ahora (2.2) es equivalente a

wy>0 en B (2.8)

Se sabe que (2.8) es verdadero para (z,\) € B x {1} . Ahora hacemos decrecer
A. Supongamos que (2.8) no se da para todo A € (0, 1] y que A, > 0 es el nimero
més pequefio tal que la desigualdad es verdadera para todo (z, A) € Bf x [A,, 1].
Llegaremos a una contradiciéon mostrando que para valores de A muy cercanos
y menores a A, la desigualdad sigue siendo verdadera. De lo anterior y la
demostracién del lema (2.1) tenemos que

wy,>0 en By y %<0 sobre 9"Bi.
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Lo anterior combinado con el hecho que wy = 0 sobre 8" B implica que wy > 0
en B para A muy cercano a A,. De esta manera queda demostrado el lema
(2.2). &

Lema 2.3. Sean h y R funciones diferenciables definidas en 8R% y R% respec-
tivamente las cuales satisfacen (1.8). Sea u una solucién de (1.7). Entonces

s

\
u(Az) >u(li\%) —4ln|z|, vz € B;f(0), 0<A<1 (2.9)
T

Demostracion. Demostraremos primero la desigualdad para A = 1. Es decir

/
u(z) > u (I—‘””"I-Q-) —4lnlz|, Vze B{(0).
T

Sean v(z) = u (I—:F;) —~4In|z| y w = u—v. Entonces v(z) satisface el problema

Ir—Av = R(]fr;)ez", en Rﬁ_,

v __

(2.10)
o= h(Ifr;)e", en OR?,

y por lo tanto w satisface
wa = —R(z)e®™ + R(fz)e*™ <0, en B,

1%% = h(x)e* ~ h(ﬁf)e“ >0 , en anr,

por el principio del méximo y el Lema de Hopf, el minimo de w pertenece a

8"B}. Como w = 0 en 8B y w # 0, entonces w > 0 en B, con lo cual
1 1y 1

queda demostrado el lema para A = 1.

Sean ux(z) = u(Az) +2InA y wvr(z) = uy (ﬁ}') — 2In|z|. Entonces uy

satisface el problema

!—Au)\ = R(Azx)e**, enR%,

2.11
%“# = h(\z)e*», en OR%, (211)
y v, satisface el problema
~Avy = R(2%)e*™, enRZ,
(=) * (2.12)
T2 = h(ZE)e™, en ORZ.
Sea wy = uy ~ vx. Entonces de (2,11) y (2,12) tenemos
|’ Awy + R(25)Uaws = [R(2E) — ROw)| 2, enRY,
(2.13)

| + (@R o =~ a(28) - hOm] e, enoml,
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donde ¥, es una funcién con valores entre e?¥* y e2¥*» y ®, es una funcién con
valores entre e** y e”*. Por (1,8) se tiene que

/ Az \ Az )
R(l,lg]—R(’\z)SO y h 3 _h(’\I)SO si A<lyr<l.
\lzl?/ |}

Se sigue de (2,13) que

Awy + Cr(z)wy <0, en B{*,
& + DA(xz)wx 20, en 8B}

La demostracion se concluye con un razonamiento similar al que se hizo para
demostrar el lema (2.2).

Demostracion del Teorema 1.1. Argumentando por contradiccién, supongamos
que u es solucibn de (1.6). Si A — 0 en (2.2) entonces
u(0) >| z |>~™ »(0). Como »(0) > 0, entonces | x [*~"< 1 para todo = en BY,
lo cual es una contradiccién. Supongamos ahora que u es solucién de (1.7). Si
A — 0 en (2,9) entonces In |z| > 0 para |z| < 1, lo cual es imposible. &/

Con lo anterior demostramos que si h y R satisfacen la condicién (1.8),
entonces los problemas (1.1) y (1.2) no tienen solucién.Asi, en este caso no
existe una métrica conforme a la métrica euclidiana tal que, con dicha métrica,
las funciones A y R dadas en los problemas (1.1) sean, respectivamente, la
curvatura media de B™ y la curvatura escalar de B™. También se concluye
que, en tal caso, no existe una métrica conforme a la métrica euclidiana tal
que, con dicha métrica, h sea la curvatura de la curva B2 y R sea la curvatura
gaussiana del disco B2.
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