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A bst r a c t . We prove that a semilinear elliptic boundary value problem has 
at least three nontrivial solutions when the range of the derivative of the non- 
linearity includes at least the first two eigenvalues. Two of them are of one 
sign (positive and negative, respectively), and the third solution changes sign. 
Extensive use is made of the Mountain Pass Theorem and the Leray-Schauder 
degree.
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R esu m en . Se demuestra que un problema elíptico semilineal tiene por lo menos 
tres soluciones no triviales cuando el rango de la derivada de la no linealidad 
incluye al menos los dos primeros valores propios. Dos de las soluciones son de 
un signo (positivo y  negativo, respectivamente) y  la tercera solución cambia de 
signo. En  la demostración se usan, de manera esencial, el Teorema del Paso de 
la Montaña y  la teoría de grado de Leray-Schauder.
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11412 Contrato 063-2002.
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1. Introducción
En este trabajo se estudia la existencia de soluciones múltiples para el problema 
de Dirichlet no lineal

• í  Au +  f{u) =  0, en Í2 
=  0, en dfi,

donde fi es un dominio acotado en M.N (N  > 3) con frontera suave, A es el 
operador de Laplace y /  : R —> R es una función diferenciable tal que /(O) =  0 
y /  es asintóticamente lineal, es decir,

/ ' ( oo) := límv ' |t|—oo t

Sean 0 < Ai < A2 < • • • < A & < • • • la sucesión de valores propios de 
(—A) con condición cero en la frontera de f2 y • • • , <£>fc, • • • la sucesión
de funciones propias correspondientes.

En este artículo se demuestra el siguiente teorema.

Teorem a 1.1. Si / ' (  0) < Ai y  /'(oo) € (A*, Xk+i), con k un entero par, k > 2 , 
entonces el problema (1) tiene por lo menos tres soluciones no triviales, de las 
cuales una es positiva, otra es negativa y  la tercera cambia de signo.

La existencia de soluciones al problema (1) ha sido ampliamente estudiada 
por muchos autores (ver [4], [5], [6], [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15], [17],
[18], [19], [20], [21]). A. Castro y J. Cossio en [9] estudian la existencia de 
soluciones en el caso radialmente simétrico cuando el rango de la derivada de 
la no linealidad incluye al menos los primeros j  valores propios y íl es la bola 
unitaria en RN] allí se emplean técnicas de teoría de bifurcación y se utiliza 
el hecho de que la primera ecuación que aparece en (1) en el caso radialmente 
simétrico se reduce a una ecuación diferencial ordinaria. Los mismos autores 
estudian el problema (1) en [10], cuando O es un dominio acotado en R^, 
el rango de la derivada de la no linealidad incluye al menos los dos primeros 
valores propios y la derivada de la no linealidad está acotada, lo cual permite 
utilizar el método de reducción de Lyapunov-Schmidt (ver [7]) para reducir la 
solubilidad del problema (1) a un problema finito dimensional.

A diferencia del teorema principal de [10], el Teorema 1.1 no depende del 
acotamiento global de la derivada de la no linealidad. Su demostración usa el 
Teorema del Paso de la Montaña, debido a A. Ambrosetti y P. Rabinowitz (ver
[5]), para probar la existencia de soluciones de un signo al problema (1) y la 
teoría de grado de Leray-Schauder para demostrar la existencia de una solución 
que cambia de signo.

El trabajo está organizado de la siguiente manera. En la Sección 2 se de­
muestra la existencia de dos soluciones que no cambian de signo y en la Sección 
3 se prueba la existencia de una solución que cambia de signo.



2. Existencia de dos soluciones que no cambian de signo
Sean / + : IR. —* IR la función definida por

/+ (í) := { í ' ((o)’ t, ! < S  (2)
y F+(t) =  J * f +(s)ds. Sean H el espacio de Sobolev Hq(Q) (ver [1]) y J + : 
H  —> M el funcional definido por
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dx. (3)

Como /'(oo) € (Afc,Afc+i), /  es sublineal. Por lo tanto J + es de la clase 
C l (H,R) (ver [19]) y

D J+ (u) v =  í  ( V w .V v  — f + (u) v) dx, Vu €  H, \/v €  H. (4) 
Jn

Recordamos que u e H es una solución débil de (1), con /  reemplazado por 
/ +, si

í  (Vu.Vtp — f +(u) (p) dx =  0 Vy? e H.
Jn

Por lo tanto u es una solución débil de (1), con /  reemplazado por f + , si y sólo 
si u es un punto crítico J +.

Para demostrar la existencia de un punto crítico de J+ utilizaremos el Teo­
rema del Paso de la Montaña (ver [5]). A continuación probaremos que se 
satisfacen las hipótesis del mencionado teorema. Claramente J + (0) =  0.

Lema 2.1. Existen a  > 0 y  p >  0 tales que

MI H = p = * J + (u)><x. (5)

Demostración. Como /'(O) < Ai existen e > 0 y 5 > 0 tales que

F+ (f ) =  f  f + (t) dt < (A, -  e)  Ç, Ví 6 (-S, 5 ) . (6)

Como /  es sublineal, existen constantes ai > 0 y a2 > 0 tales que, si rj > 0 
entonces

|F+ ( f ) l < ( ^  + ^ í ) l í | 2+’'= : P ( í . ' 7 ) l í r .  «  |í |> ¿ . (7)
Sea u e  H. Sean Ai := {x 6 ü  /  |u (x)| < 6} y  A2 := {x e  Q /  |u (x)| > 5} . 
Usando (6) y (7) se tiene que

j + («) =  5 ll«l£ -  í  F + («) dx -  f  F + (u) dx
¿ Jai Ja2

í  u2 dx — P  (5, r¡) í  \u\2+v dx 
J n  J n



Sea 0 < 7} < jpz2 - (®)> usando la Desigualdad de Poincaré (ver [7]) y el 
Teorema de Encaje de Sobolev (ver [1]) de H en L2+v (tí) (ver [1]), existe
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(9)

C > 0 tal que

j + («) > \ l l <  -  l l <  -  c  P(S,t¡) \\utH+"

= \ \ < ( ^ - C P (s ,n )M l ) .

El Lema 2.1 se sigue de (9). £Í

Lema 2 .2. Existe ü G H tal que |H |h > p y  J+ (ü) < 0.

D em ostración. Como f  (oo) > A2, existen constantes 03 > A2 y <24 tales que

í ’+ (í) > a 3y  +  a4, V £>0. (10)

Sea ip la primera función propia de —A, con condición de Dirichlet cero en la 
frontera. Sea t > 1. Por la definición de J + y (10), se tiene

J+ ̂  = fn G ̂  ~ F+ dX
< y  l|V^||2d x - Í~y - J^ip2dx~a4\ü\ (11)

~ ^  Ín ^ dx ~ Ja ~ °4 ^  ’
Como

Í  l|V |̂|2 dx =  f  Xi(p2dx. (12)
J  n  Jn

De (11) y (12) se tiene

t 2 f
J+ (t(p) < — (Ai — 03) / (p2dx — 0,4 | í í | . (13)2  Jn

Usando (13) y recordando que 03 > Ai se obtiene

J + (t<p) —> —00, t —> + 00, 

de donde se sigue el lema. 2Í

Demostraremos a continuación que el funcional J + satisface la condición de 
Palais-Smale.

Lema 2.3. El funcional J+ satisface la condición de Palais-Smale. Es de­
cir, dada una sucesión {í/n}ngN en H tal que {J+ (un)}neN es acotada y  
D J + (un) —> 0 cuando n —> 00, existe una subsucesión {unJ fceN convergente.
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Demostración. Sea {u„}neN C H tal que {J+ (un)}neN es acotada y
D J+ (un) —>0, cuando n —> oo.

Según la proposición B.35 en [19] basta probar que {u„}neN es acotada para 
obtener la condición de Palais-Smale. Supóngase, razonando por el absurdo, 
que {w„}nGN no es acotada. Entonces, existe una subsucesión, que por abuso 
de notación llamaremos {wn}nejN> tal que ||wn||H —* + oo. Defínase la función 
h : R —> R como

h(t) =  / ^ 0° ) í ' (14)
\ f ' ( 0) t, t <  0.

Claramente h es continua y, por la definición de / + ,
/+  (t) =  h (t) +  7 (t) (15)

donde
^^■—>0 cuando |í| —► 4-oo. (16)

Como » 0 cuando n —* oo, de (4) y (15) se sigue que para cada v € H,

/ í v íiTT V v . - £ M » - Í ^  »)*-.<>. (17) 

A continuación se demuestra que

JJíi

< e. (19)

. . v I dx— >0, Wv € H. (18)
la \JKIIh J

Dado e >  0, por (16), existe M2 > 0 tal que si |¿| > M2 entonces
7_(0 

t
Por la continuidad de 7 , existe k > 0 tal que

|7 (* )!< * , € [—M2, M2] . (20)
Entonces, para v € H  fijo, teniendo en cuenta (19), (20), la Desigualdad de 
Hólder y la continuidad del encaje H  ► L2 (Q) ,
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Por (17) y (18) se obtiene

/»H rar) .Vu —h iV'n)
Tk T„

v I dx— >0, Vu G H. (22)

Puesto que s Ti-U|h r ' es una sucesión acotada, existe una subsucesión, queU u"'lW JneN

(23)

por abuso de notación se escribirá igual, tal que
V uü— r-----u> en H

IM „
para algún u) E H. Dado que el encaje H L2 (Í2) es compacto,

->a) en L2 (Í7).
IM „

(24)

A continuación se demuestra que w^O. Supóngase que u> =  0. Es claro que 

DJ+ (lífi) Un
lU n | | H | | w r

Por lo tanto, por (4) y (25) 
2

f  h  ( u n ) u n  7  ( u n )  u n

H  J n  [ lM w WU n \ \ H  IM „  IM „
(1 h ( u n ) U n  t 7 ( « n )  Un

llun||H
Razonando como en (18) se tiene

7 ( « n )  U n

dx— >0.

/JnIfl y l|Un||H ||un||H 
De (24) y la hipótesis u) =  0 se sigue que 

h (un) un

dx— >0.

(25)

(26)

(27)

in V llWn||w Ilwn||j dx

h (un) un
í  ( r r - i i n r )  *  + /iti„>0 \Jlwn||H | | u n | | H J  Jun■ 

= i f  (oo)i /  7 % dx+ 1/ ' (°)i /  i r V dx
*/ ttn > 0  | | U n | | H  Jun<0 | | w n | | H

dx
(28)

IM „ + l/'(0)| IM ,
►o.

Combinando (26), (27) y (28) se llega a 1 =  0. Esta contradicción demuestra 
que u) 0.

De (22), (24) y el Lema de Vainberg (ver [19]), se tiene

IJn
(Vüj. Vu — h (uj) v) dx =  0, Vu € H. (29)
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Esto lleva a concluir que u  es solución débil no trivial del problema

f Aw + h(w) =  0, en ft,
\u> =  0, en dfi. ( '

Por los resultados de S. Agmon en [2] se concluye que u) es solución clásica de 
(30). Si Qi := {x e  f l : u) (x) < 0}, entonces w =  0 en Luego

í  Au; +  / '  (0) u =  0, en fii,
1 w =  0, en dfti.

Puesto que cualquier valor propio de —A en cualquier subregión de Q, debe ser 
mayor o igual a Ai (ver [16]) y / '  (0) < Ai, se concluye que í)i =  0. Así, uj > 0 
en Q, y de (30) se sigue que

í  Au +  f  (oo) u> =  0, en Q,
1 u) =  0, en dVt;

pero esto contradice la condición f  (oo) > Ai. Por lo tanto {wn}neN es acotada.
Eí

Por los lemas 2.1, 2.2 y 2.3 el funcional J+ satisface las hipótesis del Teorema 
del Paso de la Montaña, con lo cual se concluye que (1) tiene una solución débil 
no trivial u. Por los resultados de S. Agmon en [2] esa solución débil es clásica. 

Sea fi' := {x € Cl/u(x) <  0}. Por la definición de / + se tiene que

ÍA u +  / ' ( 0) u =  0, en ÍT,
\w  =  0, endfi'. ( ]

Como / ' ( 0) < Ai, se sigue que Q' =  0. Así, u > 0 en í). Por lo tanto, f +(u) =  
f(u). Ahora (1) se puede reescribir como

donde

í  A(—ti) +  ¡í- ^ ( - w )  =  en í),
iw  =  0, en dii,

f + ( 0  . m áx{/(£),0} /_(0  mín{/(^),0}

(34)

■ c * e e ’ í

para todo £ > 0 y se define =̂ -̂ (0) := { / /(0)}±. De esta forma, las funciones
son continuas en [0,+oo]. Sea c(x) := < 0. Como u (E C{Q), u

es acotada y, por lo tanto, c es acotada. Por el Principio del Máximo Fuerte se 
sigue que u > 0 en Í2. Se ha demostrado la existencia de una solución positiva 
de (1).

La existencia de la solución negativa se prueba de manera similar.
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Nota: En esta sección el funcional J, definido a partir de la truncación (2), es 
de clase C2. Sin embargo, en el Teorema del Paso de la Montaña sólo se usó el 
hecho de ser J  de clase C l . Si la truncación en (2) se hubiera definido como

' / + ( í ) := {o ,<f)’ ?<  o! (35)
el funcional J  resultaría de clase C1. Dejamos al lector la taxea de demostrar 
que, en este caso, la correspondiente solución, obtenida via el Teorema del Paso 
de la Montaña, no cambia de signo.

3. E xistencia de una solución que cam bia de signo
Sea 7 : R —+ R la función definida por

7 (t) := f(t)  ~ f'{oo)t.
Por lo tanto 7 (í) =  o(í) cuando |í| —> +oo.

Consideremos el problema de Dirichlet

ÍAw +  / /(oo)u +A 7 (w) =  0, en íl,
\ n «o (36)I u =  0, en ¿7Í2,

donde A E [0,1].
Sean G la primitiva de 7 con G(0) =  0 y J\  : H  —> R el funcional definido 

por

Jx{u) =  Q l Vwl2 “  / ' ( ° ° ) y  -  AG(u)^ dx, (37)

donde H  denota el espacio de Sobolev Hq(ST).
Como / ' ( 00) € (Afc, Afc+i), /  es sublineal y por lo tanto J\  G C l {H,R) (ver

[19]) y

('V J \ , v ) = D J \ ( u ) v  =  J  (Vw.Vu — f'(oo)uv — A7 (u) v) dx, Vv E H. (38) 
n

Por lo tanto u es una solución débil del problema (36) si sólo si u es un punto 
crítico de J\.

A continuación demostraremos que paxa R >  0 suficientemente grande y 
cualquier A E [0,1] el funcional J\  no tiene puntos críticos en la esfera de 
centro 0 y radio R.

Lema 3.1. Existe R >  0 tal que si ||u|| > R entonces VJ\(u) ^  0.

Demostración. Para demostrar el lema basta probar que las soluciones débiles 
del problema (36) están acotadas. Supongamos, por el absurdo, que existe una 
sucesión {un}^^ de soluciones débiles de (36) tales que ||un|| —> 00.
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Como DJ\(un) =  0, usando (38), se sigue que para cada v 6 H,

f  f'('x 'lTr1Tiv - XT~1Y  A  dx = 0- (39)Js>\ IK Ir  II“» II ll«nll J
De manera similar a como se hizo en la prueba del Lema 2.3, se demuestra 

que
W(w„) v } dx —► 0 Vv G H. (40)L V'IKII

De (39) y (40) se tiene que

¿ r ) d^ °  w e H - (41)
Ahora como  ̂If̂ Tf ̂  es una sucesión acotada en el espacio de Hilbert H, existe

una subaucesión, que denotaremos igual, tal que |  j  converge débilmente 
a un elemento w € H. Similarmente a como se hizo en la prueba del Lema 2.3 
se demuestra que w 0. Dado que el encaje de H  en L2(Q) es compacto se 
tiene que

w en L2(u>). (42)
IKII

Usando (41) y (42) se obtiene

/
J n

(Vw.Vv — f'(oo)w v ) dx =  0 Vv 6  H. (43)
’u

Luego w es una solución débil no trivial del problema

{Aw +  f(oo)w =  0, en Í2, . .
u =  0, en d£l.

Por lo tanto / ' ( oo) es un valor propio del Laplaciano. Esta contradicción de­
muestra que las soluciones débiles del problema (36) están acotadas. Se concluye 
así la demostración del lema. EÍ

En lo que sigue en esta sección, sea R >  0 como en el Lema 3.1.

Lema 3.2. Si Br es la bola en H de centro 0 y  radio R entonces
d(V J0,B ñ ,0) =  ( - l ) ‘: =  l > .!

donde d(VJo, Br , 0) denota el grado de Leray-Schauder.

Demostración. De (38) se sigue que ^

DJo(u)v=  f  (Vu.Vv — f'(oo)uv) dx, \fv e  H. (45)
J n

Como f'(oo) no es un valor propio de —A, se concluye que u =  0 es el único 
punto crítico de Jq.
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Para encontrar el grado de Jo en la bola B r  con respecto a cero, se calcula 
el número de valores propios negativos de la segunda derivada de Jo en cero. 
Sea A un valor propio del operador segunda derivada de Jo en cero. Entonces,

( D2Jq(Q)(p,w)  =  { \<p, w)  =  \ [  V ip .V w , \/ip ,w  G H. (46)
Jn

Usando los resultados de Castro y Lazer (ver [14]) se tiene

(D2 Jq (0) <p, w)  =  f  ( V c p . V w  -  f ' ( o o ) ( p w ) , V(p, w e H .  (47)
Jn

De (46) y (47) se obtiene

(1 — A) i  V cp.Vw =  /'(oo) í  ipw  V(p,w G H. (48)
J n  J n

Como la función propia (pj (j  G N) es solución débil del problema lineal

{Au +  Aju =  0, en O,
u =  0, en dü. (49)

Se sigue que

í  Vcpj.Vw =  \ j  í  (pjW Viü G H. (50) 
Jn Jn

reemplazando cp por ipj en (48) y usando (50) se obtiene

(1 - A)Aj = / ' ( oo).
Luego

A =  j € N .  . (51)
Á3

Como, por hipótesis, / ' ( oo) G (A ,̂ Afc+i) se sigue de (51) que el número de 
valores propios negativos del operador segunda derivada de Jo en cero es k. 
Por lo tanto

d ( V J o, B R,0)  =  ( - l ) k =  l,

lo que concluye la demostración del lema. EÍ

Supongamos que el conjunto de puntos críticos de J  es discreto. Usando el 
Lema 3.1 y la invarianza del grado de Leray-Schauder bajo homotopía (ver [8]) 
se tiene

d(VJi, Br,  0) =  d(VJo, Br,  0).
Como Ji =  J, usando el Lema 3.2 se obtiene

d(VJ,BR, 0) =  1 .
Como 0 es un mínimo local aislado de J, se sigue que

d{VJ,Bp, 0) = 1,
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donde Bp es una bola de centro 0 y radio p que no contiene ningún otro punto 
crítico de J  (ver [3]).

Sea P  una región acotada que contiene sólo las soluciones positivas de (1) y 
N  una región acotada que contiene sólo las soluciones negativas de (1). Por los 
resultados de A. Castro y J. Cossio en [10] se tiene

d(VJ, P, 0) =  - 1  =  d(VJ, N, 0).
Usando la propiedad de escisión del grado de Leray-Schauder (ver [8]) se sigue 
que

l  =  d (VJ,BR, 0)
=  d (V J, Bp, 0) +  d (V J, P, 0) +  d (V J, N, 0)

+  d CVJ,Br -  ( B p U P U N ) ,0) (52)
=  1 - 1 - 1  + d (VJ ,BR -  (Bp U P  U iV),0);

por lo tanto
d (V J,BR -  (Bp UP\JN),0)  ¿  0.

Por la propiedad de existencia del grado de Leray-Schauder (ver [8]) existe 
u € Br — (Bp U P U N )  tal que

V J(u) =  0.
Hemos demostrado que existe una solución no trivial u que cambia de signo. 
Lo que concluye la demostración del Teorema 1 .1 .
Agradecimientos. Los autores desean expresar su gratitud al profesor Alfonso 
Castro por sus comentarios relacionados con el Teorema 1.1.
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