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ABsTRACT. Using the spectral radius, we obtain an equivalent condition to the
commutativity of an algebra modulo its Jacobson radical.

REsuMmE. En utilisant le rayon spectral, nous obtenons une condition équivalente
4 la commutativité d'une algebre modulo son radical de Jacobson.
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Dans une algébre de Banach, il est bien connu que la sous-additivité et la
sous-multiplicativité du rayon spectral sont deux notions équivalentes  la com-
mutativité modulo le radical de Jacobson. Dans cet article nous considérons,
sur une algébre quelconque, des conditions qui font seulement appel au rayon
spectral et qui sont équivalentes & la presque commutativité. Dans toute la
suite, les algébres considérées sont complexes. Une algébre A est dite presque
commutative si A/Rad(A) est commutative, ot Rad(A) désigne le radical de
Jacobson de A. Si A est une algebre unitaire, on désigne par 1 son unité et par
p(a) = sup {|A| : A € Sp a}, le rayon spectral de a € A, ol Sp a est le spectre
de a. Rappelons aussi qu’une algebre p-semi-normée, 0 < p < 1, est dite une
Q-algebre si son groupe des éléments inversibles est ouvert.

Théoréme 1. Soit A une algébre unitaire. Les assertions sutvantes sont €qui-
valentes.

1) sup {p(zy) : p(y) <1} < 400, pour tout x € A et la fonction
2 Ja] = sup {p(zy) : ply) < 1}
est sous-additive i.e., il existe a > 0 telle que

|z +y| < a(jz| + |yl), pour tous z,y € A.
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2) A est une Q-algébre p-semi-normée (pour un certain p €]0,1}) presque
commutative.

Démonstration. L’implication 2)==>1) est triviale. Montrons 1)= 2). Tout
d’abord, la fonction z +— || est une quasi-semi-norme sur A4 ([1], p.159). De
plus, comme

p(zy) < p(y) |z|, pour tous z,y € 4, (1)
ona
|abl < |a| |b], pour tous a,b € A. (2)

Par ([1], p. 159-161) et (2), il existe une p-semi-norme d’espace vectoriel ||. [
sur A ([1], p.160), telle que Jjad|l, < |la], lloll,, pour tous a,b € A et deux
constantes positives k; et ks telles que

killelly < lz| < kzllell3 , pour tout = € A.

Posons B = A/Rad(A) et s la surjection canonique de A sur B. On munit
l'algébre B de la p-semi-norme d’algebre ([5]), notée encore ||. [|,» définie par
s, = =l , pour tout z € A. C’est une p-norme sur B car

{z € A:|z| =0} = Rad(A).

Et comme p(s(a)) = p(a), pour tout a € A, il en résulte que (B, ”Hp) est, une

()-algebre. Soient z,7 € A et A un nombre complexe tel que |\| > p(y) + |z|.
Alors (A —y) est inversible. En tenant compte de 1'egalité

—@+y)=A-p[1-( -y
et du fait que

|z

A-p e < —E <,
P07l <
on voit que A — (z + y) est inversible. Ainsi

plz +y) < p(y) + |z|, pour tous z,y € A.
Posons |s(z)| = |x|, pour tout z € A. Alors

pls(@) +s(v)] < p[s(y)] + [s(x)|, pour tous x,y € A.

A A 7 \
Soit B la complétée de B et p le rayon spectral dans B. Puisque (B N p) est

A
une Q-algebre et ||.|, et équivalente a |.|, 'inégalité précédente s'étend & B.
Pour a et b deux éléments quelconques de A, considérons la fonction f définie,
sur @, par

e*s(e)g(h)e—25(a) _ 5(b)
flz) = - 2 6 A#£0 et f(0) = s(ab— ba).
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Alors z — ,3( f(2)) est sous-harmonique. En effet soit

A A
|lz]| = sup {ﬁ(z +y)— S(y) Ty € B} , pour tout z € B.

A
Il est clair que, pour tout A €@ et tous a,b € B, on a
IAall = [Alflaf) et e +bll < llal| + 5]l
De plus
A
S(a) < la|l € ]e|, pour tout a € B.
Par suite, on a

1 € A
B(a) < [Ia"”% <ky ”aan;l" , pour tout a € Bet tout n=1,2,...
D’on, par passage a la limite,
A
pla) <lim lla"lll_"l < lim|[a™ [\;;1? < p(a), pour tout a € B.
n n
Ainsi
A . 1 A
p(a) = lim||a™||™ , pour tout a € B
n

Donc, comme dans [4], on montre que la fonction z +— 3( f(z)) est sous-
harmonique. De plus, pour tout z # 0, on a

b) + b
By < 200,
Ainsi la fonction z +—— ?;( f(2)) tend vers zéro & l'infini. Par le théoréme de

Liouville pour les fonctions sous-harmoniques, on a ﬁ( f(2)) = 0, pour tout
z €. Donc p(ab — ba) = 0. Enfin soit  un élément quelconque de A. Alors,
par (1), on a p[(ab— ba) ] = 0 et donc ab — ba € Rad(A). On en conclut que
A/Rad(A) est commutative. |

Comme conséquence, on a le résultat suivant.
Corollaire 2. Soit A une algébre unitaire. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1) p(z) < +00, pour tout z € A et il existe une constante 8 > 0 telle que
p(zy) < Bp(z)p(y), pour tous z,y € A.
2) A est une Q-algébre p-semi-normée (pour un certain p €]0, 1]) presque
commulative.
Démonstration. Il reste 3 montrer que 1)==> 2). Pour tout £ € 4, on a
sup {p(zy) : p(y) < 1} < Bp(z) < +oo.

Soient =,y € A et A un nombre complexe tel que |A| > p(z) + Bp(y). Alors
(A — z) est inversible. De plus

A—(z+y)=(A—2x) [1—(/\—32)_131]
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et

pla—z)7ly] < Brly) < 1.

~ A= ()
Par suite A — (z + y) est inversible. Ainsi
p(z +y) < p(x) + Bply), pour tous z,y € A.
1l en résulte que
la+bl < (1+ B)(la| +|b]), pour tous a,b € A.
Et on conclut par le théoréme 1. o]

Dans le cas d'une algébre normée, on a le résultat suivant.

Théoréme 3. Soit (A, |l.]|) une algébre normée unitaire. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes.

1) Il existe une constante ¢ > 0 telle que |z| < c||z||, pour tout = € A.

2} A est une Q-algébre normée presque commutative.

Démonstration. 2)== 1) Pour tout £ € A, on a
|| = sup {p(zy) : p(y) < 1} < p(z) < |z
1)= 2). Par1),0on a
plzy) < cp(y) llz{|, pour tous z,y € A. (3)
Donc p(z) < ||z}}, pour tout z € A et par suite (4, ]|.]]) est une @-algebre. De
plus, comme au théoréme 1, on montre & partir de (3) que

p(x +y) < p(y) +clz||, pour tous z,y € A.  (4)

A A
Soit A la complétée de A et p le rayon spectral dans A. Puisque (A4, ||.]|) est une

A
Q-algebre, I'inégalité (4) s’étend & A. Pour a, b dans A, on considére la fonction
g définie, sur €, par

zapo—za _
g(z)ze___e____b siA#0 et g(0) = ab— ba.

Alors z —— ?)(g(z)) est sous-harmonique par [4]. De plus elle tend vers zéro &
l'infini. Elle est donc identiquement nulle. On obtient alors la presque commu-

tativité de A & partir de p (g(0)) = 0 et de (2) o
Remarques 4. 1) Dans le cas d’une algébre A non nécéssairement unitaire,
on serait tent€ de penser que

(lz}| < +o0, Yz € A) = (p(z) < +00, Vz € A).

En fait, ce n'est pas le cas comme le montre le contre-exemple suivant : soient
E = XC[X], ou C[X] est l'algébre des polynémes et F une algébre de Banach
unitaire commutative quelconque. Sur A = E x F, on considére les opérations
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ordinaires. Comme pg(x) = 400, pour tout élément x non nul de E, on a
|(a,b)] < oo, pour tout (a,b) € A alors gque pal(a,b)] = +oo, pour tout
(a,b) € A avec a # 0.

2) Soit A est une algébre non unitaire telle que p(x) < 400, pour tout x € A.
Si |z| < 400, pour tout x € A, alors p(x) < |z|, pour tout z € A. En effet, on
a p(zy) < p(z)ly|, pour tous z,y € A. Prenons y = z", pourn = 1,2,..., on
obtient p(z) < p{x) ™ ||+ . Dot le résultat par passage & la limite.

3) Awvec Uhypothése supplémentaire p(z) < +oo, pour tout x € A, les
théorémes 1 et 3 restent encore valables dans le cas non unitaire.
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