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ABSTRACT. In this note, we establish a variant of Ekeland’s variational principle.
This result suggests a generalization of the classical Palais-Smale condition.
An example is provided showing how this is used to give the existence of a
minimizer for functionals which do not satisfy the Palais-Smale condition and
the one introduced by Cerami. We also prove a relation between the coercitivity
of functional and the introduced compactness condition.
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REsuME. Dans cette note, nous établissons une variante du principe variationnel
d’Ekeland. Ce résultat suggére d’introduire une généralisation de la condition
de Palais-Smale classique. Un exemple montre comment ceci peut s’appliquer
pour assurer ’existence d’un minimiseur pour des fonctions ne satisfaisent pas
les conditions de Palais-Smale et de Cerami. Nous prouvons aussi une relation
entre la coercivité de la fonction et la condition de compacité introduite.

1. Introduction

Soient E un espace métrique complet muni d’une distance d et ® : £ — RU{o0}
une fonction semi-continue inférieurement et non identique & +o0o. Le principe
variationnel d’Ekeland permet pour chaque € > 0, chaque § > 0 et chaque
z € E tel que

B(z) <inf @ +e,

de construire un élement v € F minimisant la fonctionnelle ®, donnée par

,(z) = ¥(z) + %d(m, V).
1
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Si E est un espace de Banach, si ® : E — R est dérivable au sens de
Gateaux semi-continue inférieurement et bornée inférieurement, alors le prin-
cipe variationnel d’Ekeland assure ’existence d’une suite minimisante (u,) telle
que ®'(u,) — 0, quand n — oo. Il est connu que si ® vérifie la condition de
Palais-Smale alors ® atteint son infimum. Mais, il est parfois possible de trouver
une suite minimisante (uy) telle que ®'(u,) — 0, quand n — oo, n’ayant aucune
sous-suite convergente. Prenons I'exemple de la fonction ®(s) = arctg(s).

D’autre part, on dit que la fonction ® : E — R vérifie la condition de Cerami
en un point ¢ € R, si toute suite (u,) C E telle que

(1+ ltnl)®'(un) = 0, (un) — ¢, quand n— oo

admet une sous-suite convergente.

Dans [5], Ekeland a établit que si ® est bornée inférieurement et vérifie la
condition de Cerami pour tout ¢ € R alors ® atteint son infimum.

Cette note vise a établir une variante du principe variationnel d’Ekeland.
Au paragraphe 3, cette variante nous permet de donner une généralisation
a la condition de Palais-Smale et celle introduite par Cerami (cf. [3]). Nous
illustrons le théoréme affirmant ’existence d’un minimum sur un exemple qui
ne s’adapte pas aux modes de conditions connus dans la littérature.

Dans [2], Caklovic, Li et Willem ont établit que si la fonctionnelle @ :
E — R est bornée inférieurement et satisfait la condition de Palais-Smale
pour tout ¢ € R alors ® est coercive. Dans ce travail, nous intéréssons aussi a
généraliser le résultat, décrit précédemment, de [2] et d’autres dans (cf. [6], [4],
[1]) en remplagant la condition de Palais-Smale par la condition de compacité
introduite au paragraphe 3.

2. Variantes du principe variationnel d’Ekeland

Avant d’énoncer le résultat principal de ce paragraphe, nous allons introduire
la définition suivante.
Définition 1. On dit que a : [0, 00[—]0, 00[ est une fonction de comparaison
d’ordre k si pour tout q > k il existe ¢,d > 0 tels que
ot +1)s) <cs?+d,Vt,s € RT.
aft)

Exemples :

(1) a(s) = (1 +9)*

(2) a(s) = (1 +s)*Log(2 + s)
_ Soient (E,d) un espace métrique complet et u € E. Notons par :
B(u,r) = {z € E | d(u,z) < r}, la boule fermée de centre u et de rayon r.
B(u,r) = {z € F | d(u,z) < r}, la boule ouverte de centre u et de rayon r.

Théoréme 1. Soient (E,d) un espace métrique complet, o € E fixé et o :
E — R une fonction semi-continue inférieurement, bornée inférieurement. Soit
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a : [0,00[—]0,c0[ une fonction de comparaison d’ordre k croissante continue.
Alors pour chaque € > 0, chaque 6 > 0 et chaque u € E tel que

®(u) < iréf<1>+s

il eziste une suite (zn)n>1 de E convergente ayant les propriétés suivantes :
i) 21 =1u,2zn € B(u,v(u))
avec y(u) est une constante positive choisie de telle sorte que la fonction

U est bornée sur E.

LU
1+d To,u
i1) la suite (d(zo, 2n))n>1 est croissante,

iii) Y0 sl <26,V 2 1,
iv) pour v = lim,_00 2, P(v) < B(u),
v) d(u,v) < min{éa(d(zo,v)),7(u)},
vi) pour tout w € B(u,v(u)) \ B(u,d(zo,u)),

D(w) > &(v) — d(v, w).

€
da(d(zo, w))
Démonstration. La preuve est inspirée de celle du principe variationnel d’Eke-
land. Pour tout couple (r,s) € E?, on définit 7 < s par les deux conditions
suivantes :

B(r) < ®(s) - d(r, s) (2.1)

€
da(d(ze, 1))
et
d(zo,r) > d(xo, 3). (2.2)
Nous allons d’abord montrer que la relation < est d’ordre. En effet,

~ est réflexive car r < r, pour tout r € E;
~ est antisymétrique car si 7 < s et s < r alors d(zo,7) = d(zo, 5) et

€ 2e
aa(d(xo,r))d(’"’ s) < &(r) - Ja(d(:cg,r))d(r’s)

et par suite d(r,s) =0 et r = 5;
< est transitive car si 7 < s et s < t alors d(zg,r) > d(zo,s) = d(zo,t) et

—————d(r,s) et B(s)

B(r) < B(s) -

B(r) < B(s) ~ g,

£
da(d(zo, 5))
puisque d(t, s) < d(t,7) + d(r, s), (2.3) devient

< ®(t) - d(t, ) (2.3)

B(r) < B(s) — m[d(tw) —d(t, 5)] et B(s)
< B(t) - m(—imd(t, 5) (2.4)
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ou encore

B(r) < B(t) + [ = :

E
o) i) 40 Fa

comme «(.) est croissante et d(zg, ) > d(zq, 3), alors

(r) < () - saEEndnt)
d(zg,7) > d(zo,t)
= r <t

r<sets<t = {

Puisque ® est semi-continue inférieurement alors S; = {r € E | r < s} avec
s € E, est non vide et fermé.

Nous allons construire une suite d’ensembles fermés S,, définis inductive-
ment. Soient €, §, u et y(u) donnés par I’énoncé et soit z; = u. Posons

S ={weE|w=<2z}0NB(u,v(u)),

et choisissons z; € S tel que
D(z0) < iglf@ + m.

Ensuite, nous posons

So = {w € E | w< 2z} N B(u,v(u)),
alors Sz C 5. En supposant que z; est déterminé et

S; ={we H|w= z}n B(u,v(u))
pour ¢ < n, et choisissons z,41 € S, tel que

1

(n + Da(d(zo, zn))

@(Zn+1) < iélf‘p +

Nous posons ensuite
Sn+l = {w €FE I w < zn+l} N B(u>7(u))

et nous avons S,y C Sy,.

La suite (S,)» ainsi construite est une suite décroissante de fermés non vides
et (d(xo, 2n))n est une suite croissante bornée et par conséquent, elle converge
dans Dintervalle [d(zo, u), d(zg, u) + y(u))-

Par ailleurs, dire que w € Sy, signifie que

d(w) < P(2p41) d(w, zn4+1) et d(xo, W)

€
~ Sa(d(zo, w))
> d(zo, 2n41)
de (2.5), il vient
1 €
(n+ Da(d(zo, zn))  da(d(ze, w))

@(’UJ) S lélf(p + d(w1 Zn+1),
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ce qui entraine que

§  oald(zo,w))
g(n+1) a(d(zo, zn))’

d(w, zn41) <

et puisque w € B(u,v(u)), il suit

6 ofy(u) +d(zo, u))
n+1) S . (2.
AW, 2n41) S CET T a(d(ze 7)) 2.6)
Comme la fonction v +— ——’y“ﬂ— est bornée alors il existe M > 0 tel que
1+ d(zo,u)
Y(w) < M(1+ d(zo, u))- (2.7)

D’aprés (2.6), (2.7) et puisque «(.) est une fonction croissante, il résulte
§  a((M+ 1)1+ d(zo, 2n)))

e(n+1) ald(zo, 2,)) '

Nous utilisons (2.8) et le fait que a(.) est une fonction de comparaison d’ordre

k il existe c,d > 0 tels que

(2.8)

d('LU, zﬂ+1) <

)
d(w, 2n41) £ ——(c(M +1)* +d),n e N
(0, 5041) € s (e(M + )" +
ceci montre que le diamétre de S,,4+1 tend vers 0, quand n — oo.
Puisque E est complet, il existe un unique v € E tel que N, S, = {v} et 2,
converge vers v. Comme 2; < zj—1 < ... < 21 ; alors de (2.1), il résulte

®(z41) < ¢(Zj)—m%md(zj’zj+l)

ed(zj,2
- _EO\Z4, 4i+1) ]+1
\“U Z Ja(d(zo, ZJ-H))

IA

ou encore

5d(zJaZJ+1
< P(u) — D(z;
E 5a(d anZJ-Fl)) ( ) ( J+1)

IA

lIElf(I) +€— (I’(zj-f-l) <e.

Par conséquent ’assertion #ii). Comme v € S; nous avons v < u est établie.
Par suite, I’assertion iv) est satisfaite. Il en résulte aussi que
£
— —  dv,u) < ®(u) —®@W) <infd+e-P(v) Le.
oty ) < 2w) - 20) < iy )
Passertion v) est démontrée.
Pour vi), soit w € E tel que w < v et w € B(u,7(u)), alors nous avons
w < 2, pour tout n, ce qui implique que w € N, Sy et alors w = v. Cela signifie
que v est un élément minimal dans B(u,~y(u)), c’est a dire

w € Bu,y(u)) et w<v=w=v.
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ce qui montre que

.
dafd(zo,w))
pour tout w € B(u,y(w)) \ B(zo, d(wo, v))-

Ce qui achéve la preuve. &

O(w) > P(v) — d(v,w)

Remarque 1. Dans le cas ou E est une partie compléte d’un espace vectoriel
normé, nous prenons ro = 0 dans le théoréme 1.

Dans le cas out F est un espace de Hilbert et ® dérivable au sens de Gateaux,
nous avons

Théoréeme 2. Soient H un espace de Hilbert et ® : H — R une fonction semi-
continue inférieurement bornée inférieurement et dérivable au sens de Giteaur
sur H. Soit a : [0, 00[—]0, co[ une fonction de comparaison d’ordre k croissante
continue. Alors pour chaque € > 0, chaque u € H tel que ®(u) <infy ®+¢ et
chague 6 > 0 tel que
20(3(1 + [|ull})
il existe v € H ayant les propriétés suivantes :
i) 2(v) < P(u)
son lv—ull - ¢
%) a(mn S °
i) @' (v)|le(llvl) < §
Démonstration. Posons dans le théoréme 1, zg = 0,7v(u) = 2(||u|| + 1) et
d(z,y) = ||z — y|| pour tout z,y € H. Alors d’aprés iv) et v) du théoréme
1, il existe v € H (v = limp—o0 2n, (zn) la suite construite dans le théoréme 1)
tel que
2(2) < ®(u) et v = ul < Sa(vl),
ce qui montre que %) et i) sont satisfaites.
La relation ¢iz) est établie en deux étapes :

(1) Pour tout h € H tel que [h|| = 1 et tout ¢ tel que [¢| < 1 nous avons
v+th € B(u,v(u)). En effet, il suffit de montrer que v € B(u, ||u| + 1),
car

lv+thll < vl + [E[|A] = ol + |2
< 2ull+1+1=x(u)
D’aprés v) du théoreme 1, nous avons
llv — ull < da(llv]]) et |lv —ul] < y(u). (2.9)
Maintenant, supposons que v & B(u, ||u| + 1), donc

llall + 1 < flv = ul]



VARIANTES DU PRINCIPE VARIATIONNEL D'EKELAND ET APPLICATIONS 7

puisque af(.) est croissante, § < Wgﬁ“%'nll—‘m et d’apres (2.9), il résulte

Jul +1 < 1o = ull < (el < Sa(3(x + ul)) < PALEL
Ce qui est absurde.

(2) La deuxiéme étape est consacrée & montrer que

/ < —E—- =1. .
| < ¥k > | S s, Vi € H ] =1 (2.10)

Soit h € H tel que ||k|| = 1, nous allons distinguer deux cas.

Cas 1. Si < v,h >> 0 (< .,. > désigne le produit scalaire associé & H),
alors nous avons

llo+ thl| = [[l0]|® + lith]|* + 2t <v,h >]},

il est clair que, pour tout ¢ > 0, [[v + thf > {[v[l. Donc, pour t > 0
suffisamment petit on a v+th € B(u,v(u))\ B(0, |[v|) et par suite
d’aprés vi) du théoréme 1, il vient

D(v + th) — ®(v) - €
- , t>0.

t = da(||lv+thl)

Comme P est Gateaux dérivable, en faisant tendre ¢ vers 0, nous
obtenons
€
<®W),h>> ——r.
( alo

Cas 2. Si < v,h >< 0 nous avons ||v + th|| > ||v|| pour tout ¢ < 0. De
méme il résulte pour ¢ suffisamment petit

&(v + th) — ®(v) €
- , t<O.
-t = da(llv+ th|)
Faisons tendre t vers 0, nous avons
€
<®@W),h>L ———, Vh, ||R] = 1.
Ohh>< satmry VIR

Ce qui démontre la relation (2.10) et par suite iii) est satisfaite.
o

Remarque 2. La démonstration du théoréme reste valable si nous remplagons
H par la région Dp = {u € H | |lu|| > R}, ot R > 0.

Comme une conséquence, nous avons

Corollaire 1. Soient H un espace de Hilbert et ® : H — R une fonctionnelle
semi-continue inférieurement bornée inférieurement et dérivable au sens de
Giéteauz sur H. Soit a(.) : [0, 00[—]0, o[ une fonction de comparaison d’ordre
k croissante continue. Alors pour toute suite minimisante (un)n, de ® vérifiant
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llun|l

(un) est bornée ou bien 0 < liminf ————
n—oo o [lunl)
(vn)n de @ telle que :
i) ®(vn) < (un)

i) &2 "" "") — 0, quand n — o0

il exriste une suite minimisante

111) ||‘I>’(vn)||a(||v,,||) — 0, qguand n — oo.
1
Démonstration. Soit €, tel que sn 3,, lim inf ( = et prenons 8, = €3,
n—oo
¥(un) = 2(|lun|| + 1). Puisque a est une fonction de comparaison d’ordre k
alors les conditions du théoréme 2 sont satisfaites et par suite pour tout u, il

existe v, tel que
'L) <I)('Un) < (I’(un)

=3 ””n”‘“ul 1
i) Sl = Ens

i41) |2’ (va)lla((|vnll) < En%-
Faisons tendre ¢, vers 0, quand n — oo, le corollaire découle. o]

Théoréme 3. Soient H un espace de Hilbert et ® : H — R une fonction semi-
continue inférieurement bornée inférieurement, dérivable au sens de Gditeaux
sur H et soit a : [0, 00[—]0, oo[ une fonction de comparaison d’ordre k croissante
continue telle que flm 3313 ds = +00. Alors pour chaque € > 0, chaque 6 > 0 et
chaque u € H tel que

®(u) < i}l{f D+e

il existe v € H ayant les propriétés suivantes :
i) ®(v) < 2(u),
i) |lv—ulf < sa(|lv])),
i) [|[2'()le(llvl) < §
Démonstration. Posons dans le théoréme 1, 2o = 0 et d(z,y) = ||z — y|| pour

tout z,y € H. Alors le théoréme 1 assure I’existence d’une suite (zp)n>1 telle
que la suite (||z,]|) est croissante et

“ -’«'n+1” .
< 26,VJ > 1. 2.11
Z (ol (2.11)

Puisque * _L_ds = +oo alors il existe v > 0 tel que
1 afs)

a

1 plull+ P )
0< = ——ds. 2.12
2y, als) (
Posons v = limy, 0 2 €t y(u) = 2||ul| + v + 1 (on rappele ici que y(u) est la
constante donnée dans ’énoncé du théoréeme 1).
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D’aprés iv) et v) du théoréme 1, nous obtenons
P(v) < &(u) et |v—ul < da(lv]).

Pour établir ’assertion i), il suffit de montrer que pour tout h € H tel que
Ilk]l = 1 nous avons v + th € B(u,y(u)) pour tout ¢ est suffisamment petit.
Pour ceci, nous allons d’abord établir que

flznll < flufl +7,Vn > 1. (2.13)

En effet, supposons par I'absurde qu'’il existe j > 1 tel que |[zj+1| > flul] + 7.
D’ou, d’apres (2.12) et puisque « est croissante, il vient

7SV
26 < / —— ds
Izl (8)

rllizasrll

el @(6)
lzn1l = izl
Z a([lznill)

< Z"zn Zn41]]

a(llzn41ll)

IA

IA

Ce qui contredit (2.11). Utilisons (2.13), nous avons
o —ull < 2fJull +1. (2.14)
Dong, pour |t| < 1 et h € H tel que ||| = 1 et de (2.14) nous obtenons
v+ th —ull <2)ull + v+ 1 =~(u).

Finalement, la deuxieéme étape de la preuve du théoréme 2 permet de conclure.
Ce qui achéve la preuve.

Remarque 3. Le résultat du théoréme 8 reste valable si nous remplagcons H
par Dp={u€ H | |lul| > R} oz R > 0.

Corollaire 2. Sous les conditions du corollaire 1 avec fim 0—(1;3 ds = +o00, pour
toute suite minimisante (uy), de ® il eriste une suite minimisante (v,), de ®
vérifiant i), 41),iii) du corollaire 1.

3. Applications

Dans toute la suite nous supposons que & : H — R une fonctionnelle semi-
continue inférieurement bornée inférieurement, dérivable au sens de Géateaux
sur H et a : [0, 00[—]0, 0o[ une fonction de comparaison d’ordre k croissante
continue. Posons ®¢ = {u € H | ®(u) < c}.
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Définition 2. On dit que ® satisfait (CZ) si toute suite (up)n C H telle que
B(un) — c et ®'(un)a(||un]) — 0,

contient une sous-suite convergente.

Remarque 4. Notons que lorsque a(s) = cte, la condition (C) est la condi-

tion de Palais-Smale et lorsque a(s) = s+ 1, la condition (C%) est celle intro-
duite par Cerami.

Maintenant, nous donnons un exemple de fonctions qui ne s’adaptent pas
aux modes de restrictions imposées dans les travaux connus.

Exemple 1. Soit ¢ : R — R définie par
1

1 1

U) = —————
(w¥+1)=
Nous vérifions facilement que ® satisfait la condition (C§), avec a(s) = (s+1)".

r>1.

Mais ® ne satisfait pas ni la condition de Palais-Smale ni la condition de
Cerami au point 0.
Théoréme 4. Soit H un espace de Hilbert et a = infy ®. i ®°1¢ rencontre
Uensemble As = {u eH|6< a(SHtI‘HiIIJ)} pour un certain 6 > 0, et pour tout
€ tel que 0 < € < 4. De plus, si & vérifie la condition (C2) alors ® atteint son
infimum sur H en un point u pour lequel d'(u) = 0.
Démonstration. Pour € = %, avec n > 1, il existe alors une suite (u,,) telle que
llunll +1
a(3(1 + [[uall))’
En conséquence, (u,) est une suite minimisante de & vérifiant (u,) est bornée
H : Un ]
oul< hnII_l. lolcl)f ?J”Fm
Soit (v,) la suite donnée par le corollaire 1 vérifiant :
i) ®(v,) < B(uy),
i) [|2'(va)lla(l|vn]]) — 0, quand n — oo.

Puisque & satisfait (C2), alors (v,) contient une sous-suite convergente notée
aussi (v,) et qui est évidement minimisante pour ®. Soit u = lim,—.q0 ¥,
d’apres ©) et i) le résultat découle.

1
<I>(un)§a+a et §< Vn > 1.

Ensuite, nous illustrons le théoréme 4 sur un exemple ou la fonction ¢ vérifie
les conditions du théoréme 4 sans que la condition de Palais-Smale et celle de
Cerami ait lieu.

Exemple 2. Posons
arctg(s) sis<0
f(s) =< sin(s) si0<s< 2r
arctg(s —2mr) sis> 2w
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et ®(u) = f(2r + Log(flull® + 1) — (ull? + 1)?) pour u € H. Alors & est de

classe C! puisque u — Log(||ul|? + 1), u — (|[u]|® + 1)) et f sont de C'.
On a aussi a = infy® = —1 et =1+ rencontre l'ensemble borné non vide
A={ue H| Log(flul|>+1) — (JJu||> 4+ 1)? € [-27,0]} pour tout ¢ > 0. D’autre
part, ® vérifie (C2), avec a(s) = s? + 1 et par suite le théoréme 4 assure que
® atteint son infimum en un point ug pour lequel ®'(ug) = 0.

Corollaire 3. Soit H un espace de Hilbert et a = infy ®. S’il existe un borné
K tel que pour tout e > 0 :

PHeNK#£D
et si @ vérifie la condition (C2) alors ® atteint son infimum sur H en un point
u pour lequel ®'(u) = 0.
Démonstration. Le résultat découle du théoréme 4. o

Remarque 5. Si pour tout € > 0 ®2+€ rencontre un ensemble borné K, alors
d est coercive.

Théoréme 5. Soit H un espace de Hilbert eta = infy ®. Si a vérifie [{° 31?5 ds =
+o00, et si ® vérifie la condition (CZ) alors ¢ atteint son infimum sur H en
un point u pour lequel ®'(u) = 0.
Démonstration. Posons dans le théoreme 3, € = (%)2,6 = -71; avecn 2 1, et
choisissons une suite (u,,) telle que

1

B(up)<a+—.
n

11 est clair que (u,) est une suite minimisante de ®.
Soit (vy,) la suite donnée par le théoreme 3 vérifiant :
i) ®(v,) < B(un)
1) ||®'(vn)||la(|lva]l) — 0, quand n — oo.
Par (C¢), (vn) contient une sous-suite convergente notée aussi (v,). Posons
u = limy, 00 v, €t d’aprés ) et i) le résultat découle.

Remarque 6. La condition [ ﬁ ds = +00 est nécessaire dans le théoréme

5. En effet, prenons lezemple de la fonction ®(u) = arctg(u) et posons a =
inf ®. Il est immédiat de vérifier que ® vérifie (CS) pour a(s) = (s +1)% et @
n’atteint pas son infimum. Notons ici que f1°° za—‘:ﬁr ds < 400.

L’objectif du théoréme suivant est de généraliser les résultas donnés dans
[2] et [4].
Théoréme 6. Si ® est bornée inférieurement, alors

Q) S Illnﬁl inf ®(u) = d < co alors pour que ® vérifie (CS) il est nécessaire

que [° Etls_} ds < +o0.
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(2) Sia(s) = (1+5)B(1+ Log(1l+s)), avec B : [0, 00[—]0, 0o une fonction
de comparaison d’ordre k croissante continue vérifiant f1° 3(1;5 ds =
+00, et @ satisfait (C) pour tout c € R alors ® est coercive.

Démonstration. Pour la premitre assertion, raisomnons par I’absurde. Il est
clair que la suite de terme général m(n) = | ilrllf d est croissante et tend vers
u||>n

d quand n — oo.
Soit €, > 0 et choisissons u, tel que

Appliquons le théoréme 3 et la remarque 3 dans D, = {u € H | ||u|| > n}, avec
8y = €n, il existe v, tel que

=¢p (3.1)

=°"l=m

[onll 2 7, B(vn) < B(un) et | (va)lla(|lvall) <

Comme ¢y, est arbitraire on peut supposer €, — 0, quand n — +0o et faisons
tendre n vers oo dans (3.1), il résulte

[oall = 00, ®(vs) = d, [|®"(vn)l|(l|vnll) — 0 quand n — co.

Ce qui contredit la définition de (Cg).
Maintenant, nous allons établir ’assertion 2. Supposons par I’'absurde que
liminf ®(u) = d < co. Considérons la distance géodésique

flull =0
1
d(z,y) = inf{f(c) = jo 1 ﬂ_d"( zll)f[ dt | c € C'([o, 1], H),¢(0) = z,¢(1) = y}-

On rappele ici que £ est la longueur d’un chemin joignant z et y. Nous vérifions
aisément que d est une distance sur H. Comme H est un espace de Hilbert la
plus petite longueur d’un chemin joignant z et y est celle du segment [z, y].
Done, l'infimum de {¢(c) = fﬂl %_L‘ﬁé%l)l-“ dt | c € C([0,1], H),c(0) = 0,¢(1) = z}
est atteint pour le segment joignant les points 0 et z & savoir : ¢(t) = tz. Par
suite, d(0,z) = Log(1 + ||z||) pour tout =z € H. Soient &, et u, tels que

lunll > 20, ®(un) < d+ 2.

alors il existe une suite (v,) tel que ||v,|| > n vérifiant les propriétés i) a vi)
du théoreme 1.
Utilisons les mémes arguments de la démonstration du théoréme 2 pour

montrer que
d(0,vn + th) = Log(1 + [lvn + th|]) > d(0,v,) = Log(1 + ||val}) (3.2)

sit>0et <vy,h>>0.
Posons y(un) = 2d(0,un) + v + 1, [y(u,) est la constante prise dans le
théoréme 1], et d’une fagon analogue pour avoir (2.14), nous obtenons aussi

A(ttn, v) < 24(0,un) + 7. (3.3)
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Par suite, pour ¢ suffisamment petit, h € H tel que ||h|| = 1 et d’apres (3.3),
nous avons

d(up,vp +th) < 2d(0,u,) + v+ 1.
Dans ces conditions, nous appliquons vi) du théoréme 1 et on a donc pour ¢

suffisamment petit

2

&
” d nyUn N 4
6.B8(1 + Log(1 + [[vn + tA])) (Vnyvn +th),  (3.4)

Puisque d{v,, v, + th) < ||A] fc: mllisTshﬂ sit > 0 et divisons dans (3.4) les
deux membres par t suffisamment petit positif, nous obtenons

&(vy, +th) > ®(v,) —

1r s N > / A% 671”’7’” 1/‘ ds
~1®(v, + th) — ®{vp)] > — n '
g (2 ) = O ) = = T og L+ [m + R £ Jo 1+ 1o + sh]

Posons §,, = ¢, et faisons tendre t vers 0, il résulte
Enllhll
(14 llwalDBQ + Log(1 + [[wall))’
Changeons h par —h si < vy, h >< 0, il suit
Enlhl|
< &' (v,),h >< = .
() 2> S T Ton DB + Log(i + o))

Pour ¢, — 0, quand n — oo, nous obtenons

<P (vs),h>> — si <wp,h>>0.

[[on]l = 00, ®(ve) — d et ®'(vy)a(l + [ival) — 0, quand n — oo.
Ce qui est absurde et ce qui achéve la démonstration. o

Remarque 7. La condition fl°° {—x%;—}ds < +oo n'est pas suffisante dans la
premiére assertion du théoréme 6 comme le montre l'exemple suivant :
Exemple. Soientr > 1 et & : R — R définie par

1
b(u) = ——.
W)= s
Nous vérifions facilement que lllurln_{gg' o(u) = 0, f1°° mds < 400 et ® ne

satisfait pas la condition (C§), avec a(s) = (s + 1)".
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