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REsSUMEN. En este trabajo se definen las nociones de (o, 3)-semi-kernel y (o, 3)-
semi-cokernel de un subconjunto A C X por medio de los conjuntos (a, B)-
semiabiertos descritos en [12]. Usando estas nociones se introducen y se es-
tudian nuevas clases de conjuntos denominados: (¢, 8)-A,-conjunto, (o, §)-V,-
conjunto, (a, 5)-g.A,-conjunto y (a, 8)-g.Ve-conjunto, mediante los cuales ca-
racterizamos a los espacios (a, 3)-semi T} y («, 8)-semi T2 estudiados en [12].
Ademis usando tales conjuntos y la nocién de operador asociado a una topo-
logia, se introducen y se estudian nuevas clases de funciones que generalizan a
las funciones g.A,-irresolutas y g.A,-abiertas, véase 2] y [3].

Palabras claves. (a, 3)-V,-conjunto, (a, 8)-g.A,-conjunto, funciones g.A,-abier-
tas.
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AssTraACT. In this work the notions of {a, 3)-semi-kernel and the (a, 3)-semi-
cokernel of a subset A C X are defined, by utilizing the (o, 3)-semiopen sets
described in [12]. Also using such sets, we introduce and study new classes of
sets called: (a, 8)-A,-set, (a, B)-V,-set, (a, B)-9.A,-cet and (a, B)-g.V,-set, Using
these notions, we characterize the (a, 3)-semi T1 and (a, 8)-semi T}/2 spaces
studied in [12]. Also using such sets and the notion of associated operator on a
topology, we introduce and study a new class of functions that generalize the
functions g.A,-irresolute and g.A,-open, see [2] and [3].
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1. Introduccién

Los conjuntos semiabiertos y semicerrados fueron introducidos por N. Levi-
ne [7) y N. Biswas [1], respectivamente. En afios recientes muchos autores
han utilizado estas nociones para definir nuevas clases de conjuntos que po-
seen cierta analogia con clases de conjuntos definidos en términos de conjuntos
abiertos y cerrados. Tal es el caso, de las nociones de A-conjunto [9] y A,-
conjunto [4] definidas de la siguiente manera: Un subconjunto A4 de un espacio
topolégico (X, 7) se dice A-conjunto (resp. A,-conjunto) si A = Ker(A) (resp.
A = sKer(A)), donde Ker(A) (resp. sKer(A)) es la interseccién de todos
los conjuntos abiertos (resp. semiabiertos) que contienen al conjunto A. Los
complementos de A-conjuntos y As-conjuntos son denominados V-conjuntos
y Vi-conjuntos, respectivamente. De igual manera, en [9] y [4], se introdu-
cen generalizaciones de tales conjuntos: Un subconjunto A de (X,7) se di-
ce g.A-conjunto (resp. g.As-conjunto) si Ker(A) C F (resp. sKer(4) C F)
siempre que A C F y F es cerrado (resp. semicerrado). Mediante el uso de
los conjuntos mencionados anteriormente se caracterizan algunos de los axio-
mas de separacién definidos en [8]. En otro contexto, C. Carpintero, E. Ro-
sas y J. Vielma [5] introducen nociones tales como la de operador asociado a
una topologia 7 sobre un conjunto X, conjunto a-semiabierto, las cuales se
generalizan en [12], en donde se definen los conjuntos (o, 3)-semiabiertos y
(a, B)-semicerrados, asi como también se estudian nuevos axiomas de sepa-
racién denominados axiomas de (a,3) semi separacién. La idea principal de
este trabajo es obtener una nocién mucho més amplia que la de los A-conjunto
y Ag-conjuntos, en términos de dos operadores a, 3 asociados a la topologia T
de un espacio X y de esta manera caracterizar algunos de los axiomas de {(«, §)
semi separacién tratados en [12]. También, definimos nuevas clases de funcio-
nes que nos permiten estudiar las relaciones existentes entre estas nociones de
conjuntos y de esta manera obtener resultados més amplios que los mostrados
por M. Caldas en [3].

2. Preliminares

En esta seccién estudiamos cierta terminologia y algunos resultados bdsicos,
los cuales se emplearan a lo largo de todo este trabajo.

Definicién 2.1. [5] Sea (X, T) un espacio topoldgico, se dice que o : P(X) —
P(X) es un operador asociado a la topologia T de X si a satisface V C a(V)
para todo V € 7.

Definicién 2.2. [5] Sean (X, T) un espacio topoldgico y o un operador asocia-
do a la topologia T de X. Un subconjunto A CX se dice que es a-semiabierto
si eviste U € 7 tal que U C A C a(U). El complemento de un conjunto a-

> [
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La coleccién de todos los conjuntos a-semiabiertos en X, se denotard por
a-SO(X,7) y la coleccién de todos los conjuntos a-semicerrados en X, por
a-SC(X, 7).

Definicién 2.3. [12] Sea (X, 7) un espacio topoldgico y o, 3 : P(X) — P(X)
operadores asociados a 7. Un subconjunto A C X se dice (a, 3)-semiabierto si
para cada = € A, existe un conjunto 3-semiabierto V tal quex € V ya(V) C A.
El complemento de un conjunto (a, B3)-semiabierto es (a, 3)-semicerrado.

La coleccién de todos los conjuntos (a, 3)-semiabiertos en X, se denotard por
(o, B)-SO(X, ) y la coleccion de todos los conjuntos (a, §)-semicerrados en X,
por (a, 8)-SC(X, 7). Observe que si 8 es un operador monétono (i.e. B(U) C
B(V) siempre que U C V) y a = id, entonces la coleccién (o, 8)-SO(X,7)
coincide con la coleccién de los conjuntos B-semiabiertos, 8-SO(X, 7).

En los siguientes lemas se recogen algunas propiedades fundamentales de los
conjuntos (a, 3)-semiabiertos (resp. (¢, 8)-semicerrados).

Lema 2.1. Sean (X,7) un espacio topoldgico y a,3 : P(X) — P(X) opera-
dores asociados a la topologia T sobre X. Si {A; : i € I} es una coleccidn de
conjuntos (e, 3)-semiabiertos, entonces |J;c; Ai es (a, B)-semiabierto.

Demostracion. Sea z € | J; A;, entonces x € A; para algin j € I. Luego existe
V; € B-SO(X, 1) tal que z € V; y a(V;) C A; C |, Ai. En consecuencia, para
cada z € |J; 4;, existe V; € 8-S0(X, 7) tal que a(V;) € ;e Ai- Lo que nos
dice que | J;.; A; es (o, B)-semiabierto. ]

Corolario 2.1. Sean (X,7) un espacio topoldgico y o, : P(X) — P(X)
operadores asociados a la topologia T sobre X. Si {A; : i € I} es una coleccion
de conjuntos (a, B)-semicerrados, entonces ();c; A es (a, B)-semicerrado

Estas dos 1ltimas proposiciones nos permiten definir de manera natural, la
(e, B)-semiclausura y el (a, 3)-seminterior de un subconjunto A C X, denotados
por (a, 8)-sCl(A) y (a, B)-sInt(A), respectivamente. De esta manera, para cada
A C X tenemos

(o, B) — sCl(A4) = {nF :ACFyFes (a,ﬁ)-semicerrado} ,
(@, B) — sInt(A) = { UV:VcayVes(a, ﬂ)-semiabierto} .

Definicién 2.4. Sea (X,7) un espacio topolégico y o, 3 : P(X) — P(X) ope-
radores asociados a T. Para cada A C X se define ¢l (o, 8)-semi-kernel de A,
denotado (a, §)-sKer(A), como la interseccion de todos los conjuntos (a, §)-
semiabiertos que contienen a A.

Definicién 2.5. Sea (X,T) un espacio topolégico y a,8 : P(X) — P(X)
operadores asociados a T. Para cada A C X se define el (a, 8)-semi-cokernel
de A, denotado (a,3)-sCok(A), como la unidn de todos los conjuntos (a, f3)-
semicerrados que estdn contenidos en A.
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El (a, §)-semi-kernel y el (o, 3)-semi-cokernel de un conjunto A C X satis-
facen las siguientes propiedades.

Lema 2.2. Sean A,B y {B) : A € I} subconjuntos de un espacio topoldgi-
co (X, 7). Consideremos «, 3 operadores asociados a la topologia T sobre X.
Entonces:
(a) AC (a,p)—sKer(A);
(b) (a ,B) —sKer(A) C (o,8) —sKer(B) si ACB;
(c) (a,B) —sKer((a,B)— sKer(A)) = (a, B) — sKer(A);
g N\

(d) (a,pB)—sKer (U B,\) = U(a, B) — sKer(B));

(e) =(a,8) — sK);::"I(A) st /\felle (a, B)-SO(X,T);
(f) (a B) — sKer (X\B) = X\(e, 8) — sCok(B);

(9) (a,p)—sCok(4) C A4;

(h) A= (a,B)—sCok(A) si A€ (a,B)-SC(X,1);

(i) (a,B)—~sKer (ﬂ B;.) C ﬂ(a,,@) — sKer(B));

rel / rerl
/

() (a,8) —sCok (U Bx] 2 U (a, B) — sCok(B,).

rer A€l

Demostracion. (a) Sea x € A, entonces z € U para todo U € (a, §)- SO(X 7)
tal que A C U. Luego, z € N{U: ACU y U € (e, 3)-SO(X,7)}. Es decir,
z € (o, B)-sKer(A).
(b) Supongamos que z ¢ (a,B)-sKer(B). Entonces, existe un subconjunto
U € (a,B3)-SO(X,7)talque BCU yz ¢ U. Como AC B CU, tenemos que
z ¢ (a,B)-sKer(A). Por lo tanto, (a,8)-sKer(A) € (a, B)-sKer(B).
(c) Por la propiedad (a) siempre se tiene que (a, 8)-sKer(A) C (a, 8)-sKer((a,
B)-sKer(A)). Supongamos que z € (a,B)-sKer((a,B)-sKer(A)). Entonces
z € U para todo U € (a,8)-SO(X,7) tal que (o, B)-sKer(A4) C U. Puesto
que A C (e, 3)-sKer(A), entonces z € U para todo U € (o, 3)-SO(X,T) tal
que A C U. Es decir, z € (a, 3)-sKer(A).

I \

(d) Sea = ¢ (a, B)-sKer ( U By ), entonces existe un subconjunto U € (a, 8)-
\ael /
SO(X, T) tal que U B, CUyax¢U. Puesto que By C U By C U, entonces
A€l ael
para cada ) € I se tiene que z ¢ (o, 8)-sKer(B,). Por lo tanto, z ¢ U (a,B)-
A€l
sKer(B,). Reciprocamente, supongamos que existe un punto z € X tal que
T ¢ U(a,,B)-sKer(BA). Entonces, para cada A € I, existen subconjuntos
Ael
U € (o, f)-SO(X,7) tal que = ¢ Uy y By C Uy. Definamos, V = | J Ua.
A€l
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»

Asi, tenemos que z ¢ U U, U By CVyVe(apB)-SO(X,T). Por lo tanto, -
Ael Ael :

z ¢ (a, B)-sKer (IJ B,\).

Ael
(€) Supongamos que A es un conjunto (a, 3)-semiabierto. Entonces:

(a,B)-sKer(A) = (U : A C U,U € (a,B)-SO(X,7)}C A, puesto que
A € (o, 8)-SO(X, 7). Por aplicacién de (@), siempre se tiene que A C (a, B)-
sKer(A).
() X\( B)-5Cok(B)=X\U{F : B 2 F ,F € (a,)-SC(X,)}=({X\F :
B DO F,F € (a,0)-SC(X,n)}={X\F : X\B C X\F ,X\F € (a,p)-
SO(X,7)}=(e,B8) — sKer(X\B).
(9) Sea z € (a, 8)-sCok(A), entonces € F para algiin F € (o, 8)-SC(X, 1)
tal que A O F. Por lo tanto, x € A.
(h) Supongamos que A es un conjunto (a, 3)-semicerrado. Entonces:
(a,8)-sCok(A) = | {F : A D F,F € (a,0)-SC(X,7)}2 A, puesto que
A € (a,B)-SC(X, ). Por aplicacién de (g), siempre se tiene que A 2 (e, B)-
sCok(A).
(¢) Supongamos que z ¢ ﬂ(a,ﬂ)-sKer(B,\). Entonces, existe A € I tal que
A€l
z ¢ (o, B)-sKer(B,). Por lo tanto, existe A € I y U € (o, 3)-SO(X, ) tal que
By, CUyzx¢U. Puesto que ﬂ B, C B, C U, se concluye que z ¢ (a, 8)-
A€l

sKer(n By).

xel
(7) Para B C X, denotemos X\B por B¢. Aplicando condiciones (f) e (i),

tenemos que

(00, B)-sCok (U Bx> = ([(a B)-sCok ( U B*)J }

Ael A€l /

(lu=])]

2 [ﬂ(a B)- sKer(B,\)

= |(a,B)-sKer (ﬂ Bc)
! xel

AET

I

[
(o, ﬁ)-sKer

r c

= (‘| [(@,B) — sCok (By)] ]

L el

U [[(e, B)-sCok (B»)]]°

Ael

= |J(a, 8)-sCok (B,).

A€l
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o]

El siguiente ejemplo muestra que, en general, el (o, 8)-sKer(ANB)# (a, B)-
sKer(A) N (a,B)-sKer(B).

Ejemplo 2.1. Sea X = {a,b,c} y v = {0, X, {a}, {b}, {a,b}}. Definamos los

operadores:
A, stbe A,
a(A) =

Cl(A), sibé A.

CI(A), sibe A4,
=1
A, sibd¢ A.

Entonces, tenemos que:

B - SO(Xv T) = {@,X, {a}: {b}) {av b}1 {ba C}} )

(aa IB) - SO(X’ T) = {@, X, {b}! {a!b}v {b! C}}
Sea Ay = {a} y A2 = {b}, entonces (o, B)-sKer(A1NAz2) = (a, B)-sKer(@) =0
y (o, B)-sKer(A1) N (a, B)-sKer(Az)=(a, B)-sKer({a}) N (a, B)-sKer({b})=
{a,b} N {b}= {b}.

3. (o, B)-As-conjuntos y (o, 3)-V,-conjuntos

En esta seccidn usamos las Definiciones 2.4 y 2.5 para introducir las clases de los
(a, B)-A,-conjuntos y (a, 8)-Vs-conjuntos, las cuales son mas amplias que las
clases de los As-conjuntos y V;-conjuntos introducidas por Caldas y Dontchev
[4]. Ademas usando estos conjuntos caracterizaremos los espacios (a, 3)-semi
Ty [12].

Definicién 3.1. Sea (X,7) un espacio topoldgico y a, B: P(X)—P(X) ope-
radones asociados a T. Un subconjunto A CX se dice (a, 3)-As-conjunto si
= (a, f)-sKer(A).
Definicién 3.2. Sea (X,T) un espacio topoldgico y a, 3: P(X)—P(X) ope-
radores asociados a T. Un subconjunto A CX se dice (a, 3)-V,-conjunto si
A = (a, B)-sCok(A).
Es de observar que cuando a = # = id, tenemos que:
1. Aes (a, 8)-As-conjunto si y sélo si A es A-conjunto.
2. A es (¢, 3)-Vs-conjunto si y sélo si A es V-conjunto.
En el caso que a = id y B = Cl, entonces:

1. A es (o, 3)-As-conjunto <= A es A;-conjunto.
2. A es (a, 8)-Vs-conjunto <= A es V-conjunto.

Proposicién 3.1. Sea (X, T) un espacio topoldgico y ., 3: P(X)—P(X) ope-
radores asociados a la topologia T sobre X. Entonces:
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(a) 0 y X son («, B)-As-conjuntos y (a, 8)-Vs-conjuntos.

(b) Un subconjunto B es un (o, 8)-As-conjunto st y sélo st X\B es un
(a, B)-Vs-congunto.

(¢) Toda union de (o, B)-As-conjuntos (resp. (e, 5)-V,-conjuntos) es un
(a, B)-As-congunto (resp. (o, 8)-Vs-conjunto).

(d) Toda interseccion de (a, 3)-A;-conjuntos (resp. (a, 8)-V,-conjuntos) es
un (a, 3)-As-conjunto (resp. (a, B8)-V,-conjunto).

Demostracidn. (a) y (b) se obtienen inmediatamente de las Definiciones 3.1 y
3.2 y el Lema 2.2.

(c) Sea {By : A € I} una coleccién de (¢, 8)-As-conjuntos en X, Por la Defini-
cién 3.1 y el Lema 2.2 (d), tenemos

U Bx = | J(e.B8) - sKer(By) = (e, 8) — sKer(| ] By).

A€l A€l xerl
(d) Sea {Bj : A € I} una coleccién de (a, 5)-A,-conjuntos en X. Entonces por
la Definicién 3.1 y el Lema 2.2 (i), tenemos

(e, 8) — sKer([) Bx) € [ (e, 8) = sKer(By) = (] Ba.

A€l A€l A€l

Por otra parte, aplicando el Lema 2.2 (a) obtenemos que

ﬂ By C(a,B) — sKer(m B)).

A€T Ael
&f

Recordemos que si (X,7) es un espacio topoldgico y a, son operadores
asociados a la topologia 7 sobre X, se dice que X es un espacio («, f)-semi T}
[12] si para cada par de puntos distintos z,y € X existe un par de conjuntos
(ar, B)-semiabiertos, uno de ellos contiene a y pero no a z y el otro contiene a
z pero no a y. En [12] se mostré que un espacio X es (a, 8)-semi T} si y solo
si cada conjunto unitario es (a, 3)-semi cerrado.

Proposicién 3.2. Sea (X, T) un espacio topoldgico y o, 3 operadores asocia-
dos a la topologia T sobre X. El espacio topolégico X es («,(3)-semi Ty si y
s6lo si cada subconjunto de X es un (o, B)-As-conjunto (o equivalentemente un
(a, B8)-V,-conjunto).

Demostracidn. Suficiencia: Sea X un espacio (a, )-semi T} y B un subconjunto
de X. Supongamos que existe un punto z € X tal que z ¢ B. Entonces, X\{z}
es un conjunto (a, §)-semiabierto que contiene a B. Luego, (a, 3)-sKer(B) C
X\{z}. Esto implica que = ¢ (a, 3)-sKer(B). De esta manera, tenemos que
(a, B)-sKer(B) C B. Por el Lema 2.2 (a) se tiene que B C (a, 3)-sKer(B).

Necesidad: Sea D(z) = {S:z € Sy S es (o, §)-semiabierto}. Segtin la hipSte-

sis, {z} = ﬂ S, por lo tanto si y # z entonces y ¢ n S y asi existe
SeD(z) SeD(z)
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un conjunto (a,3)-semiabierto S tal que z € S y y ¢ S. En forma anéloga,

y ¢ ﬂ S’ y existe un conjunto (c,3)-semiabierto S’ tal que y € S’ y
S’e€D(y) .

z ¢ S'. Esto nos dice que X es un espacio (a, §)-semi Ti. of

4. (a,pB)-g.As-conjuntos y (o, 3)-g.Vs-conjuntos

Introducimos en esta seccién las clases de (a, 3)-As-conjuntos generalizados y
(e, B)-Vs-conjuntos generalizados de una manera natural al caso de los conjun-
tos introducidos por Maki [9] y Caldas & Dontchev [4}, respectivamente. Usando
estas nuevas clases de conjuntos, caracterizamos los espacios (¢, 8)-semi T /o
[12].

Definicién 4.1. Sea (X,7) un espacio topoldgico y o, 3 operadores asociados
a 7. Un subconjunto A CX se dice (a, 8)-g.As-conjunto si (o, §)-sKer(A) C F
siempre que AC F y F € (a,3)-SC(X, 7).

Definicién 4.2. Sea (X, T) un espacio topoldgico y o, 3: P(X)—P(X) ope-
radores asociados a 7. Un subconjunto A CX se dice (a, 8)-9.V;-conjunto st su
complemento X\ A es un (a, 8) — g.As-conjunto.

Observe que:
1. A es (a, B)-semiabierto = A es (a, 8)-As-conjunto = (e, B)-g.As-con-
junto.
2. A es (a, B)-semicerrado = A es (o, §)-V;-conjunto = (a, 3)-g.Vs-con-
junto.
Nétese ademds que cuando a = 3 = id, entonces:
1. Aes (o, 8)-g.As-conjunto <= A es g.A-conjunto.
2. Aes (o, B)-g.Vs-conjunto <= A es g.V-conjunto.
Cuando a = id y 8 = CI, entonces:
1. Aes (o, 3)-g.As-conjunto <> A es g.A;-conjunto.
2. A es (a, B)-g.Vs-conjunto <= A es g.V;-conjunto.
En el siguiente ejemplo, se muestra que existen (a, 8)-g.As-conjuntos que no
son {a, 3)-As-conjuntos.
Ejemplo 4.1. Sea X = {a,b,c} y 7 = {0, X, {b,c}, {a}}. Definamos los ope-

radores:

(A, sibe A,
a(A) =
Cl(4), sib¢ A.

Cl(A), sicé¢ A,

B(A) =
A, sice A.

Entonces, tenemos que:

B—-SOX,7)= {Qva {a}v {b,c}},
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(a,8) - SO(X,7) = {0, X, {a}, {b,c}}.
La coleccion de los (e, 3)-As-conjuntos es:
{@v X, {a}v {b, C}}1
mientras que la coleccion de los (a, 8)-9.As-conjuntos es:
{@v X, {a}, {b}7 {C}v {a, b}, {b,c}, {a,c}}.

Ndtese que {b},{c}, {a, b} y {a,c} son (a, B)-g.As-conjuntos, pero no son (a, B)-
As-conjuntos.

Proposicion 4.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y a, 3 dos operadores aso-
ciados a 7. Entonces:
(i) Para cada z € X, {x} es un conjunto (a, B)-semiabierto o X\{z} es
un (o, B)-g.As-conjunto en X.
(it) Para cada z € X, {z} es un conjunto (a, B)-semiabicrto o {x} es un
(a, B)-9.Vs-conjunto en X.

Demostracion. (i) Supongamos que {z} no es (o, §)-semiabierto. Entonces el
tinico conjunto (e, 3)-semicerrado F que contiene al conjunto X\{z} es X.
Luego, (a, 8)-sKer (X\{z}) € F = X y asi X\{z} es un (a, §)-g.A,-conjunto
en X.

(7) Se obtiene inmediatamente de (). o

Proposicién 4.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y o, 3 dos operadores aso-
ciados a 7. Un subconjunto A de X es un (o, 3)-g.V,-conjunto si y sdlo si
U C (o, B)-sCok(A) siempre que U C A y U € (a, 5)-SO(X, 7).

Demostracion. Suficiencia: Sea A un (o, 8)-g.Vs-conjunto en X y sea U un
conjunto (a, 3)-semiabierto en X tal que U C A, entonces X\U es un (o, B)-
semicerrado en X y X\A € X\U. Luego, X\A4 es un (a, 3)-g.As;-conjunto y
asi (o, B)-sKer(X\A) C X\U. Por aplicacién del Lema 2.2 (f), tenemos que
X\(a, B)-sCok(A) C X\U. De esta manera, U C (a, 8)-sCok(A).

Necesidad: Sea F un conjunto (a, 8)-semicerrado en X tal que X\A C F.
Puesto que, X\F es (o, 8)-semiabierto y X\F C A, por la hipétesis tene-
mos que X\F C (a, ) — sCok(A). Entonces, X\(a,3) — sCok(A) = (a,B) -
sKer(X\A4) C F por el Lema 2.2 (f), y X\A es un (a, B)-g.A,-conjunto. Por
lo tanto, A es un (c, 8)-g.V,-conjunto. o4

Seguidamente introduciremos algunas terminologias y resultados adicionales
para continuar desarrollando este trabajo, recordemos algunas definiciones y
resultados basicos.

Definicién 4.3. [10] Sea (X,7) un espacio topoldgico y a, dos operadores
asociados a 1. Un subconjunto A C X se dice (a,B)-sg-cerrado si (a, §)-
sCI(A) C U para todo U € (o, B)-SO(X,7) tal que ACU.

Claramente todo conjunto (e, 3)-semicerrado es (c,3)-sg-cerrado pero el
reciproco no es cierto [10].
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Proposicién 4.3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y a, 8 dos operadores aso-
ciados a 7. Para cada x € X, {x} es (a, B)-semicerrado o X\{z} es (a, §)-sg-
cerrado en X.

Demostracidn. Supongamos que {z} no es (a, #)-semicerrado. Entonces el tini-
co conjunto («, 3)-semiabierto U que contiene al conjunto X\{z} es X. Por lo
tanto, (a, 8)-sCl(X\{z}) € X y asi X\{z} es un (a, B)-sg-cerrado en X. ™

Definicién 4.4. [12] Sea (X,7) un espacio topoldgico y a, B dos operadores
asociados a 7. Se dice que X es un espacio (a,B)-semi Ty, si todo conjunto
(o, B)-sg-cerrado es un conjunto (a, B)-semicerrado.

Teorema 4.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y o, 8 dos operadores asociados
a 7. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) X es un espacio (a, §)-semi Ty /5.

(#) Cada (a,B)-9.Vs-conjunto es un (a, 8) — V,-conjunto.

Demostracion. (i) = (ii) Supongamos que existe un (e, 3)-g.Vs-conjunto A
que no es un (a, ) — V,-conjunto. Puesto que (a, 8)-sCok(A) C A ((e,8)-
sCok(A) # A), entonces existe un punto z € X tal que = ¢ (a, 8)-sCok(A).
Entonces el conjunto unitario {z} no es (a, 3)-semicerrado. En virtud de la
Proposicién 4.3, X\{z} es un conjunto (a, 3)-sg-cerrado. Por otra parte, tene-
mos que {z} no es (a, 3)-semiabierto {puesto que A es un (e, 3)-g.V;-conjunto,
z ¢ (a,3)-sCok(A) y la Proposicién 4.2). Por lo tanto, X\{z} no es (a, 8)-
semicerrado pero el es un conjunto (a, 8)-sg-cerrado. Esto contradice el supues-
to que X es un espacio (a, 8)-semi T} /2.

(i1) = (i) Supongamos que X no es un espacio (a,8)-semi T} 9. ‘Entonces,
existe un conjunto (e, )-sg-cerrado A que no es (a, 8)-semicerrado. Puesto
que A no es (a, 3)-semicerrado, existe un punto z tal que ¢ ¢ Ay z € (o, §)-
sCl(A). Por la proposicién 4.1, tenemos que el conjunto unitario {z} es un
conjunto (o, 3)-semiabierto o es un {(a, 8)-g.Vs-conjunto. Si {z} fuese (a, 5)-
semiabierto, entonces tenemos que {z} [ A # @ puesto que z € (a, 3)-sCI{A).
Pero esto es contradictorio. Ahora, consideremos el caso cuando {z} es un
(o, B)-g.Vs-conjunto. Si {z} no es (e, B)-semicerrado, entonces tenemos que
(e, B)-5Cok{{z}) = @ y por lo tanto {z} no es un (e, f)-Vs-conjunto. Esto
contradice la condicién (¢i). Ahora, si {z} es (a, B)-semicerrado, tenemos que
X\{z} 2 (e, B)-sCl(A) (i.e., z & (e, §)-sCI(A)). En efecto, el conjunto (a, B)-
semiabierto X'\ {z} contiene al conjunto A que es un conjunto (a, 8)-sg-cerrado.
Entonces, esto contradice el hecho de que z € (a, 8)-sCI(A).

5. Funciones asociadas a los (o, 3)-g.As-conjuntos y
(a, B)-g.Vs-conjuntos

A continuacon se introducen ciertas clases de funciones que tienen importan-
tes conexidnes con la nociones de («, 8)-g.As-conjunto y («, 3)-g.Vs-conjunto
descritas anteriormente.
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Definicién 5.1. Sean (X,7,a,), (Y,¢,0,0) dos espacios con operadores aso-
ciados.

1. Una funcién f : (X,7)—=(Y,¢) se dice ((o, B), (o, 8))-semiabierta si
para cada conjunto V (o, B)-semiabierto en (X,7), f(V) es un (0,0)-
semiabierto en (Y,v) [11].

2. Una funcién f : (X,7)—=(Y,¢) se dice ((e, B8), (0,0))-semicerrada si
para cada conjunto V (a, B)-semicerrado en (X, 1), f(V) es un (0,8)-
semicerrado en (Y1) [12].

3. Una funcién f : (X, 7)—(Y, ) se dice (a, 8), (0, 8)-irresoluta si f~1(V)
es (a, B)-semiabierto en (X,7) para cada subconjunto V (o,8)-semi-
abierto en (Y, %) [11].

4. Una funcién f : (X,7)—(Y,¢) se dice ((a,B),(0,0))-9.A,-semiconti-
nua si f~Y(V) es (a, B8)-g.As-conjunto en (X, 7) para cada subconjunto
V (o,8)-semiabierto en (Y, ).

5. Una funcién f : (X,7)—(Y,9) se dice ((e, B),(0,8))-9.As-irresoluta
si f7Y(V) es (a,B)-g.As-conjunto en (X, 7) para cada subconjunto V
(0,0)-9.A5-conjunto en (Y, ).

6. Una funcion f : (X, 1)—(Y,¢) se dice ((a, ), (0,0))-9.V;-semicerrada
si para cada conjunto V (a, 8)-semicerrado en (X, 7), f(V) es un (0,0)-
g-Vs-conjunto en (Y, ).

7. Una funcién f : (X, 7)—(Y, ) se dice ((o, 8), (0,0))-9.A,-semiabierta
si para cada conjunto V (a, 3)-semiabierto en (X, 1), f(V) es un (o, 6)-
g-As-conjunto en (Y,1).

Observe que si:

1. En la Definicién 5.1.4 & = 0 = § = id y § = ClI, entonces obtenemos
la definicién de funcién g.A,-continua dada en [2].

2. Si en la Definicién 5.1.5 tomamos a = ¢ = id y § = 8 = Cl, entonces
obtenemos la definicién de funcién g.A,-irresoluta dada en [2].

3. En las Definiciones 5.1.6 y 5.1.7 tomamos a = 8 =0 =idy § = Cl,
entonces obtenemos la definiciones de funcién g.V,-cerrada [2] y funcién
g-As-abierta [3], respectivamente.

Lema 5.1. Sean (X, 1,0,8), (Y,¥,0,8) dos espacios con operadores asociados
y sea g : X — Y una funcidn. Las siguientes condiciones se satisfacen:
(i) Sig es ((a,B), (0,8))-irresoluta, entonces para todo subconjunto B de
Y, (a,B)-sKer(g7}(B))Cg~((0, 0)-sKer{ B)).
(it) Sig es ((a,B),(o,8))-semiabierta y biyectiva, entonces para todo sub-
conjunto A de X, (0,0)-sKer(g(A)) = g({a, B)-sKer(A)).

Demostracion. (i) Supongamos que g : X — Y es una funcién ((a, 8), (c,0))-
irresoluta y sea B un subconjunto de Y. Sea x € (a, 8)-sKer(g~!(B)), entonces
z € U para todo U € (a, §)-SO(X, ) tal que g~2(B) C U. Consideremos O €
(0,0)-SO(Y, 1) tal que B C O, entonces g~1(B) C g~1(0) y g71(O) € (e, B)-
SO(X, 1), puesto que g es ((e, B), (o, 8))-irresoluta. Luego, por la hipttesis z €
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g~ }(0). Esto implica que g(z) € O para todo O € (o,6)-SO(Y, %) tal que
B C 0. Es decir, z € g~Y(0, §)-sKer(B).

(#%) Supongamos que g : X — Y es una funcién ((a, 8), (¢, #))-semiabierta y
biyectiva. Entonces, para cada subconjunto A de X se tiene que:

9((a, B)-sKer(4)) = (ﬂ {U € (o, 8)-SO(X,7) : A C U})
({9(U) € (5,6)-SO(Y, ¥) : g(A) C g(U)}

[WV € (0,6)-50(Y,9) : g(4) C V'}
(o, 0)-sKer(g(A)).

o

Teorema 5.1. Sean (X, 7,a,8), (Y,¥,0,0), (Z,0,7,7) tres espacios con ope-
radores asociados. Sean f: X — Y, g: Y — Z dos funciones tales que go f :
X — Z es una funcién ((a, B), (v,1))-g.As-semiabierta. Entonces:
(2) g es ((o,8), (,n))-g.As-semiabierta, si f es ((a, 8),(0,8))-irresoluta y
sobreyectiva.
(it) f es ((a, B), (0,8))-g.As-semiabierta, si g es ((o,0), (y,n))-irresoluta,
((c,0), (v,m))-semicerrada y biyectiva.

Demostracidon. (i) Sea B un conjunto (o, #)-semiabierto en Y. Entonces f~1(B)
es un conjunto (o, F)-semiabierto en X, puesto que f es ((e, B), (o, 8))-irre-
soluta. Usando la hipétesis de que g o f es una funcién ((a, 8), (7,7))-g.As-
semiabierta se tiene que (g o f)(f~1(B)) es un (v,n)-g.A;-conjunto en Z y
puesto que g es sobreyectiva se concluye que g(B) es un (v, 7n)-g.A;-conjunto
en Z. Por lo tanto, g es ((o,8), (7,7))-g.As-semiabierta. '

(7) Sea A un conjunto (a,3)-semiabierto en X, entonces (g o f)(A) es un
(7, 1)-g-As-conjunto, puesto que (go f) es ((a, 8), (v,7))-g-As-semiabierta. Su-
pongamos que (go f)(A) = Cy g }(C) C F donde F € (0,0)-SO(Y, ). Esto
implica que C C g(F) y g(F) € (7,1)-SO(Z, p), puesto que g es ((0,6), (v,7))-
semicerrada. Luego, como C es un (7, n)-g.As-conjunto tenemos que (v,n)-
sKer(C) C g(F) y ¢~ ((7,7n)-sKer(C)) C F. Ahora, dado que la funcién g
es ((0,0), (7, m))-irresoluta aplicamos el Lema 5.1(i) y obtenemos que (a, 8)-
sKer(g1(C)) C g~1((7,m)-sKer(C)) C F. Asi, g71(C) = g7}(g o )(4) es
un (o, 6)-g.As-conjunto en Y. Puesto que g es inyectiva, se obtiene que g~ (g o
fI(A) = f(A) es un (o, 8)-g.As-conjunto en Y. Por lo tanto, f es ({(«, 8), (o, 0%—

g.As-semiabierta.

Observe que una biyeccién f : X — Y es {(a, 8), {0, 0))-semiabierta si y sélo
st f es ({e, 8), (o, 0))-semicerrada.

Teorema 5.2. Sean (X, T, a,8), (Y,¢,0,8), (Z,,7,n) tres espacios con ope-
radores asociados. Sean f: X — Y, g:' Y — Z dos funciones. Las siguientes
condiciones se satisfacen:
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(@) Si f es ((a, B), (0,0))-g.Ag-semiabierta y g es biyectiva,((o,8), (v,n))-
irresoluta y ((0,0), (v,7))-semicerrada, entonces go f: X — Z es una
funcion ((a, 8), (7,1))-9.As-semiabierta.

(#) f es ((a, B),(0,0))-semiabierta y g es ((¢,8),(7,71))-g.As-semiabierta,
entonces go f : X — Z es una funcién ((a, B8), (77, 1))-9.As-semiabierta.

Demaostracion. (i) Sea A un conjunto (a, §)-semiabierto en X, entonces f(A) es
un (g, §)-g.As-conjunto en Y, puesto que f es ((a, 3), {0, 8))-g.As-semiabierta.
Supongamos que g(f(A)) € F donde F € (v,1)-SO(Z, ). Esto implica que
f(A) € g~} (F) y g7!(F) € (9,6)-50(Y,%), puesto que g es ((o,0), (v, n))-
irresoluta. Dado que la funcién g es ((o, 8}, (7, 7))-semiabierta y biyectiva apli-
camos el Lema 5.1(ii) y obtenemos que (v, n)-sKer(g(f(A))) € g((o,0)-sKer
(f(A))) € F. Por lo tanto, g(f(A)) es un (v,n)-g.As-conjunto en Z. Asi, go f
es ((a, B), (7,7))-g-As-semiabierta.

(i) Supongamos que A es un conjunto (c, 3)-semiabierto en X, entonces f(A)
es un conjunto (o,#)-semiabierto en Y, puesto que f es ((«, 8), (0o, 8))-semi-
abierta. Luego, g(f(A)) es un (v, n)-g.A,-conjunto en Z, puesto que g es ((c,9),
(v, 7n))-g-As-semiabierta. Por lo tanto, go f es una funcién ((a, 8), (v,n))-g-As-
semiabierta. ]

Nétese que:
1. Cuandoa=f8=0=7v=idy 8 = n = Cl, el Teorema 5.2(i) coincide
con el Teorema 3.4.(i) en [3].
2. Cuandoa =0 =y =1dy =0 = n = Cl, entonces el Teorema. 5.2(ii)
coincide con el Teorema 3.4.(ii) en [3].

Teorema 5.3. Sean (X,7,a,8), (Y,¥,0,8) dos espacios con operadores aso-
ciados. Sean f: X — Y una funcién ((e, B8),(0,0))-g9.Ag-irresoluta. Entonces
f es (o, B), (0,0))-9.As-semicontinua.

Demostracién. Supongamos que f: X — Y es una funcién ((a, 8), (c,0))-g.As-
irresoluta y sea B un conjunto (o, #)-semiabierto en Y. Entonces, f~1(B) es un
conjunto (a, 3)-semiabierto en X. Pero, todo conjunto (a, 3)-semiabierto en X
es un (a, 3)-g.As-conjunto en X. Por lo tanto, f es una funcién ((o, 8), (o, 8))-
g.As-semicontinua.

En los siguientes dos teoremas se caracterizan las funciones ({(a, 8), (o, 6))-
g.A,-irresoluta y ((a, 8), (0, 0))-g.As-semicontinua, respectivamente. La demos-
tracién de estos teoremas se fundamenta en el hechio de que f~}(Y\4) =

X\f~1(A).

Teorema 5.4, Sean (X,T1,0,8), (Y,¥,0,0) dos espacios con operadores aso-
ciados. Una funcion f: X - Y es ((a, B), (0,8))-g.As-irresoluta si y sélo si,
para cada (o,0)-g.V,-conjunto B de Y, la imagen inversa f~1(B) es un (a, 8)-
g.Vs-conjunto de X .
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Teorema 5.5. Sean (X, 7,a,0), (Y,%,0,0) dos espacios con operadores aso-
ciados. Una funcién f: X — Y es ((a, ), (0,0))-9.A;-semicontinua si y sdlo
si, para cada (o, 0)-semicerrado A de Y, la imagen inversa f~YHA) es un (a, B)-
g.Vs-conjunto de X .

Teorema 5.6. Sean (X,7,,8), (Y,9,0,68) dos espacios con operadores aso-
ciados. Sea f: X — Y una funcién biyectiva, ((a, 8), (0,8))-irresoluta y ((c, 5),
(0,8))-semicerrada, entonces:
(1) Para cada (0,0)-g.As-conjunto B en Y, f~1(B) es un (a,B)-g.A,-
conjunto en X.
(i7) Para cada (@, B)-g.As-conjunto A en X, f(A) es un (0,0)-g.As-con-
junto en Y.

Demostracidn. (i) Sea B un (o, 8)-g.A,-conjunto en Y. Supongamos ademas
que f~Y(B) C F, donde F € (a,B)-SO(X, 7). Luego, B C f(F) y f(F) €
(0,60)-SO(Y, ¥), puesto que f es ((a, B), (0, 0))-semicerrada. Dado que B es un
(,8)-g.A,-conjunto en Y, (o,8)-sKer(B) C f(F) y por lo tanto, f~((o,8)-
sKer(B)) C F. Puesto que f es ((a, 8), (o, 6))-irresoluta, el Lema 5.1 (i) garan-
tiza que (a, B)-sKer(f~1(B))C f~((o,6)-sKer(B)) C F. Por lo tanto, f~'(B)
es un {a, B)-g.As-conjunto en X.

(i) Sea A un (e, 3)-g.As-conjunto en X. Supongamos que f(A) € F, donde
F € (0,6)-SO(Y, ¥). Entonces, A C f~Y(F) y f~Y(F) € (a, 8)-SO(X, 7), pues-
to que f es ({(c, B),(0,8))-irresoluta. Dado que A es un (a, 3)-g.As-conjunto
en X, (a,B)-sKer(A4) C f~1(F) y por lo tanto, f((a,3)-sKer(A)) C F. Pues-
to que f es ({a, ), (0,0))-semiabierta, el Lema 5.1(ii) garantiza que (o, 8)-
sKer(f(A)) = f((e, B)-sKer{A)) C F. Por lo tanto, f(A) es un (o,6)-g.A;-
conjunto en Y. : il

Observe que sia = ¢ = id y 8 = 6 = CI, entonces el Teorema anterior
coincide con el Teorema 3.8 en [3)].

Corolario 5.1. Sean (X,7,a,0), (Y,9,0,8) dos espacios con operadores aso-
ciados. Sea f: X — Y una funcidn biyectiva, ((a, §), {0, 8))-irresoluta y ((a, 5),
(0,0))-semicerrada, entonces:
(?) Para cada (0,0)-g.Vy-conjunto B de Y, f~1(B) es un (a, B)-g.V,-con-
funto de X.
(ii) Para cada (o, B)-g.Vs-conjunto A de X, f(A) es un (o, 0)-g.Vs-conjunto
deY.

Definicién 5.2. Sean (X, 7,a, ), (Y,¥,0,6) dos espacios con operadores aso-
ciados. Una biyeccion f: X — Y se dice que es un ((a, ), (o, 8))-g.AS-homeo-
morfismo si f es ((a, B), (0,0))-g.As-semicontinua y ((o, B), (0,0))-g.As-semi-
abierta.

A continuacién caracterizamos los ((«, 8), {7, 8))-g.AS-homeomorfismos y las
funciones ((a, 3), (0,6))-g.As-semiabiertas. Las demostraciones son obvias y en
consecuencia las omitiremos.
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Proposicién 5.1. Sean (X,71,0,0), (Y,9,0,0) dos espacios con operadores
asociados. Para cualquier biyeccion f: X — Y las siguientes son equivalentes:

(@) f71:Y - X es ((0,9), (o, 8))-9.A,-semicontinua.
(#) f es ((a,0),(0,0))-g.As-semiabierta.
(ii7) f es (e, B),(0,0))-g.Vs-semicerrada.

Proposicién 5.2. Sean (X,7,a,8), (Y,¥,0,0) dos espacios con operadores
asociados. Sea f: X — Y una funcién biyective y ((o, 8), (0, 0))-g.As-semicon-
tinua. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(@) f es ((e,8),(0,8))-g.As-semiabierta.
(it) f es un ((a, B),(0,0))-g.AS-homeomorfismo.
(tit) f es ((a,B),(0,0))-g.Vs-semicerrada.

6. (a,B)-g.As,~-Compacidad

M. Caldas [3] introduce la nocién de g.A,-compacidad de la siguiente manera:
un subconjunto B de un espacio topoldgico X se dice g.As-compacto en X
si, para cada coleccién {Ay : A € V} de g.A,-conjuntos en X tal que B C
U{Ax : A € V} existe un subconjunto finito V, de V tal que B C |J{4, :
A € V,}. En esta seccién introduciremos la nocién de conjunto (e, 8)-g.A,-
compacto como una nocién mas amplia que la g.A,-compacidad y estudiaremos
su comportamiento bajo algunas de las funciones descritas en la Definicién 5.1.

Definicién 6.1. Sea (X, T) un espacio topoldgico y o, # operadores asociados
a 7. Un subconjunto B C X se dice (a, 3)-g.As-compacto en X si, para cada
coleccion {Ay : A € V} de g.As-conjuntos en X tal que B C |J{Ax : X € V},
eziste un subconjunto finito V, de V tal que B C{J{Axr: X € V,}.

Un espacio X se dice (e, §)-g.As-compacto si X es (o, 8)-g.A5-compacto en
el sentido de la Definicién 6.1.

Observe que si tomamos a como el operador identidad y g el operador
clausura, entonces la (a, 8)-g.A,-compacidad coincide con la g.A,-compacidad

[3].

Teorema 6.1. Sea (X,T) un espacio topoldgico y a, 3: P(X) — P(X) ope-
radores asociados a una topologia v sobre X. Si X es (o, 8)-g.As-compacto,
entonces todo (a, B3)-g.Vs-conjunto de X es (a, §)-g.As-compacto en X.

Demostracién. Sea A un (a, 3)-g.Vs-conjunto de X. Entonces X\A4 es (o, B)-
g-As-conjunto. Sea U = {U, : A € V} un cubrimiento de A por (¢, 8)-9.A,-
conjuntos en X. Entonces ' = U |J (X\A) es un cubrimiento de X por
(e, B)-g.As-conjuntos. Es decir, X = ((J{Ux: A € V})U(X\A). Como X es
(e, B)-g.A,~compacto entonces U tiene un subcubrimiento finito de X, digamos
X = (Uf=1 U)‘,.) U (X\A), Uy, € U. Pero Ay (X\A) son disjuntos; por lo tanto

AC Uf=1 Us,, Ux, € U. Asi, A es (a, 3)-g.A,-compacto en X. il
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Recordemos que un subconjunto A de un espacio topolégico (X, 7, a, 3) se
dice (o, )-semi-compacto en X si, para toda coleccién {Ayx : A € V} de conjun-
to (a, B)-semiabiertos de X tal que A C |J {Ax : A € V} existe un subconjunto
finito V, de V tal que A C |J{Ax: X € V,}.

Teorema 6.2. Sean (X,7,a,f), (Y,v¥,0,0) dos espacios con operadores aso-
ciados. Sea f: X — Y una funcién y B un conjunto (a, B)-g.As-compacto en
X. Entonces:
(1) Si f es ((a, B),(0,0))-g.As-semicontinua, entonces f(B) es ((o,8))-
semicompacto en Y.
(i) Si f es ((a,B), (0,0))-g.As-irresoluta, entonces f(B) es ((c,0))-g.A,-
compacto en 'Y,

Demostracién. (i) Supongamos que B € X es un conjunto {a, 3)-g.A,-com-
pacto y f : X — Y una funcién ((a, 3), (5, 0))-g.As-semicontinua. Sea U=
{U; : i € I} un cubrimiento de f(B) por conjuntos (o, #)-semiabiertos en Y.
Puesto que, f es ((a, B8), (,8))-g.As-semicontinua, tenemos que V= {f~1(U;) :
¢ € I} es una coleccién de (e, B)-g.As-conjuntos tal que B C f~![f(B)] C
U{f~Y(U;) :i € I}. Por la (a, B)-g.As-compacidad de B existe un subconjunto
finito Iy de I tal que B C J{f~Y(U:) : i € Ip}. En consecuencia, f(B) C
f(U {f-l(Ui) 11 € Io}) = U{f[f_l(U,)] 1€ Io} - U{U, NS Ig} Por lo
tanto, f(B) es (o, )-semicompacto en Y.

() La prueba es similar a (z). i o

Claramente podemos observar que:
1. Sia=0=0=1idy 8 = Cl, entonces el Teorema 6.1(7}, coincide el
Teorema 4.2(z) de [3].
2. En el caso que a = ¢ = id y 8 = § = Cl, entonces el Teorema 6.1(z)
coincide el Teorema 4.2(:) de [3].

Corolario 6.1. Sean (X,7), (Y,%) dos espacios topoldgicos. Sea f: X —
Y unae funcién ((id, Cl), (id, Cl))-g.As-semicontinua y B un conjunto g.A,-
compacto en X, entonces f(B) es semicompacto en Y.
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