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Tiempo local del superbrowniano en
medios aleatorios

Local time of superbrownian motion in random environments
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RESUMEN. Se demuestra que el tiempo local del superbrowniano en medios alea-
torios, con espacio de estados las medidas finitas en los borelianos de R?, existe
cuando d < 3.
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ABsTrRACT. We prove the existence of local time of superbrownian motion in
random environments, with state space the finite Borelian measures on R4,
when d < 3.

Key words and phrases. Local time, superprocesses, measure-valued processes.

1. Introduccién

El superbrowniano se obtiene como limite de medidas de ocupacion del movi-
miento browniano ramificado en R%. En efecto, se supone que el sistema inicia
con un nimero finito de particulas en R? y en cada etapa el peso de las particu-
las tienden a cero y la taza de ramificacién aumenta; en el limite se obtiene
el superbrowniano. Por otra parte, cuando la ramificacién de las particulas
depende de la posicién del progenitor, entonces se obtiene un nuevo proceso
estocastico, el superbrowniano en medios aleatorios. Dicho proceso estocastico
fue introducido por Mytnik en [8]. En esta nota demostraremos que el tiem-
po local del superbrowniano en medios aleatorios existe cuando d < 3. Cabe
mencionar que de entre los métodos conocidos, ver por ejemplo [1] y [2], para

2Fste trabajo es parte del proyecto PIM 04-1 de la UAA.
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demostrar la existencia del tiempo local, de procesos estocésticos con valores
en las medidas finitas, seguiremos el introducido por Adler y Lewin en [1].

2. Preliminares

A continuacién describiremos de manera sucinta como se construye el super-
browniano en medios aleatorios. Pero antes, daremos algunos conceptos rela-
cionados con el movimiento browniano Y.

Las densidades Gaussianas las denotaremos por

1 z)?
pe(z) = Wexp (—I—Z—'t—-) , zeRY Vt>0.

El semigrupo {S; : t > 0} correspondiente a las probabilidades de transicién
{pe:t>0}es

(5:9)e) = [ nla=vplu)dn, z RS

para cada funcién medible y acotada . El generador infinitesimal de {S; : ¢ >
0} es 1A, donde A es el laplaciano en R¢ y D(A) es su dominio. Se cumple la
siguiente relacién,

1AG? =aG? —p., Ya>0, Ve>0, (1)

donde G2 es la funcién de Green,
o0
Gé(z) = / e *prie(z)dt, Ya >0, Ve > 0. 2)
0

Es conocido que G¢ € D(A), para cada € > 0. Sin embargo, para demostrar la
existencia del tiempo local del superbrowniano en medios aleatorios, nos sera de
particular interés el caso € = 0, pero G§ & D(A); no obstante esto, tenemos el
siguiente resultado.

Proposicién 1. Sea € > 0. La funcidn G € L*(R%, dz), para d < 3.

La demostracién aparece en la Seccién 5.

Sea n € N. Iniciamos con n particulas ubicadas arbitrariamente en RS,
Cada particula sigue, independientemente de las otras, una trayectoria segiin
un movimiento browniano ¥ en R? hasta un tiempo 1/n. Considérese un campo
aleatorio {&x, k € N} en R9, donde los vectores aleatorios &, son independientes,
idénticamente distribuidos, con media cero, con momento finito de tercer orden
y funcién de covarianza

9(z,y) = El€(z)éx ()]

Sea

&M = v (& v —vn).
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Al tiempo 1/n una particula en la posicién z, condicionada a £§")(9:), se divide
en dos con probabilidad

1.1

9 + 2ﬁ€l (I),
o muere con probabilidad

1 1 .o

Las nuevas particulas se comportan de manera andloga a sus padres en el
intervalo [1/n,2/n) y el procedimiento continua indefinidamente.

Por M(R¢) denotamos el conjunto de todas las medidas finitas en los bo-
relianos de RY, B(R?). Si 1 es una medida y f una funcién medible, entonces
la integral de f con respecto a p la denotamos por u(f). Se define el proceso
X, con valores en M;(R?), como

Numero de particulas en B al tiempo ¢
n

x"(B) = . Vt>0,VB € B(RY).

Sea C, (R x RY) el espacio de las funciones continuas y acotadas con valores
en R, y por Gy (R? xRY) C Cp (R? x R?) denotaremos el conjunto de las
funciones f : R x R? — R tal que para cada z € R? el limite limy|_ 1o f(z, )
existe y para cada y € R¢ el limite lim|z)— 400 f(, ¥) también existe.

Si X converge a u € My (R?) y g € Cy (R? x R?), entonces X™ converge
a un proceso X (para ver en qué sentido es la convergencia y los detalles de
la demostracién de la existencia del limite ver (8]). El proceso X tiene como
espacio de estados a My(R?) y se llama superbrowniano en medios aleatorios.
El superbrowniano en medios alecatorios, X, es la tnica solucién al problema
de martingala siguiente. Para cada ¢ € D(A)

2:9) = Xelip) = ule) - [ X, () s, 3)

es una F¥-martingala continua cuadrado integrable, con Zo(y) = 0 y variacién
cuadrdtica

e, = [ X (P as+ [ [ ateidetehow) Xalin) X s

Sea M? el espacio de las martingalas continuas cuadrado integrables definidas
en [0,T). Si N = {N;,0 <t < T} € M2, entonces

NIl = VE[{sup(N,)? : t < T}]

es una norma en M2. Mis atin M? con esta norma es un espacio de Banach.

En la férmula de Tanaka (8), a la que queremos llegar, aparece el término
Z(G§), sin embargo esto no tiene sentido ya que G§ ¢ D(A). De modo que,
con el propdsito de obtener una expresién de este tipo para el tiempo local,
necesitamos extender el dominio de Z(-). Esto lo hacemos a continuacién, pero
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antes introduzcamos alguna notacién. Por ¢, o bien ¢(-), denotaremos, en gene-
ral, una constante positiva, la cual puede variar de linea en linea y por |-,
I)l z»» denotaremos las normas supremo y en LP, respectivamente.

Proposicién 2. Si||dp/dA||e < 00 y ¢ € L2 (R?), entonces existe una aplica-
cién lineal Z : L% (R?) — M2 tal que para cada ¢ € D(A) la martingala Z(ip)
coincide con la martingala definida en (3). Mds ain, para cada 0 <t < T,

E, [(Ze(9))?] < e(T) llgll2a -

La demostracion se difiere a la Seccién 5.

3. Tiempo local

En general, el tiempo local es un funcional que nos permite dilucidar ciertos
aspectos del comportamiento trayectorial de un proceso.

3.1. Tiempo local del movimiento browniano. El concepto de tiempo
local fue introducido por P. Levy en el contexto del movimiento browniano,
Y, con d = 1. Levy [6] definié el tiempo local del movimiento browniano en el
punto x como el limite

t

t
i [ eemro (s =lim [ Flemcmro®ds. @

Este limite nos da una medida de la proporcién del tiempo en [0,2] que el
proceso estd en una vecindad de .
Nétese que para cada funcidén ¢ continua y acotada, ¢ € Cp(R), se tiene que

-

Hm [ 1(zeczte)@)e@)dy = o(z),
Elc R

es decir, (2¢)7'1(z—¢ z4¢)(*) converge en distribucién a la delta de Dirac, 8,(:).
De modo que una definicién informal del tiempo local, en z, es

t
i = [ ()
0

3.2. Tiempo local para procesos con valores en las medidas. No existe
una version completamente andloga del concepto de tiempo local para procesos
con valores en My (RY). En efecto, es conocido que el espacio My (R?) es
metrizable [2], sea d una métrica en My (RY). Si u € My(R?), denotaremos
por B(u,€) la bola abierta en M;(R?) con centro en u y radio ¢, es decir,

B(p,e) = {ve My (RY) : d(p,v) <e}.

Si existiese una medida m definida en B (M; (R?)), los borelianos de My(R9),
no atémica tal que
limm (B (u,€)) = m({#}) =0,
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entonces, en analogia a (4), seria natural considerar el limite

t
. 1
i /0. B LBne) (Xs)ds. (5)

Sin embargo, hasta ahora no se conoce, al menos por el autor de esta nota, una
medida no trivial m definida en B(M(R?)) para la cual el limite en (5) exista.
Si 1 € M(R?), el soporte de u es el conjunto

sop(p) = {z € R? : p(B(z,€)) > 0,Ve > 0}.

Iscoe (en [4]) introdujo un concepto de tiempo local para procesos con valores
en M;(R?) continuos y cuya ramificacién es independiente de la posicién de
la particula. La idea de Iscoe consiste en, dado un punto x € RY, estudiar el
tiempo en [0,¢] en el que z € sop(X,), 0 < s < t. De modo que se define el
tiempo local de X en z como

t

Li=tim | X, (A—(mlmm) ds, ¥t >0, (6)

(A medida de Lebesgue en R?) y se interpreta como el tiempo promedio en
el intervalo [0,¢] en el que el soporte del proceso X toca al punto z. Cabe

mencionar que Dynkin (en [3]) establece la existencia del tiempo local para
una clase bastante general de procesos de ramificacidon continuos con valores en
Ms(R9).

Nétese que, al igual que antes, podemos definir de manera informal el tiempo
local de X en z, como

¢
Lz = / X, (6)ds.
0
Esta nocién heuristica del tiempo local la haremos rigurosa siguiendo las ideas
de Adler y Lewin dadas en [1]. A continuacién veremos los detalles.
4. Tiempo local del superbrowniano en medios aleatorios

Nétese que para cada ¢ € Cp (]Rd) y z € R4, se tiene que

wam@—wdwm=¢@%

es decir, p.(- — £} — 6z(-), en distribucién, cuando € | 0. Por lo tanto, en
analogia a (6) consideraremos la siguiente aproximacién del tiempo local de X
en 0,

Q%AXMM& (7

Es conocido que G§ ¢ D(A). Sin embargo, supongamos por un momento que
G§ € D(A) y hagamos (como en [1]) los siguientes cdlculos formales. De (1)
obtenemos

21AG§ = aG§ — bo.
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Por ende, del problema de martingala (3) resulta
t
24G§) = X6 -G~ [ X.(4AGE)ds
0

t t
- x,(cg)-u(cg)—a/ X, 3)ds+/ X, (60)ds,
0 0

L?:/ X,(&o)ds=p(G3)—X¢(G8)+a/ X,(GY)ds + Z,(GE).  (8)
0 0

Esta expresion es conocida como férmula tipo Tanaka del tiempo local. Puesto
que G§ ¢ D(A), entonces la idea es considerar las aproximaciones G2 € D(A)
y demostrar que existe el limite correspondiente.

Teorema 1. Sea X el superbrowniano en medios aleatorios con Xg = pu €
My (RY). Sip < A, dufdr € By (RY), |lglle < ¢, a>0yd <3, entonces
la sucesion {LE{E :€ > 0}, definida en (7), converge en L*(P) a una variable
aleatoria LY, t > 0. Mds ain, LY, se expresa como en (8) c.s.

Demostracion. Usando (1) y (3), con ¢ = G2, obtenemos
t
LY = u(G?) — X1 (G2) + a/ X(G2)ds + Z,(G2). (9)
0

Ahora, para mostrar la convergencia de L?'E en L2(P), cuando ¢ | 0, basta mos-
trar la convergencia de cada término del lado derecho de (9). Demostraremos
que Z;(G?) converge a Z;(G§) en L2(P), cuando € | 0. Las otras convergencias
son ficiles de trabajar (ver [7]). Debido a las Proposiciones 1 y 2 obtenemos
que

B, [(2:(G?) - Z:(G5))?] E, [(Z/(G2 - G5))],

oT)|GE ~ Gll32 -

Puesto que G¢ tiende a G§ en L? (R?), cuando ¢ | 0, obtenemos el resultado.

cf

Observacién 1. Mytnik menciona que se espera que los resultados conocidos
para el superbrowniano se cumplan también para el superbrowniano en medios
aleatorios. En este caso hemos demostrado que esto es cierto para el tiempo
local, ambos existen cuando d < 3.

IA

Observacion 2. La condicidn inicial Xg = pu < X es crucial en nuestro méto-
do, pues nos permite extender el dominio de la funidn Z,(-) (ver Proposicién
2). Sin embargo, no es la condicion inicial dptima. Se puede pedir que

/ Gi(z — y)Xo(dy) < +00, Vz € RY,
R4
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y proceder como en la demostracién del Lema 3.4 de [10] para extender el
domino de Z;(-). En este caso también se obtiene d < 3. De modo que Xp
puede ser en particular una medida de Dirac.

5. Demostracién de las Proposiciones 1 y 2
Demostracién de la Proposicidn 1. De la definicién (2) de G¢ resulta

N2

{oo] [o s .
”G:”iz = C/ rildr (/ e—et—e)-r /2tt—d/2dt)
0 3

oo =) 2 2
ce2ae/ rd—ldr (/ e—at—r /2tt-—d/2dt)
0 0

<
o 2
_ Ce2ae/ dsdte—a(t+s)(3t)—d/2/ pd=1=r2(1/2t+1/29)
[0,00)? 0
= ce?* [ dsdte~*(t+9) (s 4 £)=9/2,
[0,00)?
De modo que |[G¢{|,2 < oo si y sélo si d < 4. if

La herramienta bdsica para demostrar la Proposicion 2 es la estimacién de
los dos primeros momentos de X, ().

Lema 1. Sea p € My (R?) y ¢ € D(A) no negativa. Entonces
) BulXe()) < || ]| el
ii) B [(Xe(0)?] < et ||| (R + 1) el

Demostracién. La demostracién se basa en las estimaciones de los dos primeros
momentos de X;() obtenidas en el Lema 2.1 de [5):

/ (Stp)(z)n(dz)
[swo)@ @
“ % ”oo /(St‘/’)(z)dn:

)
%5 tlell

E, (Xe(0)]

IA

Ahora vemos la segunda estimacion

E, [(X(9))] < ¢ ((u(Szv)V + [ #(Ss(St—stP)z)dS) . Qo)
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Usando la desigualdad de Jensen resulta

(1(Se0))? < u(R)p ((Si0)?)
<

(R p (Sep?)
< u®|%|_ el (11)
Consideremos ahora la estimacién de
1 (Ss(Se=s)?) < 1 (Ss(Se=s9?))
< | %] teiis. (12)
Sustituyendo (11) y (12) en (10) obtenemos el resultado. o

Lema 2. Seat >0y € D(A), entonces
E[(Z(#))?] < (t+n (RY) e +te + ) “%’f“w llell?2 .

Demostracién. Del problema de la martigala (3) resulta

Bl =5 [ X s+ [ [ ol ndolohots) Xuan) Xu(das]

/E’[X (? ]ds+c/0 E [(Xs(9))?] ds,

0
y del Lema 1 obtenemos

-t

d 2 d d 2

| eotia + e ] n &Y [ esras o
(= o] oo 1]

E[(Z(9)?] <
1 ¢ 2
| %] / secds |lp]2
r:l -1 ec! 1
2 d
= t —_—t — —
ol |45] {e+on @) S e (St Dy 4) )
< llellg | % gt +n R et +tem + o},
como se queria demostrar. o

Demostracién de la Proposicion 2. Definase la aplicacién Z : D(A) N L2 (RY)
— M2, con Z(p) dada en (3). Claramente, esta aplicacién es lineal. Veamos
que es acotada. De la desigualdad de Doob y el Lema 2 resulta

1Z@I* = E[sup{(Z:(¢))*t < T}]
< 4E[(Zr(#))?]
< H{T+p®)eT+Te +c} | % lelia-
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Puesto que D(A)NL? (R?) es denso en L? (R?) , entonces existe una extensién
Z: L? (R?) — M2 tal que || Z(p)|| < ¢(T) ll¢ll 2, para cada ¢ € L? (RY) (ver
Teorema 1.7 de [9].) o]
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