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Caracterizacion de funcionales lineales
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Sobolev

Characterization of linear functionals associated to bilinear forms of
Sobolev type
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RESUMEN. En este trabajo se caracterizan las formas bilineales cuyos funcionales
asociados anulen a los multiplos de (z% — 1)2"+1, primero cuando éstos son
funcionales generales, posteriormente cuando éstos son hermiticos. También se
caracterizan las sucesiones de momentos asociadas a estas formas bilineales y
se presenta un analogo del teorema de Favard.
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ABsTraCT. In this work we characterize the bilinear forms whose associated
functionals vanish the multiples of (7 — 1)*™*', n = 0,1,..., first when they
are general functionals and later on when they are hermitian. Besides we cha-
racterize the sequences of moments associated to this bilinear forms and an
analog of Favard’s Theorem is presented.

Key words and phrases. Sobolev's Product, Favard’s theorem, sequence of mo-
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1. Introducciéon

A diferencia de los polinomios ortogonales clisicos, los polinomios ortogonales
de Sobolev son una familia de funciones especiales aiin no muy estudiadas.
Fundamentalmente se ha estudiado el caso en que el producto estd definido
en la recta, aunque hay ciertos resultados en el caso en que el producto se
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considera en la circunferencia unidad. En estos casos se ha analizado su com-
portamiento asintético y la localizacién de sus ceros en [4], [2], [3], {6] ¥ [7],
por citar sélo los mds relevantes. El problema de momentos ha sido tratado
en [9); en dicho trabajo se obtiene un resultado poco satisfactorio desde una
perspectiva computacional, pues dada una sucesién bilateral de nimeros reales
es dificil comprobar cuando se cumplen las condiciones que se exigen para que
esté determinado el problema de momentos. Este resultado ha sido mejorado
sustancialmente en [10]. Por otra parte, en [1], se resuelve completamente el
problema de momentos para productos de Sobolev en la recta real. En (14] se
encuentra una condicién mds sencilla de comprobar para que los términos de la
sucesién sean los momentos de-un producto de Sobolev en la recta real. Sobre
este mismo tema, se pueden consultar [11] y [17].

El teorema de Favard para productos de Sobolev se ha estudiado en [5], [14]
y [16] mientras que [8] constituye una revisién de algunos de sus andlogos para
otros modelos de productos escalares. En este trabajo se contindan las ideas
del articulo [14], y se estudia el problema de momentos y andlogos al teorema
. de Favard para productos de Sobolev en la circunferencia unidad.

En la primera parte de este trabajo tenemos una seccién de preliminares,
donde se introducen conceptos bdsicos para mejor comprensién del resto del tra-
bajo. En [13, Theorem 6] se demuestra que la condicién A ((z — y)3p(z)q(y)) =
0, Vp, ¢ € C|z], es necesaria y suficiente para que A (p(z) q (y)) sea un producto
de Sobolev en la recta real.

Sobre la base de esta propiedad se hacen todos los estudios del problema de
momentos y del teorema de Favard. Siguiendo esta idea no es dificil comprobar
que si

Ap@a®) = [ p@a@dnG) + [ (@7 da(2),
le|=1 le[=l

es un producto de Sobolev en la circunferencia unidad, entonces se cumple que

A(@7-1p@a®) =0,  Vp,qeCle)

En un principio el presente trabajo se limitaba a tratar las propiedades que
tenian los funcionales que cumplian tal condicién y luego fue generalizado al
caso que aqui se trata. Debido a esta propiedad en la seccién 2 se comen-
zard estudiando las formas bilineales, cuyos funcionales asociados anulan los
miltiplos de (27 ~ 1)2"+1. Primero trabajamos con un funcional cualquiera y
luego el caso cuando el funcional es hermitico. Posteriormente se estudia la
sucesién de momentos para formas bilineales cuyos funcionales asociados sa-
tisfagan la propiedad antes mencionada. En esa misma seccidn se estudia la
sucesién de momentos para formas bilineales hermiticas. Al final se presenta el
teorema de Favard cuando éstas formas bilineales sean productos escalares.
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En la tercera seccién estudiaremos el teorema de momentos para productos
de Sobolev en la circunferencia unidad de la forma

n
po=3 [ PO
k=0v[*1=
donde g son medidas positivas con momentos finitos.

2. Definiciones y propiedades

Sea {-,-) un producto escalar en el espacio C[z] de los polinomios con coefi-
cientes complejos. Aplicando el proceso de Gram-Schmidt a la base {z"}22
podemos encontrar la sucesién {p,(2)} e, de polinomios ortogonales asociados
a este producto escalar. Es bien conocido que estos polinomios forman una base
en C|z], por lo que se puede escribir zp,(2), Vn € N como una combinacién
lineal de los p;(z),:=0,1,2,...,n + 1, para todo n. Asf se obtiene la relacién

de recurrencia
n+1

zpn(z) = Z dn,ipi(2). (1)
=0

Si se define la matriz D = (d;,;){5—¢, esta relacién de recurrencia se puede
escribir mediante

Dp = zp,
donde p = (po,p1,- -+ )}. Nétese que D es una matriz inferior de Hessenberg, es
decir, que d; ; =0 para j > i+ 1.

Denotemos por £ al espacio de Hilbert de los vectores columna infinitos
con entradas de cuadrado sumable, y sea ¢p C {3 el espacio de vectores con un
numero finito de entradas distintas de cero. Asociado a la matriz D, se define el
operador D con dominio dom(D) = {z € {2 : Dz € €2} y tal que Dz = Dz. Para
el vector = € cp, T = (o, 1, )%, se escribe p, = Y, z;p;. En esta notacién
la base ortonormal {p,(2)}32, estd asumida implicitamente, pero esto no debe
llevar a confusién.

De la definicién de D tenemos que {Den,€m) = (2pm,pn) ¥ tomando com-
binaciones lineales se cumple

(Dy,7) = (2pz,py),  T,Y € Co. (2)
Con esto hemos visto c¢émo asociarle a un producto escalar una matriz de

Hessenberg D. Es importante destacar el siguiente resultado demostrado en

[15]:

Teorema 2.1. Sea A un funcional hermitico y positivo que satisface
A((zg—1)p(z, 7)) =0, VpeCizr,7]

Entonces éste se puede representar como una integral con respecto a una medida
positiva, es decir,

A (peia@) = [ pEaEu(a).

|z|=1
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Obsérvese que en este trabajo se utiliza la notacién A (p(:c)q(y)) y también

se emplea para lo mismo A (p (z,%)), donde p(z,7) € C[z,7]. Estas notaciones
significan lo mismo. En ambos casos z e ¥ son complejos.

3. Formas bilineales de tipo Sobolev

3.1. Descomposicidén de funciones asociadas a formas bilineales. Vea-
mos primero un lema que se utilizard para descomponer los funcionales que
anulan a los multiplos de (27 — 1)2"+1. Con este resultado se logrard represen-
tar como suma de dos funcionales lineales a cualquier funcional lineal que anule
multiplos de (zF — 1) para todo n natural.

Lema 3.1. Sea A un funcional lineal que satisface A ((zg—1)" p(z,7)) = 0,
entonces existen funcionales lineales Ay y Ay tales que:
= sin=2k+ 1 se cumple:
9%p(z ?))
A N =M = ) A (p(2,7),
e =4 (ZEED) ¢ b o)

donde As (37— 1)* p(2,5)) =0 y A1 (27~ 1)p (2,7)) =0.
= st n =2k se cumple:

2k—1 .7
Ao@) = b (TS D) + m ),

donde Aa ((x@‘— 1)2k—1p(m,§)) =0y A ((z7-1)p(x,9)) =0.

Demostracion. Si n = 2k + 1, definamos los siguientes funcionales:

MEED) = HmA(E@-10% @), 3)

@2K)!
9% p (z, ﬁ))

M(@D) = ApED) - (GEE (@)

Definidos asi, A1 ((zy —1)p(z,7)) = 0, ya que A ((mg - 1)2k+1p(x,‘17)) = 0.

Ahora veamos que A, anula a los miltiplos de (zg — 1)**:

A2 (=7 - )*p (@, 9) = A (07 - 1 p(,7))

| (P (@-0" @)
- l\ dz*ag*
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pero como A se anula en los multiplos de (=7 — 1),

N (6% (@5 -1 (=.9))

PR ) = @2K)!s (7P (2,7))
= ()1 (67— 1) + Vp (2,9))

=2 (@7~ 1%p(.9),

entonces Ag ((z‘ij - 1)2kp (z,y)) = 0 y despejando A en (4) se obtiene el resul-

tado deseado.
Ahora, si n = 2k, definamos los siguientes funcionales:

MeED) = Gt (E@- 0" @), )

k=lp (2 5
M@ = AE@ED)-A (%ﬂ(—ly)) (6)

Claramente, A ((z7 — 1)p (z,%)) =0, yaque A ((zy -1)*p(z, y‘)) = (. Aho-

ra veamos que A, anula los miltiplos de (zy — 1)2""1;

Az (@7 -1 p@7)) = A (@7 - 1™ ' p(2.7))

(1 (@7 -D* ' p (7))

-A Hz2k—~1 } ’

pero eliminando los miiltiplos de (zF — 1), ya que A; los anula, se obtiene:

N (azk-l (@7 -1 p(a,1)

e ) - e, @' (7))

= A (@7 - D™ 275 (2,7)
=A(@7- 1" p(2,9))
y por lo tanto
A2 (@7- 1) p(a7)) = 0.

Despejando A en (6) se obtiene rdpidamente la representacién deseada. Con
esto queda demostrado el Lema. o

Con la ayuda de este lema, veremos ahora cdmo se descompone una forma
bilineal, cuyo funcional asociado anule los miltiplos de (z7 — 1)2"+1.
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Teorema 3.2. Sea (-,-) : C[z] x C[g] — C una forma bilineal y A su funcional
lineal asociado, definido por

A (p(m)m) = (p,q),

entonces A ((a:‘g — 1) p (g, y)) = 0, para todo polinomio p € Clz,7], si y
sélo si, (-, tiene la forma

(p,g) = ZAz ((”‘)(ﬂ: )a™(@)) + z'::A2m—l (p(z’""l)(x)&@—)), (7)

m=0

donde A; : Cz] x C[§] — C son funcionales lineales que satisfacen
A ((z7-1)p(2,9)) =0, Vpe€Clz, 7.

Demostracion. Probemos por induccién que si A ((xg —1)¥H! p(m,y)) =0
entonces éste se descompone en la suma:

A (p(=)a®) ) ZA2m( ™) (2)g™ () + ZA2m L (PO D (2)))

- donde cada A; anula los miltiplos de (7 — 1).
Para n = 0 esté claro que se cumple. Supongamos que se cumple paran = k.
Por el Lema 3.1 tenemos que si A anula los miltiplos de (z7 — 1)2k+3, entonces

A (p@)a®)) = Daerny (* @)D W)) + A, (H@TW)), ()

donde Aj(k41) anula los miltiplos de (z7 — 1) y A, anula los miiltiplos de
(z7 - 1)2“‘“)‘ Aplicando nuevamente el Lema 3.1, ahora A,,, se descompone

en:

Ay (p(@0®)) = Azirs (P @)qW)) + Ama (P@)2®)),  (9)
donde Agzgy; anula los miltiplos de (27 — 1) y A,,, anula los miiltiplos de
(zy — 1)2k+1. Entonces, por la hip6tesis de induccién, Am, se descompone en:

Ams (p(=)0)) = Z Azm (P (2)a™ (1)) + ZA2m 1 (p2m D(@)e)) -

Por lo tanto:
k+1
A (p(z‘)ﬂy—)) Z Asm (p("‘)(x)q('") y)) i Azm (p“"”‘ 1)(96)47(1/))
m=1

Todos estos func1onales son lineales por la forma en que se definen.

La demostracién en el sentido inverso es facil; sélo hay que notar que si la
forma bilineal tiene la forma (7), al derivar dentro de los funcionales, siempre
queda un factor comin (27 — 1), el cual anulari a todos los funcionales. M

Del anterior teorema se deduce la siguiente proposicién:
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Proposicién 3.3. En el caso del teorema 3.2, los funcionales A; vienen dados
en funcién de A y {Aj}f.g,. +1 mediante las siguientes ezpresiones:

Aai (p(2,7)) = o A (27 - 1 p (2,7)

(2 )'
- W i A (%;Eg ((-’ﬂ?- l)zip(w,?)»

a?k 1

(21 Z Ak \ Oz o 2k—1 ((xy—l) p T, y) )

=i+1

hais (0@ 7)) = gy A (07 - D77 20 e D)

1 - a2k 2ol 2in1 o o
@D (g Aok (W ((ﬂfy )7 2 p (m,y)))
n H2k—1 _ i . _
+ Z Agk—1 (W ((:.:y-— 1)2 L lp(x:y))))s
k=i+1
parai=0,1,...,n—1,n.

Demostracion. Evaluemos toda la ecuacién (7) en (zF — 1)%, entonces como

Az (a.f‘z"y“‘ ((x?j —1)%p (:z:,ﬂ))) = (2i)!A2; (p (,7)),

podemos despejar Aq; (p(z,7)), y éste es igual a la expresién esperada, pues
todos los funcionales que tengan subindice menor que 2i se anulan, ya que todos
anulan los miltiplos de {z7 - 1).

Lo mismo pasa con los funcionales Ag;_;, pero ahora se evaliia toda la ecua-

cién (7) en (z7 — 1)~ 2%~1p(z,7), y como
Ao g3} ( T )21 g2i-1 — = (% — 1)!Ass —
si1 ( 5oy (@7 - V"7 2% p(2,9)) ) = (26— Dz (0(,9)),
despejamos Ag;-1 (p (z,7)) y entonces se demuestran las férmulas. o

Ya hemos caracterizado las formas bilineales cuyos funcionales asociados
e - 2n+1 . s e e
anulan muiltiplos de (27 — 1)***', sin hacer la hipétesis de ser hermiticas. De-
finamos los siguientes funcionales,

Tok—1 (p(z,7)) = Aak—1 7% (5, 7)) -
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Definidos asf, los I';x—1 son funcionales lineales que anulan los miiltiplos de
(z7 — 1). Por esta definici6én, tenemos

Tok-1(p(2,7)) = Tax—1 (p(v, 7))
= Aze—1 (% p(y, 7))
=Rok-1 (=™ (2, 7)) -
Definamos también los funcionales ¥4 de la siguiente forma,
Uak—1(p (2,9)) = Tok-1 (p (2,9)) + T2k (P (,7)) - (10)

Por lo tanto los funcionales a3 también son funcionales lineales que anulan
los miiltiplos de (z7 — 1). Ahora, el siguiente es un corolario por medio del
cual descompondremos los funcionales lineales asociados a formas bilineales
hermiticas que anulan a los miltiplos de (27 — 1)***1.

Corolario 3.4. Sea (-,-) : C[z] x C{g] — C una forma bilineal hermitica y A
su funcional lineal asociado, definido por

A (p(@)a®@)) = (p.a),

entonces A ((mﬂ - 1)2"+1p(z,y)) = 0, para todo polinomio p € C[z,7], si y
sélo si (-,-) tiene la forma

i“\% (¥ (@)dP W)

n

+ 3 [Aseer (PP @)®)) + Kot (p2)g®DW)],  (11)
k=1
donde Aox—y, Rax—1, (k =1,2,...,n) son funcionales lineales, con

Kok (p(x)@) = Agk—1 (q(:v)z_)@),

y donde
Agi : Clz} x Clg] — C, k=0,1,...,n)
son funcionales lineales hermiticos. Ademds estos funcionales satisfacen
Ai((zg-1)p(x,7)) =0, Vp € Clz, 7], i=0,1,...,2n.
Demostracion. Como el funcional es hermitico, ello significa que

A ( P(x)m) =A (q(z)f;(y_))- (12)

Ahora bien, como A ((:z:y - 1)2"+1 p{z, y)) = 0, entonces por el teorema 3.2

A (p(x ) ZAgk (p(k) k)(il)) ZAZk 1 ( ak_l)(-’”)@),
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A (o)) = ZA (@D D) + 3 Aaecs (15D @),
k=1

donde los A}, k = 0,1,...,n y Ag, k = 1,2,...,n, son funcionales lineales
que anulan los miiltiplos de (z7 — 1).
Definamos los funcionales Asx de la siguiente manera:

A (?’(9«')@) + A% (G(I)P_(!T))

Aag (P(x)m) = 7 , k=0,1,...,n. (13)
Definidos de esta manera, todos los Ag seran lineales y anularan los multiplos
de (z7 - 1).

Sumando las ecuaciones anteriores y teniendo en cuenta (13) y la definicién
de Agk_1, se tiene que:

A (p@7) = Y- Aok (b0 @12

k=0
+ %i [A2k—l (p(z"‘”(z)@) + Aok—1 (p(z)q(2’°‘1)(y)> J
k=1

El factor % que queda al despejar A no afecta, pues lo podemos incluir dentro
del funcional definiendo uno nuevo que sea el doble de éste; esto no cambia en
nada los resultados.

Ahora, si la forma bilineal tiene la forma (11), entonces anula a los miiltiplos
de (27 — 1)2"+1, ya que al derivar, dentro de los funcionales siempre quedara un
factor comin (7 — 1) que anulard a todos los funcionales. i

De este corolario se desprende la siguiente proposicién.

Proposicién 3.5. En el caso del corolario 8.4, los funcionales A; y ¥; (antes
definidos) vienen dados en funcién de A y {A;}32,,, mediante las formulas:

A2 (0 (@,7) = 5 (@7 - V' p (7))

(2 i)!

N a—
(22)' kZHAZk 1 (;Z:k 11 ((my 1% (a:,ﬂ)))
{211) kz;ﬂ Azk—1 (6;9_2; l1 ((Iy -1)* (1‘,?}))) :
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1
(2i = 1)

- ﬁ iAzk (% ((my— l]zi_lﬂ(xv_g)))
(21_1 Z Agk—1 (8 T (xy—l )2 11’(%?)))

k=i+1

- 1 L _ zl-l i
N Aokt ( ( g ~ 1)* 117(33,?))) ,

T (2i-1)! et -1

Va1 (p(2,9)) = A (@7 -1 p(@,9)

parai=0,1,...,n—1,n.

Demostracion. La demostracion de esta proposicion es similar a la de la propo-
sicién 3.3, por lo que la dejamos como un sencillo ejercicio para el lector. &

Con esto hemos caracterizado las formas bilineales asociadas a funcionales
. s _ 2n+1 . . f
lineales que anulan miltiplos de (=7 — 1) "1 siendo éstos hermiticos o no.

3.2. Teoremas de momentos para formas bilineales. Estudiaremos ahora
la relacién que tiene esta forma de los funcionales con las matrices de momentos
asociadas a éstos. Definamos por M la matriz de momentos asociada a la forma
bilineal (,-) (o al funcional A) como (M); ; = (2, 27) = A(z'y?). Entonces,

A (@5~ 1" p(2,7) =0
i3 (14)
2n+1

Z (—1)F (277';‘ 1) (§°)2rHi=kpp(S)2ntik — o,

donde la primera parte se puede interpretar como una identidad de matrices
infinitas y donde (S);; = 6;+1,; es la matriz de traslacién infinita.

Por tanto la doble implicacién (14) caracteriza las matrices de momentos de
la forma bilineal (-, -).

Veamos ahora un teorema que nos dird qué condiciones tiene que cumplir
la sucesién de momentos s;; de la forma bilineal (-,-) para que el funcional
asociado a ésta anule los miltiplos de (z7 — 1)*™*!.

Teorema 3.6. La sucesion (S;;)o<i, j<oo €5 lo sucesion de momentos de una
forma bilineal de la forma (7), si y sdlo si satisface, para todo i, > 0

2n+1
2n + 1\
E (-1 )k< )31+2n+1—k,j+2n+1—k =0. (15)
k=0
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Demostracion. Sabemos que A ( (z7 - 1)2"+1 p(z, y)) = 0 para todo polinomio
p € Clz,7], siy sélosi A ({xy —1)*ntt ziyj) = 0 para todo (4,7 = 0,1, ).
Pero A ((a:’yj ) xiyj) = 0 es equivalente a

2n+1
A = _1)* 204+ 1\ ironti—kjronsi-k | _ 0 16

k=0
Como A(z'F) = s, , esto es equivalente a (15). o4f

Por lo tanto, tenemos que si una forma bilineal tiene la forma (7), entonces
la sucesién de momentos asociada a ésta cumple la condicién (15). Asi queda
caracterizada la sucesién de momentos de una forma bilineal de la forma antes
mencionada.

Si la forma bilineal (15) es un producto escalar entonces, para que la sucesién
si,j sea la sucesién de momentos de esta forma bilineal, tiene que, ademds
de cumplir con la condicién del teorema anterior, ser una sucesién definida
positiva, que equivale a decir que la matriz de momentos M, (M); ; = sij, sea
definida positiva.

El siguiente teorema aborda el caso correspondiente a la forma bilineal
hermitica,

ZAk (p“‘) )gt®) (y)) (17)

Teorema 3.7. La sucesion (si;)o<i, j<oo €5 la sucesion de momentos de una
forma bilineal hermitica de la forma (17), donde los Ax : Clz,3] — C, k =

0,1,...,n, son funcionales lineales hermiticos tales que Ay ((zg — 1) p(,7)) =
0, Vp € C[z,7], si y sdlo si, satisface,
n+1

2n+1
E (~1)k( L )3i+2n+1—k.j+2n+l—k =0, (18)
: "I 4

Z( 1 ( )5k+l k+m — i:zil( 1 (21 )?il k.;+m—k=0’ (19)

k=0 j=0

donde los s,m, vm € N, k = 0,1,...,n, se calculan en funcion de los s, ;,
Vi, 7 € N mediante la recurrencia:

Stm = (k) IE 1) ( )31+U+m @ i i( 1)’(%) Siti—h,itm—h >

h=k+1 i=0
(20)
conk=0,1,...,n—1,n.

Demostracion. En el teorema 3.6 se ve que cuando el funcional asociado a una
forma bilineal del tipo (7) anula a los miltiplos de (27 — 1)#"*! | es necesario
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y suficiente que la sucesién de momentos asociada a éste, satisfaga la relacién
(15). Ahora, cuando el funcional es hermitico y tiene la forma (17), es necesario
y suficiente que la sucesién de momentos, ademas de satisfacer la relacién (15),
cumpla con la relacién (19), ya que un funcional hermitico que anule a los
miltiplos de (27 ~ 1)*"* tiene la forma (11); por tanto, si queremos que éste
sea de la forma (17), entonces tiene que verificarse,

/ 92k—1 ak 1 \
Aoy 1((9 7P (T, y))+A2k lka_% +p (T, y))—O k=1,2,...,n,

pero esto es equivalente a que Wor_y(z* '57) = 0 para k = 1,2,...,n, y todo
1,7 =20,1,2,---. Con esto queda demostrado el teorema. o

Veamos el problema de momentos para las formas bilineales de tipo Sobo-
lev definidas positivas, que tendrdn una representacién integral con medidas
soportadas en la circunferencia unidad. Caracterizaremos, a continuacidn, esta
sucesién de momentos.

Corolario 3.8. La sucesion (si;)o<i, j<oo € la sucesion de momentos de un
producto de Sobolev en la circunferencia unidad de la forma:

(prg) = Z / [ PTGz, (21)

donde los pg, k = 0, 1,2,...,n, son medidas positivas y finitas, si y sdlo si,
satisface (18), (19) y, ademds, que la sucesion de momentos de los funcionales
Aoy en el teorema 3.2 sean definidos positivos.

Demostracion. Para demostrar este corolario, basta aplicar el teorema 3.7; la
condicién que se exige de mds es para que, usando el teorema 2.1 enunciado en el
capitulo de preliminares, se puedan representar cada uno de los funcionales Ay,
k=0,1,...,n, como una integral respecto a una medida positiva soportada en
la circunferencia unidad, ya que se anulan en los miltiplos de (z7 — 1). o

3.3. Teorema de Favard para productos escalares. Si (-,-) es una forma
bilineal hermitica, vimos en la seccién 2 ¢cémo asociar una matriz de Hessenberg
a éste. Se puede probar que la matriz D est4 relacionada con el funcional A
mediante la identidad (ver [12]):

A(p@0)p@p @) = (p(D.D") eires). (22)
Usando esta igualdad tenemos de (14) que
AMEm-0""p@n) =0 o A(@@-1"aF) =0, Vijz0
y por tanto, lo de la derecha, en virtud de (22), es equivalente a que:

2n+1

2n+1 b l—k /5t 2nrl—
Z(_I)k< ) )D2 +1 k(D )2 +1 k___(]_
k=0 4 :
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Notese que los elementos de D son los coeficientes de la relacién de recurrencia
para los polinomios ortonormales. La iltima identidad puede entenderse como
el teorema de Favard para el producto de Sobolev en la circunferencia unidad,
ya que caracteriza la matriz de Hessenberg del producto escalar de la forma

(11).
Teorema 3.9 (Favard). Sea (pn(2))%. una sucesion de polinomios que satis-
face la relacion de recurrencia

n+1

2pn(2) = ) dn,ipi(2)- (23)
1=0

Sea D = (d;,;)75—0, entonces

2n+1
2 1
> s () oo =0,
k=0

si, y solo si, los polinomios de la sucesion son ortogonales con respecto al pro-
ducto

®,0) = 3 Aok (P ()7 () )
k=0 )

+ %i [A2k—1 (p(2k—1)(m)q_(-y_)) + Aok s (‘p(x)q(‘Zk—l)(y))].
k=1

Se ha demostrado asi un andlogo al teorema de Favard cuando el funcional
asociado a la forma bilineal hermitica anula a los multiplos de (z7 — 1)2"+1, y

ésta es un producto escalar.
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	1.	Introducción


	ZPn(z) = 22dn,iPi(z)-	(1)

	Dp = zp,

	(Dy,x) = {zpx,py), x,yeco.	(2)



	Ai (	V		L\ =(2k-l)\Aí {y2k~'p(x,y))

	-¿í E

	-	(gA2fc (W 0a®- D”'1*“"1»’(*•«)) + 4¿ A“-‘

	= A2fc_i (x2fc-1p(^y)) •

	^2fc-i (p{x,y)) = r2fc_i (p(x,y)) +f2k-i (p(x,y)).	(10)

	(p,q) =	(yk)(x)q(k)(y))

	A (q{x)p{y)^ = Alk (q{k){x)p{k)(y)) + ^ A2fc-i (g(2fc 1>(ar)p(2/)), k—0 k= 1

	A p(x)q(y)) = ^A2fc (P(k)(x)q(k')(y)>j k=0


	- ¿ t+i ^ (gÜtf (<** - 1)” P(*.®>))

	-	prrji^-A«-1 (¿srr ((^-1)“-1 P (*.»))

	i-rfí271? *1 (S*)2n+1~k M (S)2n+1~k = 0, k=0 \ ' /

	£W(*\+ = 0, (18)

	S^m = (2fc)í ( j (2ijí E

	(20)


	{p,q) = Ylí PW(z)q{k)(z)dÍ¿k(z),	(21)

	k=o^l=i

	(а).

	E(-i)t+1(2"+1)^(o')*=o,

	+ i ¿ [a2*-i (p{2k~1) {x)q(v)) + A2fc-i (p{x)q{2k~l){y)) • fc=i
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