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R e su m e n . En este trabajo se caracterizan las formas bilineales cuyos funcionales 
asociados anulen a los múltiplos de (xy  — l ) 2n+1, primero cuando éstos son 
funcionales generales, posteriormente cuando éstos son hermíticos. También se 
caracterizan las sucesiones de momentos asociadas a estas formas bilineales y  
se presenta un análogo del teorema de Favard.
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A b s t r a c t .  In this work we characterize the bilinear forms whose associated 
functionals vanish the multiples of (xy  — l ) 2n +1, n =  0, 1 , . . . ,  first when they 
are general functionals and later on when they are hermitian. Besides we cha
racterize the sequences of moments associated to this bilinear forms and an 
analog of Favard’s Theorem is presented.
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1. In tr o d u c c ió n

A  diferencia de los p o linom ios ortogon a les c lásicos, los polinom ios ortogon a les  
d e Sob olev  son  u n a fam ilia  de fu nciones esp ecia les aún no m uy estu d iad as. 
F undam en talm ente se  h a  estu d iad o  el caso  en  que el p rod u cto  está  defin ido  
en  la  recta , aunque h ay  ciertos resu ltad os en  el caso  en  que el p rod u cto  se
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86 REINIER DÍAZ MILLÁN

con sid era  en la  circunferencia  u n idad . E n  esto s casos se  ha analizado su  com 
p ortam ien to  a sin tó tico  y  la  loca lización  de sus ceros en  [4], [2], [3], [6] y  [7], 
por citar sólo  los m ás relevantes. E l prob lem a de m om en tos h a  sido  tra tad o  
en  [9]; en  dicho trab ajo  se ob tien e  un resu ltado  p oco  sa tisfactorio  desde una  
p ersp ectiva  com p u tacion a l, p ues d ad a  u na sucesión  b ila tera l de núm eros reales 
es d ifícil com probar cuándo se  cum plen  las condiciones que se ex igen  para que 
e sté  determ inado el prob lem a de m om en tos. E ste  resu ltad o  ha sid o  m ejorado  
su stan cia lm en te  en  [10]. P or o tra  parte, en  [1 ], se resuelve com p letam en te  el 
prob lem a de m om en tos para p rod u ctos de Sob o lev  en  la  recta  real. E n  [14] se  
en cu en tra  una cond ición  m ás sen cilla  de com probar para que los térm inos de la  
su cesión  sean los m om en tos de u n  prod u cto  de S ob o lev  en  la  recta  real. Sobre  
este  m ism o tem a, se  pueden  con su ltar  [11] y  [17].

E l teorem a de Favard p ara p rod u ctos de S ob olev  se  h a  estu d iad o  en [5], [14] 
y  [16] m ientras que [8 ] co n stitu y e  u na  rev isión  de a lgun os de sus análogos para  
otros m od elos de p rod u ctos escalares. E n  este  trab ajo  se  con tinú an  las ideas  
del artícu lo  [14], y  se  estu d ia  el prob lem a de m om entos y  an álogos a l teorem a  
de Favard para p rod u ctos de S ob o lev  en la  circunferencia unidad.

E n  la  prim era parte de e ste  trab ajo  ten em os u na sección  de prelim inares, 
don de se in troducen  con cep tos básicos para m ejor com prensión  del resto  del tra 
bajo . E n  [13, T heorem  6] se dem uestra  que la  condición  A ((x  — y ) 3p ( x ) q ( y ) )  =
0, Vp, q €  C[x], es necesaria  y  su ficien te para que A (p  (re) q (y ) )  sea  u n  producto  
de S ob o lev  en la  recta  real.

Sobre la  base de e sta  prop iedad  se hacen  to d o s  los estu d ios del prob lem a de  
m om en tos y  del teorem a de Favard. S igu iendo esta  id ea  n o  es difícil com probar  
que si

A ( p ( x ) q { y ) ) =  p ( z ) q ( z ) d p 1(z)-\-  p ' ( z )q ' ( z )dn2(z),  
v '  J \z \= l J \z \= l

es un  prod u cto  de S ob o lev  en  la  circunferencia  un idad , en tonces se cu m ple que 

A { ( x y - i f  p ( x ) q ( y ) sj  -  0 , V p ,g e C [ z ] .

E n  u n  princip io e l presente trab a jo  se lim itab a  a  tra tar  las prop iedades que  
ten ía n  los funcionales que cu m p lían  ta l cond ición  y  luego  fue generalizado  al 
caso  que aquí se tra ta . D eb id o  a  e sta  propiedad en  la  sección  2  se  com en
zará estu d ian d o  las form as b ilinea les, cu yos funcionales asociados anulan  los  
m ú ltip lo s de (xy  — l ) 2n+1. P rim ero  trab ajam os con  un  funcional cualqu iera y  
luego  el caso cu an do el fu n cion a l es herm ítico . P osteriorm en te  se e stu d ia  la  
su cesión  de m om en tos para form as b ilinea les cuyos funcionales a sociad os sa 
tisfagan  la  prop iedad  an tes m en cionad a. E n  esa  m ism a sección  se  estu d ia  la  
su ces ión  de m om en tos para form as b ilin ea les herm íticas. A l final se p resen ta  el 
teorem a  de Favard cuando ésta s  form as b ilinea les sean  p rod u ctos escalares.
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E n la  tercera sección  estu d iarem os el teorem a de m om entos para p rod u ctos  
de S obolev  en la  circunferencia un idad  de la  form a

(P,q) =  2 2  Í  P ik)(z )q {k)( z )d V k (z ),
i.-nJ\z\ = ík=

donde ¡ik son  m edidas p ositivas con  m om entos fin itos.

2 . D e f i n i c i o n e s  y  p r o p i e d a d e s

S ea  (•, •) un  p roducto  escalar en  el esp acio  C [z] d e  los po linom ios con  coefi
c ien tes com plejos. A plican do el proceso  de G ram -Schm idt a  la  base {^ n }^L 0 
p od em os encontrar la  su cesión  de p o linom ios ortogonales asociad os
a  este  p roducto  escalar. E s b ien  con ocid o  que estos p olin om ios form an una base  
en  C [z\, por lo que se puede escribir z p n (z ) ,  Vn G N com o una com binación  
lin ea l de los P i(z ) ,  i  =  0 , 1 , 2 , . . . ,  n  -f  1, para tod o  n . A sí se  ob tien e la  relación  
de recurrencia

n + 1

ZPn(z) =  2 2 dn,iPi(z)- (1)
¿=0

Si se define la  m atriz D  =  ( d i j ) f j - 0 , esta  relación  de recurrencia se  p u ed e  
escribir m ediante

D p  =  z p ,

donde p  =  (po>Pi» • • ■ )*• N ótese  que D  es una m atriz  inferior de H essenberg, es 
decir, que d i¿  =  0  para j  >  i - 1- 1 .

D en otem os por £2 al espacio  de H ilbert de los vectores colu m n a in fin itos 
con  en tradas de cuadrado sum able, y  sea  co C ¿ 2  e l espacio  de vectores con  un  
núm ero fin ito  de entradas d istin ta s de cero. A sociad o  a la  m atriz D ,  se define el 
operador D  con dom inio  d om (D ) =  { x  G £2 ’ D x  €  £2 }  y  ta l que D x  =  D x .  P ara  
el vector x  G co, x  =  (x q , x \ ,  • • • )*, se  escribe p x =  Y l i  x iP%• E n e sta  n otación  
la  b ase ortonorm al { p n (z)}%Lo  e stá  asum ida im p líc itam en te , pero esto  no d eb e  
llevar a  confusión.

D e  la  defin ición  de D  ten em os que ( D e n , e m ) =  ( z p m , p n) y  tom an d o  com 
binaciones lineales se cum ple

(D y , x ) =  {z p x , p y ), x , y e c o .  (2 )

C on esto  hem os v is to  cóm o asociarle  a  un  prod u cto  escalar u na  m atriz de  
H essenberg D .  E s im p ortan te  d estacar el sigu ien te  resu ltado dem ostrad o en  
[15]:

T e o r e m a  2 . 1 . Sea  A un fu n c ion a l  herm ztico  y  po s i t ivo  que satisface

A ( ( x y  — 1) p  (x , y ) )  =  0 , V p G C [x ,y ]

E n ton ces  éste  se  puede  represen ta r  com o u n a  integral con respecto a una m ed ida  
posi t iva ,  es decir,

A (p ( x )g (y ) )  =  J  ̂p ( z ) q ( z ) d n ( z ) .
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88 REINIER DIAZ MILLAN

O bsérvese que en  este  trab ajo  se  u tiliza  la  notación  A [ p ( x ) q ( y ) j  y  tam bién

se em p lea  para lo  m ism o A (p  (x , y )) , dond e p  (x , y )  G C [x, y].  E sta s n otaciones  
sign ifican  lo m ism o. E n  am bos casos x  e y  son  com plejos.

3. F orm as b ilin e a le s  d e  t ip o  S o b o le v

3.1 . D escom posición  de funciones asociadas a formas bilineales. V ea
m os prim ero un lem a que se u tilizará  para descom poner los funcionales que  
anulan  a  los m ú ltip los de (xy — l ) 2 n + 1. C on este  resu ltad o  se logrará represen
tar com o sum a de d os funcionales lineales a  cualquier funcional lineal que anule  
m ú ltip los de (xy  — l ) n para to d o  n  natural.

Lem a 3.1. Sea A un funcional lineal que satisface A ( (xy — 1 )n p ( x , y ) )  =  0, 
entonces existen funcionales lineales A i y  A 2 tales que:

■ si n  =  2k -f  1  se cumple:

A (P (* ,W )  =  A , ( § § £ ) +  A 2 (P ( x ,F ) ) ,

donde  A 2 [ ( x y  -  1  )2kp ( x , y ) ^  =  0 y  A i ( (xy  -  l ) p ( x , y ) )  =  0 .

■ si  n =  2k se cumple:

A(P(*,5)) = A. ( ^ ^ g)) + A ,(p (,,g)).

donde  A 2 [ ( x y  -  l )2fc_1 p  (x, y)^ =  0 y  A i  ( (xy  -  1 ) p  (x, y) )  =  0. 

Demostración.  Si n  =  2k +  1 , definam os los sigu ien tes funcionales:

A l ( p ( x , y ) )  =  ^ y y A  [ { x y -  l ) 2kp ( x , y ) ' j  , (3)

A a ( p ( * ,5 ) )  =  A ( p ( x , 5 ) ) - A  <4 )

D efin idos así, A i ( (xy  -  1  ) p ( x , y ) )  =  0, y a  que A [ ( x y  -  l )2fc+1 p  ( x , y ) j  =  0. 

A hora veam os que A 2 anu la  a  los m ú ltip lo s de (xy  — l ) 2k:

A 2 [ ( x y  -  1 )2kp  (x, y f j  =  A [ ( x y  -  l ) 2k p  (x, y ) )

/ d 2k [ ( x y - l ) 2kp ( x , y ) sj

1 d x kd y k
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pero com o A i se anula  en  los m ú ltip los de (x y  — 1 ),

/ d2k { ( x y - l ) 2kp ( x , y ) \ \  _

Al ( --------- d ^ d f--------- ) = { 2 k ) 'A l  (* y
=  (2fe)!Ai {({xy  -  1) +  1 )p (x, y ) )

=  A { { x y  -  1 f k p ( x , y ) Sj  ,

en ton ces A 2 { { x y  — l ) 2kp ( x , y ) j  =  0 y  despejando A en (4) se ob tien e el resul

tad o  deseado.
A hora, si n  =  2 k,  definam os los sigu ien tes funcionales:

A i ( p ( x , y ) )  =  (2 fc -  1 ) ! A ~  1 ^ fc~ 1 x2k~ l p  ^

A2 (p (x,  V)) = K ( p ( x , y ) ) -  k i { ^ — ^ ^ § ^ j .  (6)

C laram ente, A i ( ( x y  — 1 ) p ( x , y ) )  =  0, y a  que A { ( x y  — 1 )2kp ( x , y ) Sj  =  0. A h o

ra veam os que A 2 anula los m ú ltip los de (x y  — l ) 2k~ l :

A 2 { ( x y  -  l ) 2fc_1 p  (x , y f j  =  A { ( x y  -  \ ) 2k~ l p  (x , y)')

/  g 2 k - l  X y  _  i ^ f e - l  p  ^  y ^ j  \

Al 1 dx2k~1 J ’

pero elim inando los m ú ltip los de (x y  — 1 ), y a  que A i los anula, se  obtiene: 

í d 2k~l { ( x y - l ) 2k~ 1 p ( x , y ) ) \
Ai ( -------V ---------- L \ = ( 2k - l ) \ A í { y2k~ ' p ( x , y ) )

=  A { ( x y  -  i ) 2fc“ 1 x 2fc_1 y 2fc_1p  (x ,  y ) )

=  A { ( x y -  \ ) 2k~ l p ( x , y ) }

y  por lo  tan to

A 2 { ( x y -  1  ) 2k~ 1 p ( x , y ) j  =  0 .

D espejando A en  (6 ) se ob tiene ráp id am ente la  representación  deseada. C on  
esto  queda dem ostrado e l Lem a. EÍ

Con la  ayu d a  de este  lem a, verem os ahora cóm o se descom pone u na form a  
bilineal, cuyo funcional asociado anule lo s m ú ltip los de ( x y  — l ) 2n+1.

Revista Colombiana de Matemáticas
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Teorem a 3.2. Sea (•, •) : C[x] x C [y] — ► C una forma bilineal y A su funcional 
lineal asociado, definido por

A (p(x)g(y)) =  <p,g),

entonces A ((xy — l)2n+1 p(x,y)J  =  0, para todo polinomio p £  C[x, y], si y 
sólo si, (•, •) tiene la forma

<p, í) =  ¿  A2m + ¿  Aj ™ .! (p^ - ^ W Í S J )  . (7)
m = 0  m = l

donde A i : C[x] x C[y] — > C son funcionales lineales que satisfacen 
Ai ( ( x y -  l )p(x, y) )  =  0, Vp £ C[x,y\.

Demostración. Probemos por inducción que si A ({xy — l ) 2n+1 p(x,y)^j =  0, 
entonces éste se descompone en la suma:

A (p(x)q{y)'j =  A2™ (p{mHx )q{m)(y)) +  ¿  A2m—i (p^™- ^ (x)q(y)^ ,
’ m = 0  m = l  *

donde cada A¿ anula los múltiplos de (xy — 1 ).
Para n =  0 está claro que se cumple. Supongamos que se cumple para n = k. 

Por el Lema 3.1 tenemos que si A anula los múltiplos de (xy — i ) 2A:+3) entonces

A (p(a?)í(í/)) =  A2(fc+i) (p(&+1)(x)g(fc+1% )) +  Ami (p(x)g(y)) , (8)

donde A2(fc+i) anula los múltiplos de (xy — 1) y Ami anula los múltiplos de
(xy — Aplicando nuevamente el Lema 3.1, ahora Ami se descompone
en:

Arm (p(x)g(y)) =  A2fc+i (p(2fc+1)(x)g(y)) +  Am2 (p(x)q(y))  , (9)

donde A2fc+i anula los múltiplos de (xy — 1) y Ama anula los múltiplos de 
(xy — 1 )2&+1. Entonces, por la hipótesis de inducción, Ama se descompone en: 

k k 
Arn2 (p(x)q(y)Sj  =  ^2  A2m (p(m)(x )Q{rn)(y)) + A2m- 1  (p(2m_1) .

m = 0  m = 1

Por lo tanto:
___  k+1 ______  fc+1

A (p(x)q(y)^j =  ^2  A2m (p(m)(x)q(m% ) )  +  A^ - i  (p{2m~l) (x)q(y)^ .
m = 0  m = l

Todos estos funcionales son lineales por la forma en que se definen.
La demostración en el sentido inverso es fácil; sólo hay que notar que si la 

forma bilineal tiene la forma (7), al derivar dentro de los funcionales, siempre 
queda un factor común (xy — 1 ), el cual anulará a todos los funcionales. EÍ

Del anterior teorema se deduce la siguiente proposición:

Volumen 42, Número 1, Año 2008
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Proposición  3.3. E n el caso del teorem a 3.2, los funcionales  A¿ vienen dados 
en fu n c ió n  de A  y  {Aj}2" i+1 m ediante las siguientes expresiones:

A 2í (p (x , y ))  =  A ((xy -  l ) 2t p  (x, y))

-  (¿ I  t +i (* •« ))

- ¿ í  E
V 7 fc=i+1 X 7 

A2»-i (p  (x , y)) =  (2~ 1Y ) ! A ”  1 ^ l_1 x2*"lp (*»

-  ( g A2fc ( W  0 a® - D” ' 1*“ "1»’(* •« ))  

+ 4¿  A“ - ‘

para i =  0, 1 , . . . ,  n  — 1 , n .

D em ostración. Evaluemos toda la ecuación (7) en (x y  — 1)2\  entonces como

A 2i ( f a y -  l ) 2*P (z,y))^  =  (2¿)!A2i (p (x ,y )),

podemos despejar A 2i(p (x ,y )), y éste es igual a la expresión esperada, pues 
todos los funcionales que tengan subíndice menor que 2i se anulan, ya que todos 
anulan los múltiplos de (x y  — 1 ).

Lo mismo pasa con los funcionales A2¿_i, pero ahora se evalúa toda la ecua
ción (7) en (xy — l )2t_1 x2, - 1p (x ,y ), y como

A2i_ i (^q x 2í - i  { (x y  ~  ^ f l~ l x 2t~ 1p ( x , y ) ^ j  =  (2¿ - 1 )!A2í_i (p (x ,y )),

despejamos A2í - i  (p (x, y)) y entonces se demuestran las fórmulas. EÍ

Ya hemos caracterizado las formas bilineales cuyos funcionales asociados 
anulan múltiplos de (xy — l ) 2n+1, sin hacer la hipótesis de ser hermíticas. De
finamos los siguientes funcionales,

r 2fc-i ( p ( x , y )) =  A2fc_i ( y 2k~ 1p ( x , y ) ) .
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Definidos así, los son funcionales lineales que anulan los múltiplos de
(x y  — 1). Por esta definición, tenemos

r 2fc—i (p (x,  y) )  =  r 2fe-i (p(y,  a;))

=  A2fc-i ( x 2k 1p { y , x ) )

= A2fc_i (x2fc-1p(^y)) •
Definamos también los funcionales ^ 2A:-i de la siguiente forma,

^ 2fc-i ( p { x , y ) )  =  r 2fc_i ( p ( x , y ) )  + f 2k - i  ( p ( x , y ) ) .  (10)
Por lo tanto los funcionales ^ 2k - \  también son funcionales lineales que anulan 
los múltiplos de {xy  — 1). Ahora, el siguiente es un corolario por medio del 
cual descompondremos los funcionales lineales asociados a formas bilineales 
hermíticas que anulan a los múltiplos de (x y  — l ) 2n+1.

Corolario 3.4. Sea  (•, •) : C[x] x C[y] — > C una fo rm a  bilineal herm ítica  y A 
su  fu n c io n a l lineal asociado, definido por

A ( p { x ) q ( y j Sj  =  (p,q),  •

entonces A ( ( x y  — \ ) 2n+l p ( x ,  y ) j  =  0, para todo polinom io p  € C[x,y] ,  s i y  

sólo si (•,•) tiene la fo rm a

(p,q) = (y k)(x)q(k)(y))
k=0

n

+  [a 2¿_i ( p {2k~ 1)(x)q{y)^ + A 2k - i  (p(^)g(2fc_1)(2/))]  » (1 1 ) 
k= 1

donde A2fc_i, A2fc_i, (k  =  1 , 2 , . . . ,  n) son  funciona les lineales, con

A2fc- i  (p(x)9(2/)) =  A2fc_ i (g(x)p(y)),

y  donde
A 2k : C[x] x C[y\ — ► C, (k  =  0, 1 , . . . ,  n)  

son  funciona les lineales herm íticos. A dem ás estos func iona les sa tisfacen  

A i ( ( xy  -  l )p(x , y) )  =  0, Vp e  C [i,y], i  =  0, 1 , . . . ,  2n. 

D em ostración. Como el funcional es hermítico, ello significa que

A (p(x)q(y)^j  =  A (q (x )p (y)^ j . (12 )

Ahora bien, como A ( ( x y  — l ) 2n+1 p ( x , y ) j  =  0, entonces por el teorema 3.2

A (p(x)q(y) ' j  =  A f̂c ( p (fc)(x )g (fc)(í/)) +  ¿ A 2fc-i (p (2fc_1 ) (x)q(y)^j ,
fc=0 i
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A (q{x)p{y)^ =  Alk (q{k){x)p{k)(y)) + ^  A2fc- i  (g(2fc 1>(ar)p(2/)), 
k—0 k= 1

donde los A^,, k  =  0, 1 , . . . ,  n  y A2fc, k  =  1 , 2, . . . ,  n, son funcionales lineales 
que anulan los múltiplos de (x y  — 1 ).

Definamos los funcionales A2k de la siguiente manera:

a*  (P(^ )  = , k  =  0 , 1 , . . . ,  n.  (13)

Definidos de esta manera, todos los A2a: serán lineales y anularán los múltiplos 
de ( xy  — 1 ).

Sumando las ecuaciones anteriores y teniendo en cuenta (13) y la definición 
de A2fc-i, se tiene que:

n

A p(x)q(y)) = ^ A 2fc (P(k)(x)q(k')(y)>j 
k=0

+  [A2* -i (p(2fc_1)(^)9(y)) + Á 2Jfc_i {p{x)q^2k~ 1){y)^  
k= 1

El factor \  que queda al despejar A no afecta, pues lo podemos incluir dentro 
del funcional definiendo uno nuevo que sea el doble de éste; esto no cambia en 
nada los resultados.

Ahora, si la forma bilineal tiene la forma (11), entonces anula a los múltiplos 
de (x y  — l ) 2n+1, ya que al derivar, dentro de los funcionales siempre quedará un 
factor común ( xy  — 1 ) que anulará a todos los funcionales. (ZÍ

De este corolario se desprende la siguiente proposición.

Proposición  3.5. E n  el caso del corolario 3-4, los func iona les  A i y  (an tes  
definidos) vienen  dados en fu n c ió n  de A y  {Aj}2” i+1 m ediante las fórm ulas:

A2i (p (x, y ))  =  A { (XV ~  l f l P (x >

-  ¿  t +i ^  ( g Ü t f  (<** -  1)” P(*.®>))

' ¿ I  a “ - i ( J ^ T  ( ( x 5 - l ) 2i p ( x , y ) ) )
v '  fc= i+ l  x 7
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^ 2¿-i (p (x, y)) = (2í - i ) ! A i x̂y ~ ^  1 p

-  (2 í3 T ) íÍ :a«  ( ¿ J J f  ((*5 -  (* .» ) )

-  p r r j i ^ - A « - 1 ( ¿ s r r  ( ( ^ - 1 ) “ -1 P (* .» ) )

-  J C * » -•  ( ¿ E T  -  1)2i' 1 P(*■ 5))) -

paro i =  0 , 1 , . . . ,  n — 1 , n.

Demostración.  L a dem ostración  d e  e sta  prop osición  es sim ilar a  la  d e  la  propo
sición  3 .3 , por lo que la  dejam os com o un sencillo  ejercicio para el lector. (ZÍ

C on esto  hem os caracterizad o las form as b ilinea les asociad as a  funcionales  
lineales que anulan  m ú ltip los de (x y  — l ) 2n+1, siend o ésto s  h erm íticos o no.

3.2 . T e o r e m a s  d e  m o m e n t o s  p a r a  f o r m a s  b ilin e a le s . E stu d iarem os ahora  
la  relación  que tien e  esta  form a de los funcionales con  las m atrices de m om en tos  
asociad as a ésto s. D efin am os por M  la  m atriz  de m om en tos a soc iad a  a  la  form a  
bilineal (•,•) (o a l funcional A) com o (M )¿ j  =  ( z l ,z^ )  =  k ( x ly J). E n ton ces,

A [ { x y  -  l )2n+1 p  (x , y) ĵ =  0

t  (14)

i - r f í 271?  *1  (S * )2n+1~ k M  ( S ) 2n+1~ k =  0 , 
k= 0 \  ' /

dond e la  prim era parte  se puede interpretar com o u n a iden tidad  de m atrices  
in fin itas y  donde (S ) i ¿  =  Si+ es la  m atriz  de traslación  infin ita.

P or tan to  la  d ob le  im plicación  (14) caracteriza  las m atrices de m om en tos de  
la  form a b ilineal (•,•).

V eam os ahora un  teorem a que n os d irá qué con d icion es tien e  que cum plir  
la  su cesión  de m om en tos S í j  de la  form a b ilineal (•, •) para que el funcional 
asociad o  a  é sta  anule los m ú ltip lo s de (xy  — l ) 2n+1.

T e o r e m a  3 . 6 .  La sucesión  («Si,¿)o<t, j<oo es la sucesión de momentos  de una  
forma bilineal de la forma (7), si  y  sólo si satisface, para todo i , j >  0

2n~̂  /o i t \
5 ^ ( - l ) fc( , j S i + 2 n + l - k , j+ 2 n + l - k  = 0 .  (15)
k—0 '  '
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D em ostrac ión .  Sabem os que A {{pcy — l ) 2 n + 1  p  (x, y )^  =  0 para tod o  p o linom io  

p  e  C [x, y], si y  só lo  si A x y  — i ) 2 n + 1  x l y ^  =  0 para tod o  (i , j  =  0 ,1 ,  • • •) . 

P ero  A ( { x y  — l ) 2n + 1 x l y ^  =  0 es equ ivalente a

A ^ ¿ ( - 1 ) fc( 2 n ^ 1 ) x í+ 2ri+1 - V ’4'2n'f l " /c^ = 0 . (16)

C om o A (x l y i )  =  Si¿,  esto  es equ ivalente a  (15). EÍ

P or lo tan to , ten em os que si u na  form a bilineal tien e  la  form a (7 ), en tonces  
la  sucesión  de m om en tos asociad a  a  é sta  cum ple la  condición  (15). A sí queda  
caracterizada la  sucesión  de m om entos de una form a b ilineal de la  form a an tes  
m encionada.

Si la  form a b ilineal (15) es un  p rod u cto  escalar en ton ces, para que la  su cesión  
Si¿  sea  la sucesión  de m om en tos de e sta  form a bilineal, tien e  que, ad em ás  
de cum plir con  la  condición  del teorem a anterior, ser una sucesión  defin ida  
p ositiva , que equivale a  decir que la  m atriz d e  m om entos M ,  (M ) i ¿  =  Si¿ , sea  
defin ida positiva .

E l sigu ien te teorem a aborda el caso  correspondiente a  la form a b ilineal 
herm ítica ,

(p, g) =  ^ 2  Afc { p{k) (x)9(fe) (2/)) • (17)
k= 0

T e o r e m a  3 .7 .  La sucesión  (s i , j )o< i , j< oo  es la suces ión  de m o m e n to s  de una  
fo r m a  bilineal herm ít ica  de la fo r m a  (17),  donde los  Afc : C [x ,y ]  —> C , k =
0 , 1 , . . . ,  n, son  fun cion a les  lineales h erm ít icos  tales que A k ( { x y  — 1  ) p ( x , y ) )  =
0 , Vp €  C [x ,y ], si  y  sólo si, satisface,

£ W ( * \ + = 0, (18)
k=0 '  '

£ ( - l ) ‘ ( 2/ U + l,*+ m - E E W í 2* 7 =  0 ,  (1 9 )
k=o W  k=0j=0 '  J '

donde los s f km , Vm G N , k  =  0 , 1 , . . . , n ,  se  calculan en fu n ción  de los s i ¿ ,  
V i , j  €  N  m edian te  la recurrencia:

S^m =  (2fc)í (  j  (2ijí E
(20)

con k  =  0 , 1 , . . .  , n — l ,n.

D em ostra c ió n .  E n  el teorem a 3 .6  se ve que cuando el funcional asociad o  a  u n a  
form a b ilinea l del tip o  (7) anula  a  los m ú ltip los de (x y  -  l ) 2n+1, es necesario
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y  su ficien te que la  su cesión  de m om en tos asociad a  a  éste , sa tisfaga  la  relación  
(15 ). A hora, cu and o el funcional es h erm ítico  y  tien e  la  form a (17), es necesario  
y  suficien te que la  su cesión  de m om en tos, adem ás de satisfacer la  relación  (15 ), 
cu m p la  con la relación  (19), ya  que un funcional herm ítico  que anule a  los 
m ú ltip lo s de (x y  — l ) 2n + 1 tien e  la  form a ( 1 1 ); por tan to , si querem os que éste  
sea  de la  form a (1 7 ), en ton ces tien e  que verificarse,

/  d 2 k - \  _  \  _  /  Q 2k-l  _  \
A 2* - i  y -QX2k- i P y ) j  +  A 2fc—i y ^ k - í P ( x > y ) j  =  °> fc =  i ,  2 , . . . ,  n ,

pero e s to  es equ iva len te a  que vEr2 fc - i(x , 2/J') =  0  para k  =  1 , 2 , . . .  ,n ,  y  to d o  
h  j  =  0 ,1 ,2 ,  • • •. C on  esto  queda dem ostrad o  el teorem a.

V eam os el prob lem a de m om en tos para las form as b ilineales de tip o  Sobo- 
lev  defin idas positivas, que tendrán  una representación  in tegral con  m edidas  
sop ortad as en la  circunferencia  un idad . C aracterizarem os, a contin uación , esta  
sucesión  de m om entos.

Corolario 3.8. L a suces ión  (s¿,j)o<i, j<oo  es la suces ión  de m o m e n to s  de un  
p rodu cto  de Sobolev en la c ircunferencia  un ida d  de la fo rm a :

{p,q) = Y l í  PW(z)q{k)(z)dÍ¿k(z), (21)
k=o ^ l = i

donde los p,k, k =  0 , 1 , 2 , . . . ,  n , son  m ed idas  pos i t ivas  y  f in itas ,  s i  y  sólo si, 
satisface (18), (19 )  y, adem ás ,  que la suces ión  de m o m e n to s  de los fun c iona les  
A 2k en el teorem a 3 .2  sean defin idos posi t ivos.

D em o stra c ió n .  P ara  dem ostrar e s te  corolario, b asta  aplicar el teorem a 3.7; la  
con d ición  que se ex ig e  de m ás es para que, usan do el teorem a 2 . 1  enunciado  en  el 
cap ítu lo  d e  prelim inares, se  p u ed an  representar cada uno de los funcionales A 2k, 
k  =  0 , 1 , . . . ,  n , com o u na in tegral resp ecto  a  u n a m ed id a  p ositiva  sop ortad a  en  
la  circunferencia un idad , y a  que se  anulan  en  los m ú ltip los de ( x y  — 1 ). EÍ

3.3 . Teorem a de Favard para productos escalares. Si (•, •) es u n a  form a  
bilineal herm ítica , v im os en  la  sección  2 cóm o asociar u n a m atriz de H essenberg  
a éste. S e  puede probar que la  m atriz  D  e stá  relacion ada con el funcional A  
m ed ian te  la  iden tid ad  (ver [1 2 ]):

A [ p  (x , y )  Vi {x )p j  (y^ j  =  ( p  ( p ,  D  ^  e¿, e j  ̂ . (22)

U sand o e sta  igu a ld ad  ten em os de (14) que

A ( ( x y  -  l ) 2n+1 p (x ,y )^ )  =  0 ^  A ( ( x y  -  l ) 2 n + 1  x %y J  ̂ =  0, V i , j  >  0;

y  por tan to , lo  de la  derecha, en v irtu d  de (2 2 ), es eq u ivalen te a que:

(_l)fc/"2n +  lN\ D2n+l-fc^^2n+l-fc =  Q 
k= 0 ^ '  ■
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N ó tese  que los elem entos de D  son los  coefic ien tes de la relación d e  recurrencia  
para los p olinom ios ortonorm ales. La ú ltim a  identid ad  puede entenderse com o  
el teorem a de Favard para el prod ucto  de S obolev  en  la circunferencia unidad, 
ya  que caracteriza  la m atriz de H essenberg del prod ucto  escalar de la  form a
(а ).
T e o r e m a  3 .9  (Favard). Sea (pn (z ) )^ L 0 una suces ión  de po linom ios  que sa t is 
face  la relación de recurrencia

n+ 1
ZPn{z) =  d n,iPÁz )- (2 3 )

i= 0

Sea D  =  ( ¿ i j ) í j = oj entonces

E ( - i ) t+1( 2" + 1 ) ^ ( o ' ) * = o ,
fc=o ' '

si, y  sólo si, los po linom ios  de la suces ión  son  ortogonales con respecto al p ro 
ducto

n

{p, q) =  Y l  A 2k ( p {k) {x)q(V (y ))
fc=o

+  i  ¿  [a2* -i (p{2k~1) {x)q(v)) +  A 2fc-i (p{x)q{2k~l){y)) • 
fc=i

Se ha dem ostrado así un análogo al teorem a de Favard cuando el funcional 
asociad o a  la  form a b ilineal h erm ítica  anula  a  los m últip los de (x y  — l ) 2n+1, y  
é sta  es un p roducto  escalar.

A g r a d e c im ie n t o s .  E l au tor desea  m anifestar su  agradecim iento a  los dos refe
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