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1 . I n t r o d u c c ió n :  D e f in ic ió n  d e l  p r o b le m a

N o t a c ió n  1 . D a d o  n  6  N , el símbolo S n deno tará  al grupo s im é tr ico  de  
orden n, esto  es, S n den o tará  al grupo de las p e rm u ta c io n es  del conjunto  
[n] :=  { 1 , . . . ,  n } .

D ad o a  un cardinal, d irem os que G  es un a -g ru p o  si y  so lo  si to d o  grupo H  
de cardinal m enor que a  e stá  em beb ido  en  G .  E l T eorem a de C ayley [3] afirm a  
que, dado G  un  grupo fin ito , si \G\ <  n, en ton ces G  está  inm erso en S n , (en  
sím bolos G  -< S n), i. e. para to d o  n  6  N s e  tien e  que S n es un n  4- 1 -grupo. 
U n a pregunta natural es la  siguiente: ¿ex iste  un grupo H  ta l que si G  es fin ito , 
G  -< H ? o, lo que es lo m ism o, ¿ex isten  w -grupos?

E s fácil dar una  resp u esta  afirm ativa a e sta  pregunta. Sea S w el grupo de  
perm utaciones del conjunto  N , n o te  que para to d o  n  G N se tien e  que S n -< S^.  
E s claro que esto  im plica  que Su  es un cj-grupo. N o te  por o tro  lado  que S w no  
es lo que p odríam os llam ar un grupo elem enta l, dado que, entre otras cosas, 
su s e lem entos son  ob jeto s in fin itos y  su  op eración  es no com p utab le. ¿E xiste  un
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20 J. ANDRÉS MONTOYA

grupo e lem en tal que sea  un cu-grupo? E n este  trabajo  no in ten tarem os dar una  
defin ición  de grupo e lem enta l, a  cam bio considerarem os una clase de grupos a  
la que hem os dado en  llam ar la  c la se  de los grupos ari tm éticos.  E n el artícu lo  se  
prueba que no ex isten  w -grupos aritm éticos, siendo este  el resu ltado principal 
del presen te escrito. D esd e el p u n to  de v is ta  técn ico  la  prueba se reduce a  
probar que no ex is te  un cam p o F  y  un núm ero natural k  ta l que to d o  grupo  
fin ito esté  em bebido en G L $  (k ). P ara  probar este  resu ltad o  técn ico , e l prim er 
paso (sección  2) con siste  en probar que si ex istiera  un cam po F  y  un  núm ero  
natural k  ta l que G L $  (k ) es un cu-grupo, en ton ces G L c  (k)  tam bién  sería un  
w -grupo. E l sigu ien te p aso  d e  nuestra  prueba con siste  en  m ostrar que n o  ex iste  
k  ta l que G L c  (k) es un o;-grupo; para ta l fin usarem os algunas herram ientas 
y  con cep tos de la teoría  de representación  de grupos fin itos, con cep tos que 
in troducirem os en las secciones 3 y  4  de e s te  artícu lo. L a sección  5 con tien e el 
argum ento central de la  prueba, quedan do so lo  p en d ien te  la  verificación de una  
in teresante desigu aldad  com binatoria , cuya  d em ostración  es el con ten ido  de la  
sección  6 .

C reem os que u na d e  las v irtu d es del escrito  es la  in teresan te com binac ión  de 
todas las fo r m a s  de lucha  presente en el desarrollo  de los argum entos. E l lector  
encontrará que para probar e l resu ltad o  cen tra l del artícu lo  hem os usad o  argu­
m en tos prop ios de la  teoría  d e  m od elos, el álgebra lineal, la  teoría  de grupos, la  
teoría  de representación  de grupos fin itos, la  com binatoria  y  la  com p u tac ión 1.

D e f in ic ió n  1 . Un grupo G  es un grupo a r i tm é tic o  s i  y  solo s i  G  pertenece  a 
alguna de las tres fa m il ia s  l is tadas a continuación:

1. { G  : G c ( K , + ) } ,  donde  (V, + )  es el grupo ad it ivo  de un espacio vec tor ia l  
f in i to  d im ensional.

2. { G  : G  C (F*, x ) } ,  donde  F  es un campo y  (F*, x )  den o ta  el subgrupo  
m ultip lica tivo  de  F .

3. { G  : G  C G L $  (k ) } ,  donde k  £  N , F  es un campo y  G L f  (k ) es el grupo  
lineal de las  F -m a tr ice s  inver tib les  de k  x  k.

In tu itivam en te  la  c la se  de los grupos aritm éticos es la  c lase de los grupos 
concretos.  U n  grupo ar itm ético  es un  grupo cuyos elem en tos son  arreglos (ob­
je to s) num éricos fin itos y  cuya  operación  es una  operación  algebraica natural, 
(concreta , fácil y  com p u tab le).

1Para probar, en la sección 6, la desigualdad combinatoria antes mencionada, nos vimos 
forzados a realizar una dispendiosa verificación computacional con la ayuda de un equipo de 
computo, lo cual puede recordar a algunos la famosa prueba de Appell-Haken del teorema 
de los cuatro colores; es importante anotar que nuestro resultado es muchísimo más modes­
to. También es importante anotar que el grado de dependencia de nuestra prueba en estos 
recursos computacionales es mucho menor que en el caso de Appell-Haken; esto convierte a 
nuestra prueba (para mal) en un caso mucho menos espectacular de demostración asistida 
por computador, pero a su vez (para bien) en una prueba mucho menos polémica.
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C o m e n ta r io  1 . Los grupos ar i tm éticos ,  tal como los hem os definido, corres­
p on den  en gran m edida  a los grupos que pueden s e r  constru idos usando las  
operaciones de un campo. Los grupos de la p r im e ra  fa m il ia  son  los grupos que 
pueden  s e r  constru idos a p a r t i r  de la su m a  de un campo, los grupos de la segun­
da fam il ia  son  los grupos definibles a p a r t i r  de la m ultip licación  de un campo,  
y  f in a lm en te  los grupos de la tercera fa m il ia  son  los grupos que pueden  se r  
definidos usando s im ultán eam en te  la su m a  y  la m ultip licación  de un campo.

C o m e n ta r io  2 . N o te  que es un  Ni grupo, i.e. s i  G  es un grupo enumerable,  
entonces G  -< Suj. P a ra  verificar esta  a firm ación  basta a da p tar  la prueba del 
teorem a de C ayley  al caso de grupos enumerables. ¿ E s  S w un  2^° grupo? E s ta  
pregunta  es uno de los prob lem as consignados en el fa m o so  Libro Escocés2 [5]. 
D a da  a  € Sf, defin im os s o p ( a )  := { i  € N : a  (i)  ^  i } .  E n [4] K a l lm a n  prueba  
que s i  Sf :=  { «  G : s o p ( a )  es f in i to } ,  en tonces no es tá  embebido en Ŝ,
y  esto  c laram ente  im plica  que S w no es un  2 1'*0 grupo. A d ic ion a lm en te  K a l lm a n  
prueba que para todo n  €  N  y  para  todo campo  F , si  |F| <  2^°, entonces  
G L ¥ { k ) ^ S u .

P r o b le m a  1 . ¿E xis ten  cu-grupos a r i tm é tico s?

2 . S i e x i s t e  u n  u ;-g r u p o  a r i t m é t i c o ,  e x i s t e  u n  w -g r u p o  s o b r e  lo s
c o m p le j o s

E n esta  sección  m ostrarem os que si ex is te  un w -grupo aritm ético , ex iste  en ton ­
ces k G N  ta l que G L c  (k ) es un w -grupo.

L e m a  1 . Si G  es un grupo per ten ec ien te  a alguna de las dos p r im e ra s  fam il ias ,  
en la definición de grupo ar i tm ético ,  G  no es un uj-grupo.

D em o strac ión .  N o te  sim p lem ente que tod o  grupo p ertenecien te a  a lgun a de 
las dos prim eras fam ilias es abeliano. D ad o  que to d o  subgrupo de un grupo  
abeliano  es abeliano, n in gún  grupo abeliano  puede ser un u;-grupo. GZÍ

L e m a  2 . Si G  C G L \¡r (k ) y  F es un campo finito ,  G  no es oj-grupo.

D em o strac ión .  N o te  sim plem ente que en  este  caso G  es fin ito y  que to d o  en­
grupo es infin ito. EÍ

C o m e n t a r io  3 . N o te  que s i  G  C H  y  G  es un u -g ru p o  entonces H  es un  
lo-grupo.

E n lo  que sigue probarem os que, si F  es un cam p o de característica  p  ^  0 y  
k  €  N , en tonces G L y (k ) no  es un o;-grupo.

2El Libro Escocés es un famoso libro en el que se consignaron las conjeturas y problemas 
propuestos por un nutrido grupo de matemáticos polacos (entre otros Banach, Mazur, Ulam 
y Kac), que solían reunirse, a lo largo de la década de los 30, a hablar de Matemáticas en un 
café de Lwov (hoy en día Lviv, en Ucrania) llamado El Café Escocés.

Revista Colombiana de Matemáticas



L e m a  3 . D a do s  k  G N , F  un cam po de caracter ís t ica  p  /  0 , i  6  F  y  A  G 
G L ^  (k ), se  t iene que (A  +  x l ) p =  A p +  x pI .

D em o strac ión .  N o te  que (A  +  x l ) p =  A p +  x pI  +  (p) A t x p~z . N o te  ta m ­
bién  que, para to d o  i G { 1 , . . .  — 1}, el núm ero com bin atorio  (?) es di­
v isib le  por p.  Lo anterior im plica  que (p) A lx p~ t =  0 y  por lo tan to  
(A  +  x l f  =  A p +  x p I .  1 EÍ

D efinición 2 . Sea M  una m a t r i z  de n  x  n  con en tradas  en algún campo  F .

1. o ( M )  =  mín¿6N [M* =  / ] ;  en  caso de no ex is t ir  un tal i d irem o s  que 
o ( M ) ,  el orden de M ,  es igual a oo.

2. v  (M ) =  mín¿e N [Ai* =  0] ;  en  caso de no ex is t ir  un  ta l i  d irem os  que 
v  (M ), la nu lidad  de M ,  es igual a oo.

L e m a  4 . Sea  F  un campo de carac ter ís t ica  p  ^  0 y sea M  G GLp (k ) ta l que
o (M ) =  p l , exis te N  G GL¡p (k ) ta l  que p l ~ l <  v  ( N )  <  p 1.

D em o stra c ió n .  N o te  prim ero que M p =  I  y  que por con sigu ien te (M  — I ) p =  

M p i - I  =  0. Sea N  =  M - I ,  ten em os que N pi~ 1 =  (M  -  / ) p’ _ 1  =  M pi~ 1 - I  ¿
0. P or lo tan to  p t _ 1  <  v  (N ) <  p l . Éí

A  continuación  probarem os que si F  es un cam po de característica  p  ^  0, 
n ingún  grupo de la  form a G L f  (k ) es un w -grupo.

Sea M  u n a  m atriz  de n  x  n  con  entradas en  un cam p o F.

Proposición  1 . D a d o  i  G N , s i  F n ^  ker (M z) =  k e r (M l+ 1) ,  en tonces  
v  (M ) =  oo.

D em o stra c ió n .  P robarem os que ker ( M l+ 1) =  ker (M l+ 2) .

Sea v  G F n — ker ( M l+ 1) ,  su p on ga  que M l+2v  =  0; e sto  im plica  que 'M v  G 

k e r (M l+ 1) ,  pero com o  ker ( M l ) =  ker ( M l+ 1) ten em os que M v  G ker (M *) 
y  por con sigu ien te v  G ker ( M í+ 1) ,  lo  cual es una contrad icción , por lo  tan to  
ker (M l+ 1) =  ker ( M 1+2) .

P ara  el lector d eb e  ser claro q ue p od em os insertar el argum ento anterior  
dentro d e  un  argum ento  in d u ctivo  para ob ten er  una p rueba del teorem a. EÍ

D e la  p roposición  p od em os ob ten er, de m an era  in m ed ia ta , la  s igu ien te  pro­
posición:

Corolario 1 . D a d o  k  G N  exis te  N  G N  ta l  que s i  M  G G L $  (k ), en ton ces  ó 
v  ( M )  =  oo ó v . ( M )  <  N .
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D em ostra c ió n .  S up onga que para to d o  N  £  N  ex iste  una m atriz M  £  G L f  (k ) 
ta l que N  <  v  (M ) ^ oo. E n particu lar ex iste  No £  G L f  (k)  ta l que k +
1 <  v  (No)  ^  oo. Sea i  =  v ( N o ) ,  n ote  que {0 }  C k e r ( N )  C ker ( N 2) C 
... C ker (iV fc+1) .  E s claro que esto  ú ltim o  es im p osib le  dado que cada uno de  
los espacios vectoria les ker ( N ) ,  ker (N 2) , ,  ker (iV fc+1) es un  su b espacio  del 
espacio  F fc, el cual tien e  d im ensión  k. EÍ

A hora bien , dado p  un prim o y  dado i  £  N , el sím bolo  Z pi denotará  el grupo  
m u ltip lica tivo  cíclico  de orden p l .

T e o r e m a  1. Si  F  es un campo de caracterís t ica  p  ^  0 y k  £  N , el grupo  
G L y (k ) no  es un cu-grupo.

D em ostra c ió n .  S u pon ga que F es un cam p o de característica  p /  0 y  que 
G L ^ i k )  es un w -grupo. D ad o i  £  N , ten em os que Z pi+i -< G L ^ ( k ) .  E sto  
im plica  que ex iste  £  G L $  (k ) ta l que o ( Mi )  =  p t + l , pero esto  im plica  a su  
vez la  ex isten cia  de una m atriz N i £  G L $  (k)  ta l que p l <  v  (Ni )  <  p l+ 1 , lo 
cual claram ente contrad ice el corolario anterior. 2 Í

D e lo probado h asta  el m om ento  ten em os que si ex iste  un w -grupo aritm é­
tico , ex iste  entonces F, un cam po de característica  cero, ta l que G L $  (k)  es un  
w -grupo.

D ado F  un cam po, usarem os el sím bolo  F para denotar la clausura algebraica  
de F.

L e m a  5 . Si G  C G L f  (k)  es un to-grupo, en tonces G L  ̂ (k ) es un uj-grupo.

D em ostra c ió n .  N o te  que para tod o  cam p o F  se tien e  que G L f  (k )  C G L j. (k) .

Eí

E l lem a im plica  que si ex is te  un w -grupo aritm ético , ex iste  en ton ces F, un  
cam p o algebraicam ente cerrado de característica  cero, ta l que para algún k >  1  
se tien e  que G L $  (k ) es un  u;-grupo.

P r o p o s ic ió n  2 . Suponga que exis ten  F , un campo algebraicam ente cerrado de  
caracterís t ica  cero, y  k £  N  tales que G L p  (k) es un  uj-grupo. E n  este  caso  
G L c  (k) tam bién  es un uj-grupo.

D em o strac ión .  D ad o  G  un  grupo fin ito  y  dado fc 6  N , ex is te  una sen ten cia  
de prim er orden ipG,k ta l que para to d o  F , cam po algebraicam ente cerrado de  
característica  cero, se tien e  lo siguiente:

F  'tpGjk si y  so lo  si G  es un  subgrupo de G L $  ( k ) .
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D ad o que la  teoría  de cam p os algebraicam ente cerrados de característica  
cero es com p leta  [2], se tien e  que: dados F , un cam p o a lgebraicam ente cerrado  
de característica  cero, k  G N  y  G  un grupo fin ito

P or lo tan to , para to d o  F y  para to d o  k  G N , el grupo G L p (k ) es un  u;-grupo

F in a lm en te  p od em os enunciar el teorem a principal de esta  sección , cuya  
prueba es una consecuencia  in m ed ia ta  de to d o  lo anterior.

T e o r e m a  2 . Si exis te  un u -g ru p o  a r i tm ético ,  exis te en tonces k  G N  ta l que 
G L c  (k ) es un ou-grupo.

E l teorem a anterior nos p erm ite  reform ular nuestro problem a de la  sigu ien te  
m anera:

P r o b le m a  2 . ¿E xis te  k  G N  ta l  que G L c  (k ) es un ui-grupo? o, lo que es lo 
m ism o ,  ¿ex is te  k  G N  ta l que para  todo n  G N , se t iene  que S n -< G L c  (k ) ?

D ad o  G  un grupo fin ito, es fácil ver que G  -< G L c  ( l^ l) .  Sea { e g : g  G G } 
u n a base de C lGl; dad o g  G G ,  ten em os que Tg es la  transform ación  lineal de  
C lGl en defin ida por

es un hom om orfism o inyectivo .

E l prob lem a con  la  fam ilia  de em b eb im ien tos {regG : G  es un grupo fin ito}  
es que la  d im ensión  del espacio  de llegada crece lin ea lm en te  con  el tam añ o  
de G .  La pregunta  es si p od em os poner freno a  este  crecim iento en la  d im en­
sión  y  em beber to d o  grupo fin ito  en  un ú n ico grupo de la  form a E n d e  (V )  — 
G L c  (d im  (F ) )  (con  V  un esp acio  vectoria l com plejo  fin ito  d im en sional).

D e f in ic ió n  3 . 1. D ad o  G  un grupo f in ito ,  una represen tac ión  de G  es un  
h o m o m orf ism o  p  : G  —» E n de  ( V ) ,  d on de  V  es u n  vec tor ia l  com plejo  
f in i to  d im ensional.

2. D a d a  p  : G  —► E n d e  (V )  u n Q> represen tac ión  de G , la d im en s ió n  de p  es 
igual a d im  (V-).

F i>G,k si y  so lo  si C  N i)G>k .

si y  so lo  si G L c  (k)  es un w -grupo.

E s fácil verificar que la función regG : G  —> E n d e ( C ^ )  defin ida por

regG (g) =  Tg ,
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3. Una represen tación  p  : G  —* E n de  (V )  es cier ta  s i  y  solo s i  p  es inyectiva.

E je m p lo  1 . D a do  G  un grupo finito ,  regG (g ) es una  represen tación  c ier ta  de 
G  de d im en s ió n  |C?|.

P erm ítannos reform ular lina vez m ás el problem a que consideram os en  este  
escrito.

P r o b le m a  3 . ¿E xis te  N  €  N tal que todo grupo f in ito  t iene una represen tación  
c ier ta  de d im en s ión  a lo m á s  N ?

3 . R e p r e s e n t a c io n e s  l in e a le s

E n e sta  breve sección  introducirem os los con cep tos fundam entales de la  teoría  
de representaciones lineales de grupos fin itos. A dicion alm en te enunciarem os 
uno de los teorem as fundam enta les de la  teoría, el teorem a de M aschke. P ara  
m ayor inform ación el lector puede consu ltar [1 ].

D e f in ic ió n  4 . 1. D a d as  p \  : G  —> E n d e  (V ) y  p 2 '• G  —> E n de  (W ) dos  
represen tac iones  de G , un m orf ism o  de p \  en p 2 es una transform ación  
lineal T  : V  —» W  tal que p 2T  =  T p \ .

2. D a da s  p \  : G  —► E nde  (V ) y p 2 : G  —> E n de  ( W )  dos represen tac ion es  
de G , d irem os que p \  y  p 2 son  represen tac iones  equivalentes si y  solo si  
existe un isom orf ism o  lineal T  : V  —> W  tal que p 2T  =  T p \ .

3. D a da s  p i  : G  —> E n de  (V ) y  p 2 : G  —> E n de  ( W ) ,  la su m a  directa de p i  y  
p 2, que den o ta rem o s  p \  ®  p 2 , es la represen tac ión  de G  en V  © W  dada  
p o r

[pi®p2)g = p\ {g) + p2 (g).
4- D a d a  p  : G  —> E n de  { Y )  una represen tac ión  y  dado  W  C V  ta l que, para  

todo g  €  G , p ( g )  (W ) C W, d irem os que p  \ w  es una subrepresen tación  
de G.

5. Una represen tac ión  p  : G  —> E n de  (V ) es irreducible s i  y  solo s i  p  no  
contiene subrepresen tac iones  prop ias .

U n o de los teorem as fund am enta les de la  teoría  de representaciones de gru­
p os fin itos es el teorem a que enunciam os a  continuación

T e o r e m a  3  ( T e o r e m a  d e  M a s c h k e ) . Toda represen tac ión  de G  es una su m a  
directa  de represen tac ion es  irreducibles.

P ara una prueba el lector puede con su ltar [1 ]. N o te  que si p  es reducib le y  p  
es igu al a 0  p i,  en ton ces para to d o  i  <  s , d im (p ) >  dim  (pi ) .  A hora, com o

i< s
lo que buscam os estud iar son  las representaciones ciertas de G  de la  m enor
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26 J. ANDRÉS MONTOYA

dim en sión  p osib le , p od em os y  d ebem os concentrar nuestra  a tención  en las re­
presentaciones irreducib les de G; e sto  nos p erm ite reform ular nuestro  problem a  
u n a vez m ás.

P r o b le m a  4 . ¿ E x is te  N  G N  tal que para  todo n  G N , el grupo S n t iene una  
represen tac ión  c ie r ta  irreducible de d im en s ió n  a lo m á s  N ?

E ste  problem a, ta l com o lo acab am os d e  form ular, es el prob lem a que tra ­
tarem os en lo que queda del escrito .

4 . R e p r e s e n t a c io n e s  ir r e d u c ib le s  d e  S n

E l p rop ósito  de e s ta  sección  es esbozar la  teoría  de las rep resentaciones lineales  
d e los grupos sim étricos y  enunciar los resu ltad os fundam enta les concern ientes  
a  las representaciones irreducib les de ta les  grupos.

D ad as a ,  (3 G S n , d irem os que a y  ¡3 son  conjugadas, (usarem os la  n otación  
a  ~  (3 para indicar que a y / ?  son  con ju gad as), si y  so lo  si ex iste  rj G S n ta l 
que a  =  7//?77_ 1 . U sarem os el sím b olo  [a] para denotar la  clase de a ,  donde  
la  clase d e  a  es el con ju nto  {(3 G S n : a  ~  (3} .  R ecuerde que dada a  G S n , la  
perm u tación  a  es igu al a un p rod u cto  de ciclos d isyu n tos [3]. Sean c \ , . . .  , c m 
ciclos d isyu n tos en  S n y  ta les que

1 . a  =  c\ o • • • o cm .

2 - |c i | >  • • • >  |cm | >  1 , don d e |c¿| d en o ta  la lon g itu d  de c¿.

3. n  =  |c i | + ------h |cm |.

D e f in i c ió n  5 . La es tru c tura  de ciclos de a  es el vec to r  ( | c i | , . . . ,  \cm \).

T e o r e m a  4 . D a d a s  a ,  ¡3 G S n , te n e m o s  que a  ~  (3 s i  y  solo s i  a  y  (3 t iene  la 
m is m a  estructura  de ciclos.

P ara  una prueba el lector puede con su ltar [3].

N o te  que ex is te  u n a  b iyección  entre las clases de conjugación  de S n , los  
tip o s  de estru cturas de ciclos de p erm u tacion es en S n y  las particion es de n , 
don d e u n a  p a r t ic ió n  de n  es un  vector  de en teros p o sitiv o s ( n i , . . . , n m) ta l que

1 . n i  >  • • • >  n m >  1 .

2 . n — m'H-------- f- n m .

D ad a  A =  ( n i , . . . , n m) u n a  p artición  d e  n , la  tabla de Young  de A es el 
arreglo T \  defin ido por

1 n i
n i  +  1 n i -f  n 2

L  ni  + 1
j < m —l

n
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Sea A una partición  de n  y  sean  C r x y  F tx los subgrupos de S n defin idos 
por:

C<rx =  { a  €  S n : a  deja invariantes las colum nas de T \ }  .

FTx =  { a  €  S n : a  deja invariantes las filas de 7 * }  .

N o te  que C r x H Fq-X =  {e }  y  n ote que esto  im plica  que \CtxFtx \ =  \Ctx \ \Ftx \- 
D ad a  A una partición  de n  y  T \  su  tab la  de Y oung, uj\  el s ím e tr iz a d o r  de 

Young  asociado a A es igual a

^ 2  sign (p ) re§sn (p q ) •
P€Ctx , Q£Ftx

D ado V \  =  Im (u;,\), la  representación  de Y oung asociada  a A es la  repre­
sen tación  p \  : S n —> E nde ( Y \ )  defin ida por:

P ara tod o  g  G S n , p \ ( g )  :=  reg5n (g) \v x •

Com entario 4. El álgebra de Frobenius  C  [Sn\ es el álgebra { C n!, +, x  }, donde  
+  es la su m a  vectoria l  en  C n! y  x  es la operación de m ultip licación  definida  
com o sigue: dados v  =  '£2aeSn v  (a )  a  y  w  =  Y l a e s n w  (a ) a  dos e lem en tos  de  
C  [5n], el producto  de v  y w ,  que den o tarem os  v  x  w , es igual a J2 a e s n s  (a ) a > 
donde  s  (a )  =  v  (/3) w  (/?_ 1 a ) .

A  continuación  enunciarem os el teorem a fu ndam ental de la  teoría  de re­
presentaciones lineales de grupos sim étricos. A  este  teorem a lo llam arem os el 
T eorem a de Frobenius en honor al precursor de la teoría. P ara m ás inform ación  
el lector in teresado puede consu ltar [1 ].

Teorem a 5 (Teorem a de Frobenius). D ado  n  6  N  se  tiene  lo siguiente:

1. El núm ero  de represen tac iones  irreducibles de S n no equivalentes es igual  
al núm ero  de part ic ion es  de n .

2. D a d a  A una p ar t ic ión  de n, la represen tación  p \  es irreducible.

3. D a da s  \  y  fi dos par t ic ion es  d iferen tes  de n ,  las represen taciones  p \  y  p fl 
son  no equivalentes.

4. d im (p ^ ) =  (o,A xurx)(e) ’ donde uj\  es la represen tac ión  dada  p o r

^ 2  s ig n {p ) r e g S n {pq) ; 
peCTx, q̂ Frx

el s ímbolo  x  den o ta  la operación de multip licación  en el álgebra de Fro­
benius CfS'n] y  dado 4> £  C fá ’n], el símbolo  0 (e) d enota  el coeficiente de  
4> asociado a e.
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5. N o ex isten  a;-grupos aritm éticos

E n esta , la  sección  principal del artícu lo , m ostrarem os que no ex isten  w -grupos 
aritm éticos. U na m anera de in terpretar este  resu ltad o  es la  siguiente: no ex is te  
un grupo e lem enta l en el cual p u ed a  ser em beb ido  to d o  grupo fin ito. T al inter­
p retación  resu lta  de identificar la  no defin ida  noción  de grupo e lem en ta l con  
la  n oción  de grupo aritm ético . T al iden tificación  no es del tod o  d escab ellad a  
dado que la c lase d e  los grupos aritm éticos es igual a  la  clase de lo que po­
dríam os llam ar los grupos con cretos o  num éricos, grupos cuyos elem en tos son  
o b jeto s num éricos (elem en tos de un cam p o num érico) y  cuyas operaciones son  
op eracion es a lgebraicas naturales.

Lo que m ostrarem os en e sta  sección  del artícu lo  es que, si {/?n } n€N es una  
su cesión  de representaciones ta l que p ara to d o  n  €  N  se  tien e  que p n es una  
representación  c ierta  irreducib le de S n , en ton ces la su cesión  { d im (p n ) } neN di­
verge a  infin ito. N o te  que e sto  claram ente im plica  la no ex isten c ia  de w -grupos 
aritm éticos.

D ad a  p  : S n —> E n d e  (V ) u n a  representación , p  es un hom om orfism o y  por  
lo tan to  ker (p ) es un subgru po norm al de S n . E s b ien  sab ido  que si n  es m ayor
o igual que 5 los ún icos su b gru p os norm ales de S n son  S n , A n y  { e } ,  (para  

.m ayor inform ación el lector p u ed e con su ltar  [3]). E sto  nos p erm ite clasificar las 
representaciones irreducib les de S n , (con  n  >  5), en tres grupos, a  saber:

1 . p  es de tip o  1  si y  so lo  si ker (p ) =  S n .

2. io es de tip o  2 si y  so lo  si ker (p ) =  A n .

3. p  es de tip o  3 si y  so lo  si ker (p ) =  { e } .

N o te  que ex iste  u n a  ún ica  represen tación  irreducible de tip o  1  (m ód u lo  isom or- 
fism o), siend o e sta  la representación  po : S n —> E n d e (C ) ~  C dada por: para  
tod o  a  £  5 n

N o te  tam b ién  que ex is te  una  ú n ica  representación  irreducib le de tip o  2 (m ódu lo  
isom orfism o), sien do e s ta  la  represen tación  p \  : S n —> E n d e  (C ) ~  C  d ad a  por: 
para to d o  a  €  S n

N o te  finalm ente que las represen taciones de t ip o  3 son  precisam ente las repre­
sen tacion es irreducib les c iertas que d eseam os estud iar.

P or o tro  lado p od em os clasificar las p articiones d e  n  en  tres grupos de la  
sigu ien te  m anera:

1 . ( 1 , 1 , . . . , 1 ) es la  ú n ica  partic ión  d e  tip o  1 .

Po (a )  =  1  •
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2 . (n ) es la única partición  de tip o  2 .

3. T oda otra partición  es una partición  de tip o  3.

C o m e n t a r io  5 . N o te  que las p a r t ic ion es  de tipo  3 son  prec isa m en te  aquellas  
p a r t ic ion es  cuyas  tablas de Young con tienen  al m e n o s  dos fi las y  al m e n o s  dos  
columnas.

R ecuerde que ex iste  u na  correspondencia  b iu n ívoca  entre las representaciones  
irreducibles de S n y  las particiones de n.  E s fácil verificar que la partición  
( 1 , 1 , . . . ,  1) corresponde a la  representación  po, i.e. si ( 1 , 1 , . . . ,  1) =  A, en ton ­
ces p \  =  po- T am bién es fácil verificar que la partición  (n ) corresponde a la  
representación  p \ . F in a lm en te  tenem os que las p articiones de tip o  3 correspon­
den  a las representaciones irreducibles de tip o  3, i.e. dada p  una representación  
irreducible c ierta , ex is te  A una partición  de tip o  3 ta l que p \  =  p.

R ecuerde que dim (pA ) =  (u,Ax’l!A)(e) • ílue probarem os es que si {p n } n> 5 
es u n a sucesión  d e  representaciones irreducibles prim itivas, (para tod o  n  >  5, p n 
es una representación  de S n ) y  {An } n> 5 es la sucesión  de particiones asociada,

en ton ces i  ------- —— rrr  ̂ es una sucesión  que diverge a  infinito. Lo quel K x w x J ( e ) J n> 5
harem os a  continuación  es estim ar la  can tidad  (cj\  x  o>a) (e).

L e m a  6 . (u;A x  wA) (e) <  \C tx \ \F t x \-

D em ostra c ió n .  R ecuerde que u)\ es igual a X^PeC rA, qeFrx s iSn (p) re6 s n
por lo tan to  u)\ x  uj\ es igual a

^ 2  sis n (p p * ) ressn (pqp* <?*) •
P , P * e C r x , q,Qm&F'rx

S ea  A  =  { ( p , q , p *  , q*)  : p , p *  €  C Tx; q , q *  € F Tx y  pqp*q* =  e )  , n o te  que 

(wA x  u \ )  (e) =  Í2(p,q,p*,q*)eA siSn (PP*)- Por otro lado> dado 3 ue c n  n  =  
{ e } ,  ten em os que dados p €  C r x y  q  €  F r x el conjunto

{(p * , q *) €  C Tx x  FTx : pqp*q* =  e ]

tien e  tam añ o  a  lo m ás uno. T enem os en tonces que (o>a x  w a) (e) <  \A\ <

\C tx \ \F tx \. &

L e m a  7 . D a d a  A =  [ n \ , . . .  , n m ) una p a r t ic ió n  de n , se t iene  que \Fq-x \ =

n n¿!
i < m

D em o strac ión .  D adas F i , . . . ,  Fm las filas de la  ta b la  de Y oung de A, se tien e  
que F r x es igual a S p x x  • • • x  S p m , por lo tan to  |Fj-X | =  x  • • • x  S p m | =

n isf,i= n ^ ^
i < m  i< m
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D ad a A =  ( n i , . . . ,  n m ) un a  partición  de n,  la tab la  de Y oung de A posee  n \  
co lum n as C \ , . . . ,  C ni que satisfacen  lo siguiente:

1. I^l > ••- > > 1. 

2 - «  =  £ < < „ ,  \C i\.

E sto  es, ( | C i | , . . . ,  \Cni |) tam b ién  es una  partición  de n  que llam arem os la  
p a r t ic ió n  dual de A y  que denotarem os con  el sím bolo  A*. N ote  que C t x es 
isom orfo a  F rx, ■ Lo anterior im plica  que

ICrJ = n  lc ‘l!
i<n  i

D ad a  A =  ( n \ , . . .  , n m ) una partición , el sím bolo  /  (A) denotará  la  cantidad  
f ]  n¿! y  el sím b olo  F  (A) den otará  la  can tid ad  /  (A) /  (A*). Si pon em os tod as

i<m
las p iezas ju ntas ob ten em os el sigu ien te  lem a.

L e m a  8 . D a do  n  €  N  y  dada  A una p a r t ic ió n  de n , se t iene  que \Ct x \ W tx \ — 
. F (  A).

T enem os en ton ces que para to d a  p artic ión  A, se tien e  lo  siguiente:

d im  (p A) =  ---------- U l—  -  >  .
K x w A n) ( e )  F  (A)

R ecuerde que el principal o b je tiv o  d e  e ste  escrito  con siste  en probar que no  
ex isten  u;-grupos ar itm éticos y  que para ello  es su ficiente probar que no ex iste  
A: €  N  ta l que to d o  grupo sim étrico  pu ede ser em bebido  en G L c  (k ). P ara  
probar e sto  ú ltim o  b a sta  con  probar el teorem a com binatorio  que enunciam os  
a continu ación  y  cu ya  prueba posp on d rem os h asta  la  ú ltim a  sección  de este  
artícu lo.

T e o r e m a  6 . Sea  {An } neN una suces ión  ta l  que, para  todo n  €  N , An es una  

pa r t ic ió n  de n  de t ipo  3, se t ien e  en tonces que la suces ión  -̂ J1} -t > diverqe  

a infinito.

C o r o la r io  2 . Sea { P n } n e^ una suces ión  tal que, para  todo n  6  N , p n es una  
represen tac ión  c ie r ta  de S n , se  t ien e  en ton ces  que la suces ión  {d im  (pn) } nGN 
diverge a infinito.

D em o stra c ió n .  D a d a  {/?n } neN n u estra  su cesión , ex is te  una  sucesión  { ¿ £ } nGN de  
representaciones c iertas irreducib les y  ta les que, para to d o  n  €  N, d im  (p * ) <  
dim  (pn)- P ara to d o  n  >  5, la  representación  p* es d e  tip o  3 y  por lo tan to , la
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p artición  An asociada  a p* es una partición  de tip o  3. T enem os en tonces que 
para to d o  n >  5 j\\

dim  (pn ) >  d im  (p*n ) >  •

F in a lm en te  ten em os que la  sucesión  {d im  (pn ) } n eN diverge a  infin ito  dado que

así lo hace la sucesión  \ ¿J1}—.¡- > . EÍl FVAn)JneN
D el corolario anterior p od em os ob tener fácilm ente la  prueba d el sigu ien te  

teorem a, el cual es de por s í el teorem a central de e ste  escrito.

T e o r e m a  7 . N o existen uj-grupos ar i tm éticos .

6 . U n a  d e s ig u a ld a d  c o m b in a t o r ia

E n  lo que sigue probarem os que si {An } nGN es una sucesión  ta l que, para to d o  
n  £  N , la  partición  An (partición  de n ) es de tip o  3, en tonces la sucesión

 ̂ w r ;  > diverge a  infin ito.
1 i  n e N

Lo que probarem os es que si A es u na  p artición  de tip o  3 de n  >  16, en tonces  
F  (A) <  (n  — 1)!2. E sto  im plica  que si (A n } neN es u na  sucesión  de particiones, 
ta l que para tod o  n  €  N , An es una partición  de n  de tip o  3, en ton ces la  sucesión  

{  f (X" ) }  es^  acotad a  inferiorm ente por la sucesión  { f  } n> ie  (lue d iverge  

a infin ito.

C o m e n ta r io  6 . Si  A =  ( n i , . . . ,  n m ) es una pa r t ic ió n  de n  se t ien e  lo siguiente:

f ’w = ( n  "*■') ( n  •■’**) •
\ i < m  J  \ i < m  J

P ara em pezar considerarem os las su cesion es A de tip o  3 que con stan  de dos 
sum andos d istin tos, de ellas probarem os que sa tisfacen  la  desigualdad  F  (A) <  
(n  — 1 )!2 .

L e m a  9 . D a d a  A =  (m , k ) una p a r t ic ió n  de n  >  16, con m ~ ^ k ,  se t iene  que 
F  (A) <  (n  — 1)!2.

D em o stra c ió n .  N o te  que F  (A) =  m \ k \2 k y  que k <  E sto  im plica  que

2 k < m  +  k — 1 , 2 ( k  — l ) < m  +  k — 2  , . . . ,  2  • 2  <  m - f  1 .

T en em os en ton ces que

F { A) =  m! (2) (2 • 2) (2 • 3) • • • (2 • fc)

<  nú  (2 ) (m  +  1 ) (m  +  2 ) • • • (m  +  k  — 1 )

=  ( n  — 1 )!2 .

Eí
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A  continuación  probarem os que si n  =  m k  >  16, con  m , k >  2 , en ton ces la  
p artición  /i =  ( r a , . . . ,  m ) sa tisface  la  desigualdad  F  (n) <  (n  — 1)!2.

L e m a  1 0 . Z)aáa //  =  ( m , . . . ,  m ) p a r t ic ió n  d e n  =  raA; f con m , k  >  2 y  n  >  16), 
se  t ien e  que F  (/i) <  (n  — 1)!2.

D em o s tra c ió n .  N o te  prim ero que i 71 (//) =  (m !)fc (A:!)m . Probarem os por induc­
ción  sobre A: que

(m !)fc (fc!)m <  ( k m  — 1 ) ! 2  .

1 . C aso k — 2. N o te  que

(m !)2 2 m =  1  • 2  • . . .  • m  ■ 2 ( 1 ) • 2  (2 ) • . . .  • 2  (i)  ■ . . .  • 2  ( m ) .

N o te  que para to d o  i  <  m  — 1, se tien e  que 2 (i)  <  m  +  i — 1; ten em os  
en tonces que

2  (2 ) 2  <  m  +  1 , 

dado que m  +  1 >  §  > 8 . A d ic ion a lm en te  ten em os que

2  (m  — 1 ) <  2 m  — 2 , .

2 (m) < 2 (2m — 1 ) .
P or lo tan to

(m !)2 2 m =  1  • 2  • . . .  • m  • 2  ( 1 ) • 2  (2 ) • . . .  • 2  (¿) • . . .  • 2  (m)

<  l - . . . - m - m  +  l -  . . . - m  +  ¿- . . . -  2 m  - 2 - 2  ( 2 m — 1)

= (2m — 1)!2 .

2 . (H ip ótesis de ind ucción ) Sup ond rem os para to d o  k <  i,  que (m \ ) k (k \)m <  
( m k  — 1 )!2 .

3. (C aso  k =  i +  1) T enem os que

(m !)í+ 1  (( i  -f  l ) ! ) m =  (m ! ) 1 (¿!)m (m !) (i +  l ) m

<  2  ( ( m i  — 1 )!) ( mi )  ( m i  +  1 ) • • • (m  (i  +  1 ) — 1 ) .

Lo que d eb em os verificar para  term inar la prueba es que:

(mi )  (i  +  l ) m <  ( m i )  ( m i  -f  1) • • ■ (m  (i +  1) — 1 ) .  (E c. 1)

N o te  que

(m !) (i  +  l ) m =  (i  +  1 ) (2  (i +  1 )) • • • (m  (i +  1 ) ) .

E s claro que, s i Z <  m  — 1, en ton ces (i  +  1)1 ^  m i  +  l — 1. E s fácil 
verificar que e sto  im p lica  la  d esigualdad  (E c. 1 ), dado  que si ( a i , . . . ,  a m ) 
y  (6i , . . .  , 6m ) son  dos su cesion es fin itas crecien tes de núm eros natu rales  
que satisfacen:
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■ a¿ ^  bi, para tod o  i <  m  — 1.

■ Q-m — brn 4" 1.

en tonces n«.< nv Ef
i<m i<m

T e o r e m a  8 . D a da  A una part ic ió n  de  n , (con n  >  16), si  A es de tipo  3 , se  
t iene  entonces que F  (A) <  2 (n  — 1!).

D em o stra c ió n .  La prueba es por inducción  sobre n.

1. (n =  1 6 , 1 7 , ,  23) La verificación es engorrosa dado el gran núm ero de  
particiones de 1 6 , 1 7 , . . . ,  22 y  23; aún así es posib le verificar com pu ta- 
cionalm ente que si A es una partición  de n  €  { 1 6 , 1 7 , . . . ,  2 3 } , de tip o  3, 
en tonces F  (A) <  (n  — 1)!2. (E l autor realizó ta l verificación usando su  
com putador personal y  un algoritm o elem en tal que lista  tod as las p arti­
ciones en cuestión  y  realiza la  verificación aritm ética  correspondiente).

2 . (H ip ótesis de inducción) Supondrem os que para tod o  n , si 23 <  n  <  i — 1 
y  A es una partición  de n  de tip o  3, en tonces F  (A) <  (n  — 1)!2.

3 . (n  =  i >  24) Sea A =  ( n i , . . . ,  n k ) una partición  de n  de tip o  3, si k  =  2 
el prim er lem a de e sta  sección  asegura que F  (A) <  (n  — 1)!2. Por otro  
lado, si n i  =  n 2 =  • • • =  n*;, el segundo lem a de esta  sección  garantiza  
que F  (A) <  (n  — 1 )!2 . Supondrem os en ton ces que k >  3 y  que n^ ^  n i .  
C onsidere £ =  ( n i , . . . ,  n ^ - i ) ,  n ote  que £ es una partición  de n  — n^ 
de tip o  3; n ote tam bién  que n  — n^ >  16. D e la h ip ótesis  de inducción  
tenem os que

F  { 0  =  m \ . . . n k- i \ l n' ... (k  -  l ) " * “ 1 < { n - n k -  1)!2 .

A dem ás n k <  esto  im plica  que

n kk <  n  — 1 ,

(nfc — 1 ) k <  n  — 2 ,

2k  <  n  — (nfc — 1 ) ,  

k <  n  — nfc .

P or otro lado

F  (A) =  F  ( 0  n k \knk =  F  ( 0  (1 k)  (2 k ) ... (n kk )

<  {n - n k -  1 ) ! 2  (n  -  n k ) (n  -  ( nk -  1 ) ) . . .  (n -  1 ) 

=  (n — 1 )!2 .

Con esto hemos terminado la prueba del teorema.
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Eí
C o r o la r io  3 . Sea  {An } nGN una suces ión  ta l  que para  todo n  G N , An es una

p a r t ic ió n  de n  de tipo  3 , se t ien e  en tonces  que la suces ión  < ¿./V > diverge
L ) n£N

a infinito.
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