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RESUMEN. En este articulo probamos que no existe un N € N tal que todo
grupo finito puede ser embebido en GL¢ (N).
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ABsTRACT. In this paper we prove that there not exists N € N such that any
finite group can be embedded into GL¢ (N).
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1. Introducciéon: Definicion del problema

Notacién 1. Dado n € N, el simbolo S, denotard al grupo simétrico de
orden n, esto es, S, denotard al grupo de las permutaciones del conjunto

[n] :={1,...,n}.

Dado a un cardinal, diremos que G es un a-grupo si y solo si todo grupo H
de cardinal menor que « est4 embebido en G. El Teorema de Cayley [3] afirma
que, dado G un grupo finito, si (G| < n, entonces G estd inmerso en Sy, (en
simbolos G ¢ S,,), i. e. para todo n € N se tiene que S, es un n + 1-grupo.
Una pregunta natural es la siguiente: jexiste un grupo H tal que si G es finito,
G ¢ H? o, lo que es lo mismo, jexisten w-grupos?

Es facil dar una respuesta afirmativa a esta pregunta. Sea S, el grupo de
permutaciones del conjunto N, note que para todo n € N se tiene que S, < S,,.
Es claro que esto implica que S, es un w-grupo. Note por otro lado que S, no
es lo que podriamos llamar un grupo elemental, dado que, entre otras cosas,
sus elementos son objetos infinitos y su operacién as no computable. ;Existe un
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grupo elemental que sea un w-grupo? En este trabajo no intentaremos dar una
definicién de grupo elemental, a cambio consideraremos una clase de grupos a
la que hemos dado en llamar la clase de los grupos aritméticos. En el articulo se
prueba que no existen w-grupos aritméticos, siendo este el resultado principal
del presente escrito. Desde el punto de vista técnico la prueba se reduce a
probar que no existe un campo F y un ntmero natural &k tal que todo grupo
finito esté embebido en GLp (k). Para probar este resultado técnico, el primer
paso (seccion 2) consiste en probar que si existiera un campo F y un nimero
natural & tal que GLr (k) es un w-grupo, entonces GL¢ (k) también serfa un
w-grupo. El siguiente paso de nuestra prueba consiste en mostrar que no existe
k tal que GL¢ (k) es un w-grupo; para tal fin usaremos algunas herramientas
y conceptos de la teoria de representacion de grupos finitos, conceptos que
introduciremos en las secciones 3 y 4 de este articulo. La seccién 5 contiene el
argumento central de la prueba, quedando solo pendiente la verificacién de una
interesante desigualdad combinatoria, cuya demostracion es el contenido de la
seccion 6.

Creemos que una de las virtudes del escrito es la interesante combinacion de
todas las formas de lucha presente en el desarrollo de los argumentos. El lector
encontrard que para probar el resultado central del articulo hemos usado argu-
mentos propios de la teoria de modelos, el algebra lineal, la teoria de grupos, la
teoria de representacién de grupos finitos, la combinatoria y la computacion?.
Definicién 1. Un grupo G es un grupo aritmético si y solo si G pertenece a
alguna de las tres familias listadas a continuacidn:

1. {G: G c (V,+)}, donde (V,+) es el grupo aditivo de un espacio vectorial
finito dimensional.

2. {G:G C(F* x)}, donde F es un campo y (F*, x) denota el subgrupo
multiplicativo de F.

3. {G:G CGLp(k)}, donde k € N, F es un campo y GLy (k) es el grupo
lineal de las F-matrices invertibles de k x k.

Intuitivamente la clase de los grupos aritméticos es la clase de los grupos
concretos. Un grupo aritmético es un grupo cuyos elementos son arreglos (ob-
jetos) numéricos finitos y cuya operacion es una operacién algebraica natural,
(concreta, facil y computable).

1Para probar, en la seccién 6, la desigualdad combinatoria antes mencionada, nos vimos
forzados a realizar una dispendiosa verificacién computacional con la ayuda de un equipo de
computo, lo cual puede recordar a algunos la famasa prueba de Appell-Haken del teorema
de los cuatro colores; es importante anotar que nuestro resultado es muchisimo mas modes-
to. También es importante anotar que el grado de dependencia de nuestra prueba en estos
recursos computacionales es mucho menor que en el caso de Appell-Haken; esto convierte a
nuestra prueba (para mal) en un caso mucho menos espectacular de demostracién asistida
por computador, pero a su vez (para bien) en una prueba mucho menos polémica.
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EL TEOREMA DE CAYLEY REVISITADO 21

Comentario 1. Los grupos aritmélicos, tal como los hemos definido, corres-
ponden en gran medida a los grupos que pueden ser construidos usando las
operaciones de un campo. Los grupos de la primera familia son los grupos que
pueden ser construidos a partir de la suma de un campo, los grupos de la sequn-
da familia son los grupos definibles a partir de la multiplicacion de un campo,
y finalmente los grupos de la tercera familia son los grupos que pueden ser
definidos usando simultdneamente la suma y la multiplicacion de un campo.

Comentario 2. Note que S, es un Ry grupo, i.e. si G es un grupo enumerable,
entonces G < S,. Para verificar esta afirmacidn basta adaptar la prueba del
teorema de Cayley al caso de grupos enumerables. ;Es S,, un 280 grupo? Esta
pregunta es uno de los problemas consignados en el famoso Libro Escocés® [5].
Dada a € Sy, definimos sop(a) := {i € N: a (i) # i}. En [4] Kallman prucba
que si S5 = {a € S, : sop(a) es finito}, entonces g':j no estd embebido en S,
y esto claramente implica que S, no es un 2%° grupo. Adicionalmente Kallman
prueba que para todo n € N y para todo campo F, si |F| < 2%, entonces
GLp (k) < S,.

Problema 1. ;Ezisten w-grupos aritméticos?
2. Si existe un w-grupo aritmético, existe un w-grupo sobre los
complejos

En esta secciéon mostraremos que si existe un w-grupo aritmético, existe enton-
ces k € N tal que GL¢ (k) es un w-grupo.

Lema 1. Si G es un grupo perteneciente a alguna de las dos primeras familias,
en la definicién de grupo aritmético, G no es un w-grupo.

Demostracion. Note simplemente que todo grupo perteneciente a alguna de
las dos primeras familias es abeliano. Dado que tode subgrupo de un grupo
abeliano es abeliano, ningin grupo abeliano puede ser un w-grupo.

Lema 2. Si G C GLy (k) y F es un campo finito, G no es w-grupo.

Demostracion. Note simplemente que en este caso G es finito y que todo w-
grupo es infinito.

Comentario 3. Note que si G C H y G es un w-grupo entonces H es un
w-grupo.

En lo que sigue probaremos que, si F es un campo de caracteristica p # 0 y

k € N, entonces GLy (k) no es un w-grupo.
2El Libro Escocés es un famoso libro en el que se consignaron las conjeturas y problemas
propuestos por un nutrido grupo de matematicos polacos (entre otros Banach, Mazur, Ulam

y Kac), que solian reunirse, a lo largo de la década de los 30, a hablar de Matematicas en un
café de Lwov (hoy en dfa Lviv, en Ucrania) llamado El Café Escocés.

Revista Colombiana de Matemaéticas



22 J. ANDRES MONTOYA

Lema 3. Dados k € N, F un campo de caracteristica p # 0, x ¢ F y A €
GLy (k), se tiene que (A + zI)? = AP + zPI.

Demostracion. Note que (A + zI)P = AP + 27T + Y071 () A'zP~*. Note tam-

bién que, para todo ¢ € {1,...,p—1}, el nimero combinatorio (¥) es di-
visible por p. Lo anterior implica que 37! (f)AizP~* = 0 y por lo tanto
(A4 zI)? = AP + 2P]. o]

Definicién 2. Sea M una mairiz de n X n con entradas en algin campo F.

1. o(M) = min;en []Wi = I]; en caso de no ezistir un tal i diremos que
o(M), el orden de M, es igual a co.

2. v(M) = mingen [M*=0]; en caso de no ezistir un tal i diremos que
v (M), la nulidad de M, es igual a oo.

Lema 4. _Sea F un campo de caracteristica p # 0 y sea M € GLy (k) tal que
o(M) =p*, existe N € GLf (k) tal que p~! < v (N) < p'.

Demostracion. Note primero que MP =] ¥y que por consiguiente (M — I)p‘ =

MP —T =0.Sca N = M —1I, tenemos que N?'~" = (M — I)p!_1 =MPT T #
0. Por lo tanto p'~! < v (N) < p. o]

A continuaciéon probaremos que si F es un campo de caracteristica p # 0,
ningtin grupo de la forma GLy (k) es un w-grupo.

Sea. M una matriz de n x n con entradas en un campo F.

Proposiciéon 1. Dado i € N, si F* 3 ker (M*?) = ker (M*+!), entonces
v(M) = oo.

Demostracion. Probaremos que ker (M*+!) = ker (M*+2).

Sea v € F™ — ker (M**1), suponga que M**2y = 0; esto implica que Mv €
ker (M#*+1), pero como ker (M*) = ker (M**!) tenemos que Mv € ker (M?)
y por consiguiente v € ker (M**1), lo cual es una contradiccién, por lo tanto
ker (M**1) = ker (M*+2).

Para el lector debe ser claro que podemos insertar el argumento anterior
dentro de un argumento inductivo para obtener una prueba del teorema.

De la proposicion podemos obtener, de manera inmediata, la siguiente pro-
posicién:
Corolario 1. Dado k € N existe N € N tal que si M € GLg (k), entonces ¢
v(M)=o00 du(M)<N.
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Demostracién. Suponga que para todo N € N existe una matriz M € GLp (k)
tal que N < v (M) £ co. En particular existe Ny € GLr (k) tal que k +
1 < v(Np) £ o0. Sea i = v(Ng), note que {0} € ker(N) & ker (N?} C
... C ker (N**1). Es claro que esto altimo es imposible dado que cada uno de
los espacios vectoriales ker (V), ker (N?) , ..., ker (N¥*1) es un subespacio del

espacio F¥, el cual tiene dimension k.

Ahora bien, dado p un primo ydadoi € N, el simbolo Z,: denotara el grupo
multiplicativo ciclico de orden p*.

Teorema 1. Si F es un campo de caracteristica p # 0 y k € N, el grupo
GLy (k) no es un w-grupo.

Demostracion. Suponga que F es un campo de caracteristica p # 0 y que
GLr (k) es un w-grupo. Dado 7 € N, tenemos que Zyi+1 < GLr (k). Esto
implica que existe M; € GLy (k) tal que o (M;) = p'*!, pero esto implica a su
vez la existencia de una matriz N; € GLy (k) tal que p* < v(N;) < ptl, lo
cual claramente contradice el corolario anterior.

De lo probado hasta el momento tenemos que si existe un w-grupo aritmé-
tico, existe entonces F, un campo de caracteristica cero, tal que GLg (k) es un
w-grupo.

Dado IF un campo, usaremos el simbolo F para denotar la clausura algebraica
de F.

Lema 5. Si G C GLr (k) es un w-grupo, entonces GLg (k) es un w-grupo.

Demostracion. Note que para todo campo F se tiene que GLr (k) C GL;g (k)-
o

El lema implica que si existe un w-grupo aritmético, existe entonces F, un
campo algebraicamente cerrado de caracteristica cero, tal que para algin k > 1
se tiene que G Ly (k) es un w-grupo.

Proposicion 2. Suponga que existen F, un campo algebraicamente cerrado de
caracteristica cero, y k € N tales que GLr (k) es un w-grupo. En este caso
GLc (k) también es un w-grupo.

Demostracion. Dado G un grupo finito y dado & € N, existe una sentencia
de primer orden g x tal que para todo F, campo algebraicamente cerrado de

caracteristica cero, se tiene lo siguiente:

F E g« siy solosi G es un subgrupo de GLr (k).
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24 J. ANDRES MONTOYA

Dado que la teoria de campos algebraicamente cerrados de caracteristica
cero es completa [2], se tiene que: dados IF, un campo algebraicamente cerrado
de caracteristica cero, k € Ny G un grupo finito

FEg,ksiysolosiCEyg.

Por lo tanto, para todo F y para todo k € N, el grupo GLf (k) es un w-grupo
si y solo si GL¢ (k) es un w-grupo. o

Finalmente podemos enunciar el teorema principal de esta seccién, cuya
prueba es una consecuencia inmediata de todo lo anterior.

Teorema 2. Si existe un w-grupo aritmético, existe entonces k € N tal que
GL¢ (k) es un w-grupo.

El teorema anterior nos permite reformular nuestro problema de la siguiente
manera:

Problema 2. ;FEuziste k € N tal que GLc (k) es un w-grupo? o, lo que es lo
mismo, sezxiste k € N tal que para todo n € N, se tiene que S, < GL¢ (k)?

Dado G un grupo finito, es facil ver que G < GL¢ (|G). Sea {ey : g € G}
una base de C/¢!; dado g € G, tenemos que Ty es la transformacion lineal de
C!Sl en CI€l definida por

T, (Z xheh> = Z Znegh -

heG heG
Es fécil verificar que la funcién regg : G — Endc (C!¢1) definida por

regg (9) =Ty,

es un homomorfismo inyectivo.

El problema con la familia de embebimientos {regs : G es un grupo finito}
es que la dimensién del espacio de llegada crece linealmente con el tamanoc
de G. La pregunta es si podemos poner freno a este crecimiento en la dimen-
si6n y embeber todo grupo finito en un Gnico grupo de la forma Endc (V) ~
GL¢ (dim (V)) (con V un espacio vectorial complejo finito dimensional).

Definicién 3. 1. Dado G un grupo finito, una representacion de G es un
homomorfismo p : G — Endc (V), donde V' es un vectorial complejo
finito dimensional.

2. Dada p : G — Endc (V) una representacion de G, la dimensidn de p es
igual a dim (V).
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EL TEOREMA DE CAYLEY REVISITADO 25
3. Una representacidn p: G — Endg (V) es cierta st y solo si p es inyectiva.

Ejemplo 1. Dado G un grupo finito, regg; (g) es una representacion cierta de
G de dimension |G|.

Permitannos reformular una vez mas ¢l problema que consideramos en este
escrito.

Problema 3. ;Eziste N € N tal que todo grupo finito tiene una representacion
cierta de dimensidn a lo mds N ?

3. Representaciones lineales

En esta breve seccién introduciremos los conceptos fundamentales de la teoria
de representaciones lineales de grupos finitos. Adicionalmente enunciaremos
uno de los teoremas fundamentales de la teoria, el teorema de Maschke. Para
mayor informacién el lector puede consultar [1].

Definicion 4. 1. Dadas p1 : G — Endc (V) y po : G — Endc (W) dos
representaciones de G, un morfismo de p; en pa es una transformacion
lineal T : V — W tal que poT = Tp;.

2. Dadas p1 : G — Endc (V) y p2 : G — Endc (W) dos representaciones
de G, diremos que py y pa son representaciones equivalentes si y solo si
existe un isomorfismo lineal T : V — W tal que poT = T'py.

3. Dadas py : G — Endc (V) y p2: G — Endc (W), la suma directa de p1 y
p2, que denotaremos py @ po, es la representacion de G en V & W dada
por

(pr®p2)g=p1(g)+p2(g)-

4. Dada p : G — Endg (V) una representacion y dado W C V tal que, para
todo g € G, p(g) (W) C W, diremos que p [w es una subrepresentacion
de G.

5. Una representacion p : G — Endc (V) es irreducible si y solo si p no
contiene subrepresentaciones propias.

Uno de los teoremas fundamentales de la teoria de representaciones de gru-
pos finitos es el teorema que enunciamos a continuacién

Teorema 3 (Teorema de Maschke). Toda representacion de G es una suma
directa de representaciones irreducibles.

Para una prueba el lector puede consultar {1]. Note que si p es reducible y p
es igual a @D p;, entonces para todo ¢ < s, dim(p) > dim(p;). Ahora, como

i<s
lo que buscamos estudiar son las representaciones ciertas de G de la menor
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26 J. ANDRES MONTOYA

dimension posible, podemos y debemos concentrar nuestra atencion en las re-
presentaciones irreducibles de G; esto nos permite reformular nuestro problema
una vez mas.

Problema 4. ;Eziste N € N tal que para todo n € N, el grupo S, tiene una
representacion cierta irreducible de dimensidn a lo mds N ?

Este problema, tal como lo acabamos de formular, es el problema que tra-
taremos en lo que queda del escrito.

4. Representaciones irreducibles de S,

El propdsito de esta seccién es esbozar la teoria de las representaciones lineales
de los grupos simétricos y enunciar los resultados fundamentales concernientes
a las representaciones irreducibles de tales grupos.

Dadas a, 3 € S,, diremos que a y 3 son conjugadas, (usaremos la notacion

a ~ 3 para indicar que o y [ son conjugadas), si y solo si existe n € S, tal

que @ = nfBn~!. Usaremos el simbolo [a] para denotar la clase de a, donde

la clase de o es el conjunto {3 € S, : & ~ }. Recuerde que dada a € S, la

permutaciéon a es igual a un producto de ciclos disyuntos [3]. Sean ¢y, ..., cpm
ciclos disyuntos en S, y tales que

1. a=c0---0¢y,.
2. ley| = -+ 2 |em| 2 1, donde |¢;| denota la longitud de c;.
.n=le|+-+]cm|

Definicion 5. La estructura de ciclos de a es el vector (|ci],...,|cm|)-

Teorema 4. Dadas o, 3 € Sy, tenemos que a ~ 3 si y solo si a y B tiene la
misma estructura de ciclos.

Para una prueba el lector puede consultar [3].

Note que existe una biyeccién entre las clases de conjugacién de S, los
tipos de estructuras de ciclos de permutaciones en S, y las particiones de n,
donde una particidn de n es un vector de enteros positivos (ny, ..., n.,) tal que

l.ny>---2n,>1.

2. n=n1+- -+ nm.

Dada A = (ni,...,n,) una particién de n, la tabla de Young de A es el
arreglo 7, definido por
ny+1 S e e
E nj +1 ... n
j<m—1
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Sea A una particién de n y sean Cr, y Fr, los subgrupos de .5, definidos
por:
Cr, = {w€ S,:adejainvariantes las columnas de 7} .

Fr, = {a€S,:adejainvariantes las filas de 7,} .

Note que Crz, N Fr, = {e} y note que esto implica que |Cr, Fr,| = |Cr | |Fr1, .
Dada A una particién de n y 7, su tabla de Young, wy el simetrizador de
Young asociado a A es igual a

Z sign (p) regg (pq) -

p€CT, , gEFT,

Dado V), = Im (w,), la representacién de Young asociada a A es la repre-
sentacién py : S, — Endc (V) definida por:

Para todo g € S,, pa(9) :=regs, (g)wa v, -

Comentario 4. El dlgebra de Frobenius C[S,] es el digebra {C"!, +, x}, donde
+ es la suma vectorial en C" y x es la operacién de multiplicacion definida
como sigue: dados v =3 g v{o)a yw =3 s w(a)a dos elementos de
C[Sn], el producto de v y w, que denotaremos v X w, es igual a }_ s s(a)a,

donde s(a) = Y pes, v(B)w (87 a).

A continuacién enunciaremos el teorema fundamental de la teorfa de re-
presentaciones lineales de grupos simétricos. A este teorema lo llamaremos el
Teorema de Frobenius en honor al precursor de la teoria. Para mas informacién
el lector interesado puede consultar [1].

Teorema 5 (Teorema de Frobenius). Dado n € N se tiene lo siguiente:

1. El nimero de representaciones irreducibles de S,, no equivalentes es igual
al nimero de particiones de n.

2. Dada ) una particion de n, la representacion py es irreducible.

3. Dadas )\ y p dos particiones diferentes de n, las representaciones py y p,,
son no equivalentes.

4. dim(py) = (Jxx—tz!fﬁe_)’ donde wy, es la representacion dada por

> sign(p)regs, (pa) ;

p€CT,, 9€FT,

el stmbolo x denota la operacion de multiplicacion en el dlgebra de Fro-
benius C[S,] y dado ¢ € C[S,], el simbolo ¢ (e) denota el coeficiente de
¢ asociado a e.

Revista Colombiana de Matematicas
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5. No existen w-grupos aritméticos

En esta, la seccién principal del articulo, mostraremos que no existen w-grupos
aritméticos. Una manera de interpretar este resultado es la siguiente: no existe
un grupo elemental en el cual pueda ser embebido todo grupo finito. Tal inter-
pretacion resulta de identificar la no definida nocién de grupo elemental con
la nocién de grupo aritmético. Tal identificacion no es del todo descabellada
dado que la clase de los grupos aritméticos es igual a la clase de lo que po-
driamos llamar los grupos concretos o numéricos, grupos cuyos elementos son
objetos numéricos (elementos de un campo numérico) y cuyas operaciones son
operaciones algebraicas naturales.

Lo que mostraremos en esta seccion del articulo es que, si {pn},cy s una
sucesion de representaciones tal que para todo n € N se tiene que p, es una

representacion cierta irreducible de Sy, entonces la sucesion {dim (p,)},, ¢y di-
verge a infinito. Note que esto claramente implica la no existencia de w-grupos
aritméticos.

Dada p: S,, — Endc (V) una representacion, p es un homomorfismo y por
lo tanto ker (p) es un subgrupo normal de S,,. Es bien sabido que si n es mayor
o igual que 5 los unicos subgrupos normales de S, -son S,, A4, y {e}, (para
.mayor informacién el lector puede consultar [3]). Esto nos permite clasificar las
representaciones irreducibles de S,, (con n > 5), en tres grupos, a saber:

1. pes de tipo 1 si y solo si ker (p) = Sn.
2. p es de tipo 2 si y solo si ker (p) = A,.

3. p es de tipo 3 si y solo si ker (p) = {e}.

Note que existe una tinica representacion irreducible de tipo 1 (médulo isomor-
fismo), siendo esta la representacion pg : S, — Endc (C) = C dada por: para
todo o« € S,

po(a)=1. ‘
Note también que existe una tinica representacién irreducible de tipo 2 (médulo
isomorfismo}, siendo esta la representacion p; : S, — End¢ (C) = C dada por:
para todo a € S,

(@) = 1 siacA,,
P = “1siad An.

Note finalmente que las representaciones de tipo 3 son precisamente las repre-
sentaciones irreducibles ciertas que deseamos estudiar.

Por otro lado podemos clasificar las particiones de n en tres grupos de la
siguiente manera:

1. (1,1,...;1) es la dnica particion de tipo 1.
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2. (n) cs la nica particién de tipo 2.
3. Toda otra particién es una particién de tipo 3.

Comentario 5. Note que las particiones de tipo 3 son precisamente aquellas
particiones cuyas tablas de Young conticnen al menos dos filas y al menos dos
columnas.

Recuerde que existe una correspondencia biunivoca entre las representaciones
irreducibles de S,, y las particiones de n. Es facil verificar que la particion
(1,1,...,1) corresponde a la representacion pp, i.e. si (1,1,...,1) = A, enton-
ces px = po- También es facil verificar que la particién (n) corresponde a la
representacién p;. Finalmente tenemos que las particiones de tipo 3 correspon-
den a las representaciones irreducibles de tipo 3, i.e. dada p una representacion

irreducible cierta, existe A una particion de tipo 3 tal que py = p.
Recuerde que dim (py)) = m Lo que probaremos es que si {p,}
es una sucesion de representaciones irreducibles primitivas, (para todo n > 5, p,,

es una representacion de S,,) y {An},,55 €s la sucesion de particiones asociada,

n>5

[ !
entonces { @ X))

haremos a continuacién es estimar la cantidad (wy x wy) (e).

} es una sucesion que diverge a infinito. Lo que
n>5

Lema 6. (wx x wy)(e) <|Cr,||Frl.

Demostracion. Recuerde que wy es igual a Zpecn, g€Fr, sign (p) regg, (pq),
por lo tanto wy X wy es igual a

> sign (pp*) regs,, (pgpq") -
pp*€Ct,, q.9"€FT,

Sea A = {(p,q,p*,q¢") : p,p" €Cr1,3q,4" € Fr, y pgp*q* = e}, note que
(Wa X W) (€) = X qp+.q)ca SigN (PP*). Por otro lado, dado que Cr; N Fr, =
{e}, tenemos que dados p € C7, ¥ q € Fr, el conjunto

{(p*,q") € C1, x Fr, : pgp*q* = e}

tiene tamafio a lo mas uno. Tenemos entonces que (wy x wy)(e) £ |4] £
|Cr [ |Fr . i)
Lema 7. Dada A = (ng,...,n,) una particion de n, se tiene que |Fr,| =
[1 ni!

i<m

Demostracion. Dadas Fi,..., F,,; las filas de la tabla de Young de )\, se tiene
que Fr, esigual a Sp, X -+ x Sp,,, por lo tanto |Fr,| = |Sp, X --- x Sk, | =
IT ISkl = [T ni!

i<m i<m
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Dada A = (ny,...,7n,y,) una particion de n, la tabla de Young de X posee n,
columnas Ci,...,Ch, que satisfacen lo siguiente:

LGz 2|Cp 2 1.
2. n:zisnl lC,,l

Esto es, (JCi],.-.,|Cr,|) también es una particién de n que llamaremos la
particién dual de A y que denotaremos con el simbolo A*. Note que Cr, es
isomorfo a F7,.. Lo anterior implica que

ICr) = [] Ical!

i<ny

Dada A = (ny,...,ny,) una particién, el simbolo f()\) denotara la cantidad

[T ni! y el simbolo F (A) denotara la cantidad f (A\) f (A*). Si ponemos todas

i<m

las piezas juntas obtenemos el siguiente lema.

Lema 8. Dado n € N y dada A\ una particion de n,.se tiene que |Cq, | |Fr,| =
CF ().

Tenemos entonces que para toda particién A, se tiene lo siguiente:

n! n!

(o) = X o) @) S F Y

Recuerde que el principal objetivo de este escrito consiste en probar que no
existen w-grupos aritméticos y que para ello es suficiente probar que no existe
k € N tal que todo grupo simétrico puede ser embebido en GLc¢ (k). Para
probar esto altimo basta con probar el teorema combinatorio que enunciamos
a continuacién y cuya prueba pospondremos hasta la dltima seccién de este
articulo.

Teorema 6. Sea {\n},cy una sucesion tal que, para todo n € N, X\, es una

particion de n de tipo 3, se tiene entonces que la sucesion {an‘! j} . diverge
An) Jne

a infinito.

Corolario 2. Sea {pn},cy una sucesion tal que, para todo n € N, p,, es una
representacion cierta de Sy, se tiene entonces que la sucesion {dim (pn)}, cn
diverge a infinito.

Demostracién. Dada {p,t}nEN nuestra sucesion, existe una sucesion {/?n}neN de
representaciones ciertas irreducibles y tales que, para todo n € N, dim (p}}) <

dim (p,). Paratodo n > 5, la representacion p?, es de tipo 3 y por lo tanto, la
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particion A, asociada a p} es una particién de tipo 3. Tenemos entonces que

paratodon > 5
I

F(An)
Finalmente tenemos que la sucesion {dim (p,)},, <y diverge a infinito dado que

dim (o) > dim (p}) >

asi lo hace la sucesiéon {#')} N 4]

Del corolario anterior podemos obtener facilmente la prueba del siguiente

teorema, el cual es de por si el teorema central de este escrito.

Teorema 7. No existen w-grupos aritméticos.

6. Una desigualdad combinatoria

En lo que sigue probaremos que si {A,},, ¢y €s una sucesion tal que, para todo
n € N, la particién A, (particion de n) es de tipo 3, entonces la sucesion
FT"\'—)} o diverge a infinito.

\vn ne

Lo que probaremos es que si A es una particién de tipo 3 de n > 16, entonces
F (X) < (n —1)!2. Esto implica que si {\,},y s una sucesion de particiones,
tal que para todo n € N, A, es una particion de n de tipo 3, entonces la sucesion
{}% }11216 esta acotada inferiormente por la sucesion {%}n216 que diverge
a infinito.
Comentario 6. Si A = (n,...,nn,) es una particion de n se tiene lo siguiente:

/ \

F(\) = (ignni!) (ignim) .

AY

Para empezar consideraremos las sucesiones A de tipo 3 que constan de dos
sumandos distintos, de ellas probaremos que satisfacen la desigualdad F () <
(n—1)12.

Lema 9. Dada )\ = (m, k) una particion de n > 16, con m 2 k, se tiene que

F\) <(n-12.

Demostracién. Note que F (\) = m!k!2* y que k < n=1. Esto implica que
dk<m+k-1, 2(k-1)<m+k—2 ,..., 2-2<m+1.

Tenemos entonces que

F()

m!(2)(2-2)(2-3)---(2- k)
mi(2y(m+1)(m+2)---(m+k—1)
(n—1)12.

IA

]

of
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A continuacién probaremos que si n = mk > 16, con m, k > 2, entonces la
particion p = (m,...,m) satisface la desigualdad F (u) < (n — 1)12.
Lema 10. Dada p = (m,...,m) particion den = mk (conm,k > 2 yn > 16),
se tiene que F (u) < (n—1)12.

Demostracion. Note primero que F (i) = (m!)k (k!Y™. Probaremos por induc-

cion sobre k que
(m)* (k)™ < (km —1)12.

1. Caso k = 2. Note (iue
m)22m=1.2.....m-2(1)-2(2)-...-2(1)-...-2(m).

Note que para todo i < m — 1, se tiene que 2 (i) < m + i — 1; tenemos
entonces que

2(2)2<m+1,
dado que m + 1 > 7 > 8. Adicionalmente tenemos que

2(m—-1) < 2m-2,.
2(m) < 2(2m-1).

Por lo tanto

mh)?2™ = 1.2....-m-2(1)-2(2)-...-2(3)-...-2(m)
< l-...omom+4+l-...oom+i-. . 2m—-2-2(2m - 1)
= (2m—1)!2.
2. (Hipétesis de induccién) Supondremos para todo k < 4, que (m!)k (RY™ <
(mk - 1)12.
3. (Caso k =i + 1) Tenemos que
m)™ (G + 1™ = (ml) @)™ (m) (G + 1)

< 2((mi— 1)) (mi)(mi+1)---(m(@i+1)~1).

Lo que debemos verificar para terminar la prueba es que:
(mHYE+)" < (mi)(mi+1)---(m@GE+1)-1). (Ec. 1)
Note que
mHGE+)" =G+ Q2GE+1D))---(m(i+1)).

Es claro que, si I < m — 1, entonces (i+ 1)l £ mi + ! — 1. Es facil
verificar que esto implica la desigualdad (Ec. 1), dado que si (e1,-..,am)
y (b1,...,bn) son dos sucesiones finitas crecientes de nimeros naturales

que satisfacen:
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» a; S b, paratodoi <m—1.
» a,, =b,+ 1.

entonces [[ a; < [] b:. o
i<m i<m

Teorema 8. Dada )\ una particion de n, (conn > 16), si A es de tipo 3, se

tiene entonces que F (A) < 2(n —1!).

Demostracidn. La prueba es por induccién sobre n.

1. (n = 16,17,...,23) La verificacién es engorrosa dado el gran nimero de
particiones de 16,17,...,22 y 23; atn asi es posible verificar computa-
cionalmente que si A es una particién de n € {16,17,...,23}, de tipo 3,
entonces F (A) < (n — 1)12. (El autor realizo tal verificaciéon usando su
computador personal y un algoritmo elemental que lista todas las parti-
ciones en cuestién y realiza la verificacion aritmética correspondiente).

2. (Hip6tesis de induccion) Supondremos que para todon,si23 <n <i-1
y A es una particién de n de tipo 3, entonces F'(A) < (n — 1)!2.

3. (n=12>24) Sea A = (ny,...,n,) una particion de n de tipo 3, si k = 2
el primer lema de esta seccién asegura que F' (A) < (n — 1)!2. Por otro

lado, si n; = ny = --- = ng, el segundo lema de esta seccion garantiza
que F () < (n— 1)!2. Supondremos entonces que k > 3 y que ng § 7.
Considere & = (nj,...,nk-1), note que £ es una particion de n — ny

de tipo 3; note también que n — n; > 16. De la hipétesis de induccion
tenemos que

F(€) = mlonpo 1™ (k= 1™ < (n - ny, — 1)12.

T

Ademas ny, < ;1 , esto implica que

nk < n-—1,

(nk—1)k < n-2
2k < n—(nk—l),

k< n—ng.

Por otro lado

F(A)

F (&) np!k™ = F (§) (1k) (2K) -.. (k)
(n—npg-D2m—-—ng)(n— (ng —1))...(n—1)
(n—1)12.

IA

Con esto hemos terminado la prueba del teorema.
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of

Corolario 3. Sea {An},cy una sucesion tal que para todo n € N, A, es una
particion de n de tipo 3, se tiene entonces que la sucesion {—%} N diverge
FlAn ne

a infinito.
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