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1. In troducción

Un ultralimite de una estructura A  es una estructura de la forma

lím{^4n : n G w),

en donde Ao = A, y A n+i es una ultrapotencia de A n• En 1961 Simon Ko­
chen demostró el teorema de ultralimites: dos estructuras son elementalmente
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116 ANDRÉS FORERO CUERVO

equivalentes si y sólo si poseen ultralimites isomorfos ([5]). En 1971, Saharon 
Shelah demostró un teorema análogo para ultrapotencias ([6]), que implica el 
teorema de ultralimites (puesto que toda ultrapotencia de una estructura es 
isomorfa a un ultralimite de la misma).

El objetivo principal de este artículo es proveer una demostración alter­
nativa del teorema de ultralimites. Este artículo se divide en tres partes: en 
la primera se definen los haces de estructuras, su semántica y sus modelos 
genéricos, estableciendo un teorema análogo al teorema de ultralimites para 
modelos genéricos. En la segunda parte se estudian ciertos aspectos concretos 
relacionados con isomorfía parcial y finitaria, que permiten transformar la equi­
valencia elemental entre estructuras en isomorfía parcial entre ultrapotencias 
de las primeras. En la última parte se demuestra el teorema de ultralimites.

2. Haces de e s tru c tu ras  y m odelos genéricos

En esta sección se introducen definiciones y resultados básicos relativos a la lla­
mada lógica de haces topológicos de estructuras, las cuales pueden encontrarse 
en el trabajo seminal de Xavier Caicedo Lógica sobre los haces de estructuras 
([2]). Se recomienda al lector consultar este trabajo para familiarizarse con las 
nociones básicas de la lógica de haces y su conexión con la semántica de Kripke.

Definición 2.1 (Haz de e s tru c tu ras). Un haz de L-estructuras A  sobre 
un espacio topològico X  consiste en un par (E ,p ) tal que E  es un espacio 
topològico y p : E  —» X  es un homeomorfismo local y una familia de L- 
estructuras (Ax)x&x que cumplen con las siguientes condiciones:

1. Para todo x E X , A x = (Ex,cx ,Fx,R x) es una estructura con universo 
Ex =  P~1({z})*1

2. Para cada símbolo de constante c, y para cada x  € X , p(cx) =  x. Además 
la función X  —» E  dada por x cx es continua.

3. Para cada símbolo de función n-aria /, la función f A =  Uf x : UEx —> E  
es continua.

4. Para cada símbolo de relación n-aria R, RA =  URX es abierto en UXEX.

Una sección de A  es una función continua a : U —► E  (con U E Ab(X )) tal 
que p o a = Id u . Dado U € Ab(X), sea A(U) el conjunto de secciones del haz 
(E,p ) con dominio U, y sea Sec(.4) el conjunto de todas las secciones de A.

Definición 2.2. Dado un haz de estructuras A , se define la función

t A ( G U . . . , a n )  : U  ->  £ ,

en donde t  (xi , . . . ,  x„) es un término y a i , . . . ,  an secciones con U  C Dom(<Ji)fl
• • • fl Dom((7n):

1Si Ex e s  v a c ía , Ax será  u n a  e s tru c tu r a  v ac ía .
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■ xA(cr) =  cr, =  c4.

■ Si t\  (x i , . . . ,  xn) , t m (x i , . . . ,  xn) son L-términos y /  es un símbolo 
de función de aridad m, r  =  . . .  ,crn) es la función dada por

r(x) =  f A ( t f  (<ti , . . . , a n) ( x ) , . . . , t A (<ri,...,<7„)(a:)) .

Gracias a la continuidad de J-4 y a un argumento inductivo, las funciones 
tA ( a i , . . .  ,a n) son secciones de A.

A continuación se define el forzamiento local y puntual en haces:

Definición 2.3. Sea A  un haz de estructuras sobre X. Se define inductivamen­
te la relación “A  fuerza 0 en U para las secciones cri, . . . ,  an” (con U G Ab(X) 
y U C n Dom(cr¿)), y se denota por A  ll-£/

■ A I\~u (¿i =  ¿2) [tf] si y sólo si tA(a) f U =  tA(a) f U.

■ A I\~u R { t i , . . .  , t m)\ü] si y sólo si ( t f  (o), . . .  , t A {a)) , [U] C R A.

■ A  If-f/ (<j> A si y si A  \\~u <p[a\ y A  Ihj7

■ .4 Ihf/ (cf) V -0)[ct] si y sólo si existen Ui, U2 abiertos en U tales que U =  
Ui U U2, A  Ihf/j <f)\a) y A  \\~u2 i ’P]-

■ A  \\~u -10[ó:] si y sólo si para cada abierto W  en U, si W  0  entonces 
A

■ A  I\~u ((j) —> ip)\?\ si y sólo si para todo abierto W  en U, A  IKw <£[a] 
implica A  ll“w

■ A  II~u 4>[v,cr] si y sólo si existe un recubrimiento de abiertos {Ui] de 
U y secciones Tí € A(Ui) tales que para todo i, A  lhc/< <r].

■ .4 \\~u 'iv <f>[v,a] si y sólo si para todo abierto W  de U y para toda sección 
r  definida en W, A  Ihvv 0[t,<t].

Definición 2.4. Sea A  un haz de estructuras sobre X .  Se define inductiva­
mente la relación “A  fuerza <f> en x para las secciones 01, . . . ,  crn” (x € X ), y  se 
denota II~x<f>[cf], de la siguiente forma:

■ A  H-x (íi =  t2)^ \  si y sólo si tA(a)(x) =  tA(á)(x).

■ A  lhx R (t i , . . . ,  tm)[a] si y sólo si (tA (a)(x), . . . , í^(a)(ar)) e R A.

■ A  \\-x (<f> A ip)^] si y sólo si A  \\~x (f>[cr\ y  A  \\~x

■ A  Ihr [<t> V ip)[&] si y sólo si A  \\~x <f>[cr\ o A  \\~x
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■ A  \\~x si y sólo si existe U G Ab(x) tal que para todo y € U, 
AWy

* A  lf~x (0 V,)[ó:] si y sólo si existe U G Ab(x) tal que para todo y G U, 
A  IHy <f)[crl implica A  IFy ip[cf]-

m A  ll-x 3v : (f>[v,a] si y sólo si existe una sección r  que contiene a x  en su 
dominio tal que A  lhx 0[r, Zr].

■ A  \\-x Vt> : (f>[v, a] si y sólo si existe U G Ab(x) tal que para todo y G U y 
para toda sección r  que contenga a 1/ en su dominio, A  H~y 0[t,<j].

La “compatibilidad” entre las anteriores nociones de forzamiento se puede 
enunciar así:

Teorem a 2.5. Para un haz A  de estructuras sobre X ,  secciones <7 1 , . . . , crn, 
un abierto U en X  y una fórmula (f>,

A  \\~u (f)[a(x)] si y sólo si para todo y G Í7, A  H~y <¡>\a{x)].

Prueba. Véase [2]. 2Í

Un filtro de abiertos G sobre un espacio topològico X  es un filtro G sobre 
X  tal que cada U G G es abierto en X.

Definición 2.6 (F iltro  genérico). Dado un haz de estructuras A  sobre X  
y un filtro G de abiertos sobre X ,  se dice que G es genérico para A  si dados 
U G G, fórmulas (¡>,ipy secciones cr\ , . . . ,  an cuyos dominios contienen a W  G G, 
se tiene:

1. Existe V  G G tal que V  C n ”=1Dom((7¿) y A  Ibv o A  ll-y

2. Si A  Iby 3ip[v, a], existen W  G G y r  G A (V  fi W ) tales que A  ll"vnw

Teorem a 2.7. Sea G un filtro de abiertos sobre X .  Entonces G es maximal si 
y sólo si para todo haz de estructuras A  sobre X ,  G es genérico para A.

Prueba. Véase [2]. 2Í

Sea A  un haz de estructuras sobre X  y G un filtro de abiertos sobre X ,  se 
define la relación de equivalencia sobre el conjunto Sec(^4) así:

<7 ~ G t  si y sólo si existe W  G G tal que a\W = t\W.

Se define la estructura A[G\ como sigue:
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■ El universo de A[G] es el conjunto Sec(^4)/ ~ g= {Wg : cr € Sec(.4)}.2

■ Si c es un símbolo de constante, 1 =  [(cx)xgx]g -

■ Si /  es un símbolo de función de aridad n, / ^ ^ ( b ’ilc» • • • > [^uIg) se 
define como:

[ fA {<ri ,- - . ,^ n ) ]G = [{f9{<7i(9),---,<rn{9)))geu o ,

con U =  fl Dom(cTi).

■ Si i? es un símbolo de relación de aridad n, ([cri],. . . ,  [crn]) € R A^  si y 
sólo si existe W  € G tal que (<7i,. . . , <?n)\W] ^ RA-

Es fácil verificar la buena definición de y  R A^ .  Si G es un filtro
genérico para A , la estructura A[G] es llamada un modelo genérico.

Definición 2.8 (In terp re tac ión  de Godel). La interpretación de Gódel de 
una fórmula </> de primer orden es la fórmula <f)Gd definida así:

Para 0 atómica, (¡Pd es 

((f> A tp)Gd es (¡)Gd A tpGd.

(<f> V ip)Gd es -i [p(j>Gd A -ii¡)Gd).

(0 —> ,t¡))Gd es -> (<f>Gd A —>ipGd).

(‘~'4>)Gd es ~'<t>Gd.

(yx(f>)Gd es Vx {(¡>Gd).

(3x<fi)Gd es -A/x (■-i(¡>Gd).

El siguiente teorema es el equivalente al teorema de Los para el caso de 
modelos genéricos en vez de ultraproductos (y filtros de abiertos en vez de 
filtros), que caracteriza la validez de fórmulas en un modelo genérico:

Teorem a 2.9 (Teorem a del m odelo genérico). Sea A  un haz de estructu­
ras sobre X ,  sea G un filtro de abiertos sobre X ,  genérico para A  y a i , . . . , a n 
secciones. Entonces para toda fórmula <f>, las siguientes afirmaciones son equi­
valentes:

1. A[G¡ j= 4> [[<ti]g , . . . ,  [an]G].

2. Existe W  £ G tal que A  Ihw (f>Gd [ í̂» • • • > °n]*

2En ocasiones, si G  es claro en el contexto, [cr]c se denota por [cr].
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120 A N D R É S FO RER O  CUERVO

3. |x  G X  : A  ll^ [cri, . . . ,  0Yi]} G G.

Prueba. Véase [4]. EÍ

Sea (/, <) un orden parcial. Se dice que E  C I  es hereditario si dados g & E  
y h £ I, si g < h entonces h G. E. La topología natural de /  está dada por

^46(7) =  {S  C /  : S  es hereditario}.

Dado S C I , sea [5 ) =  {/i G /  : existe <7 € 5 tal que <7 < h}. Dado un modelo 
de Kripke3 K  en lógica de primer orden, digamos

k  = ( ( i ,< ) , (K i ) i e I ,(f¡j)i¡ie, ,<<,),

K  está asociado de forma natural con un haz de estructuras 

H ( K )  =  ( ( E , p ) , I , (  K i ) ^ )  

sobre I  (con su topología natural), definido de la siguiente manera:

1. E  = UK{ (se toma la unión disjunta), con la topología generada por 
las tupias coherentes sobre abiertos, esto es, tupias de la forma (e¿)iGt/ 
(U G Ab(I)), e{ £ Ki y  para i < j , ej = fij(ei).

2. p : E  —► I  es la función dada por p(e) = i, para e G K{.

El haz 7í(K ) es llamado el haz de Kripke correspondiente a K .  A cada 
e G Ki le corresponde la sección cre : [i) —*■ E, dada por cre(j) =  fij(e). Las 
secciones del haz H{K)  corresponden exactamente a las tupias coherentes. La 
semántica de Kripke puede verse como un caso especial de la semántica en 
haces:

Teorem a 2.10. Sea K  =  ^(/, < ), (Ki)ieJ , (/*i)tje/,t< i) un m°ddo de Krip­
ke, <¡) una fórmula y e \ , . . .  ,en G K{. Entonces las siguientes afirmaciones son 
equivalentes:

1. K  IW¿ <f> [ei, . . . ,  en] (semántica de Kripke),

2. H(K)  lb¿ (¡) [<rei, . . . ,  <TerJ  (semántica puntual de haces),

3. H{K) Ib^) <f) [crei, . . . ,  creJ  (semántica local de haces).

Prueba. Véase [4]. 2Í

Se dice que G es genérico para K  si y sólo si G es genérico para ?i (K )  y 
K[G] se define como el modelo H{K)[G\.

3 Para más sobre modelos de Kripke, véase [7],
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El m odelo genérico constan te

Dada una ¿-estructura A  e I  un orden parcial, sea el modelo de Kripke 

( ( / ,< ) ,  ((K A,i)g) geIA f i j ) i < ^  en donde:

■ Estructuras: (K j , j )g = A , para todo g G I,

■ Homomorfismos de transición: Para g,h  G I, con g < h, f gh =  IdA.

La estructura K Aj  es llamada el modelo de Kripke constante de A  con 
respecto a 7. En modelos de Kripke constantes el forzamiento en cada punto 
del orden parcial es “clásico”. Más precisamente:

Teorem a 2.11. Para a i , . . . ,  a„ G A, g0 G I, y una L-fórmula (f):

K a ,i  ll-po V s°l° “4 t= 4>\P\'

Prueba. Véase [4]. EÍ

Lem a 2.12. Para un filtro de abiertos G sobre I, genérico para K a ,i , -A se 
sumerge elementalmente en el modelo genérico K Aii [G].

Prueba. Sea a  : A —► K a ,i [G] la función dada por a(a) =  [(a)gej \o . Entonces 
para a i , . . . ,  an G A, y <j) una fórmula, se tiene:

k A,i \g \ 1= 0  Í[(a i)se/]G , • • •, [(«n^e/llG
ssi {g G /  : K A<I \\-g <f)G [a i,. . .  ,a n]} G G 
ssi {g E I : A  (f>G [ a \ , , a„]} G G 
ssi {g e I : A\=  <j)[ai,...,an]} e G  
ssi A  1= </»[ai,...,an] ,

donde la primera equivalencia vale por el teorema del modelo genérico, y la 
segunda por el teorema 2.11. EÍ

Definición 2.13 (P a r o rdenado de e s tru c tu ras). Sean A , B L-estructuras. 
Se define la (Li  U L2 U {Pi, P2})-estructura [A, B] así:

1. Pi y P2 son símbolos nuevos de predicados de aridad 1.

2. L\, L2 son copias relaciónales de L, esto es, en donde los símbolos de 
función de aridad n  en L  se convierten en símbolos de relación de aridad 
(n +  1) en Li  y L2.

3. El universo de [A, B] es la unión disjunta entre A y  B.

UNA DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA DE ULTRALIMITES 121
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4 p[A,B) = j[ y p [A,B} = B

5. Los símbolos de L\  se interpretan en [.4, B] como los símbolos de L en A  
y análogamente para L2 y B.A

Dado un sistema de isomorfismos parciales I  entre las L-estructuras A y  B, 
se define el siguiente modelo de Kripke K a ,b,i  sobre el orden parcial (/, C):

■ Estructuras: Para cada g € / ,  (-KU,B,/)ff =  ([^i^L#)» para todo g € I.

■ Homomorfismos de transición: Para g,h  € I  con g < h, f g^

De este modo, si se define L* como el lenguaje extendido L* = L\  U L 2 U 
{Pi,P2, f }  (donde /  es un símbolo de relación binaria), entonces para cada 
g G / ,  {Kj(,B,i)g puede verse como una Z,*-estructura sobre [A,B], en donde /  
se interpreta como la relación g C (.4 U B)2.

Teorem a 2.14. Sean A  y B L-estructuras parcialmente isomorfas con I  un 
sistema de isomorfismos parciales entre ellas y sea K  = Sea G un
filtro de abiertos en (I, C), genérico para K  y sea K[G] su modelo genérico. 
Entonces:

1. K[G\ es de la forma ([.4*,#*] ,/* ), en donde A* y B* son L-estructuras.

2. f* es un isomorfismo entre A* en B*.

3. A  -< A* y B ■< B* (o lo que es equivalente en lógica de primer orden, 
[A,B] *

Prueba.

1. Se comienza por demostrar que ^ P ^ ^ , P ^ Ĝ j  es una partición de K[G] 
(más precisamente, de su universo):

a) Para j  =  1,2, P^ GI /  0 ; debe verse que K[G\ |= 0, donde 0 
es la fórmula 3xPj(x). La fórmula (fP =  -i\/x->~>->Pj(x) es intui- 
cionistamente equivalente a i¡> := ->Vx->Pj(x). Por genericidad sea 
E  € G tal que si K  ¥ e  entonces K  Ib# ip. Para ver que K  ¥ e  

fije h0 G E  y  aho e  P x h°. Así K  lh*0 Pj[aho], por lo cual 
K  ¥ h 0 ^P/fa/io]; esto implica que K  Í^e  Vx~->Pj(x). Entonces K\\~e 
ip, luego K  \\~e  (f>Gd. Por el teorema del modelo genérico, K[G] |= </>.

4 M ás p rec isa m en te: p a ra  c a d a  s ím b o lo  s '  €  L i ,  s't-'4*®] =  s-4 , e n  d o n d e  s '  e s  e l s ím b o lo  en  
L \  co rr e sp o n d ie n te  a l s ím b o lo  s  £  L .
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b) pK[G\ p  — 0 : Para demostrar esto sea r G P ^ GK Como 
K[G] [= Pi[r\, existe E  G G tal que r  =  y (a h)heE  £

, esto es, ah G P ^ h, para todo h G E. Se debe verificar que 
K[G] ^  -FfeM- Sea i?' € G, se puede suponer que E' C ¿£. Fije 
/lo G E '. Como ah G P ^ h, entonces a* £ P /^ -  Esto implica que
( a h W  i  ■ Así, if[G] P2 [r].

c) if[G] C U i ^ ^ :  Sea r  = [(a/i)h6E] € ^ [6 ’] y suponga que 
K  P2[r]. Por el teorema del modelo genérico, para todo D G G, 
K  Vídc\e ~'~,P2 [(«/líftee]? luego por genericidad existe C G G tal 
que K  Ibc ~,P2 de modo que para todo h G C, ah 
p £ h = esto es, ah G A  =  P1K'*. Entonces K[G\ [= Pi[r].

A continuación se verifica que las interpretaciones de los símbolos de cada 
léxico “respetan” la partición:

a) Sea c G L\  un símbolo de constante. Entonces para todo h G / , 
cKh _  ^4 m0cj0 q U e  CK[G] _  (cKh)heJ =  [(tr4)/ie/

pK[G] p ara ej cag0 en q U e  cE L2 se razona análogamente.
b) Para todo símbolo de relación R  G Lj de aridad n (j =  1,2),

K[G] \=Vx  i , . . . , x n : R ( x \ , . . . ,  x n) -* (Pj (xi )  A • • • A Pj{ xn)) :

Sean r 1, . . . ,  r n G -^[G] tales que f= R  [r1, . . . ,  r n] . Entonces 
existe E e G tal que

rl =  [ K ) h€J G Y 6 RK{E)’

[ 1 n
Pj h . Así, para

todo i, {rlh)heE € P / ^ ,  lo cual garantiza que K[G] f= Pj [r*], i = 
1

c) Puede verse que si F  G L es un símbolo de función de aridad n y F' es 
su copia en L\, entonces F ,K^  es una función F'K Ĝ 1 : (A*)n —> A* 
y análogamente para L2,B*.

Sea A* la L-estructura con universo A* = P ^ G\  en donde los símbolos 
se interpretan según aquellos de L\ en K[G\. De modo análogo se define 
B \  Sea f* =  f KM. Por ende, K[G] = ([A*,B*]J*).

f*  es un isomorfismo entre A* y B*:

a) f * Q A * x  B*: Sea (r, s) G /* y sea E  G G tal que r  =
s =  [(bh)h€E¡G y (iah)heE,(bh)heE) € /* * ;  esto es, para todo 
h e  E, (ah,bh) G f Kh C P f h x P2Kh, así que ((a* )/,^ , {¡>h)heE) £ 
P/^ x P.^ , lo que implica (r, s) e  A* x B*.
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124 ANDRÉS FORERO CUERVO

b) /* es una función: Sean (r, s), (r, s') G /*. Entonces existe E  G G tal 
que r =  [(r/j)}1&e\g'1 s =  ^ s ~  [(s /i)/igs]g' -Además, 
para todo h G E, {rh,sh) , ( rh,s'h) G f Kg =  g. Como cada g es 
función, se tiene que (s/i)/iec  =  (sh)heE’ cua  ̂ imPÜca Que s =  s'-

c) Dom(/*) =  A*: ya se estableció una inclusión. Para la otra, sea 
r  G A*, y E  G G tal que r  =  [(a/l)/iee]G y para todo h G E, ah G 
P ^ h =  A. Para demostrar que K[G] f= 3y/(r,y), basta demostrar, 
por el teorema del modelo genérico, que para todo g G E:

I< lhp —-Vy—./  ({ah)heE ,y ) ,

lo cual equivale a demostrar que para todo g' D g:

K ¥ g> ((ah)heE,y ) .

Para establecer lo último, sea g' D g: sea g" G /  tal que g' C g" y 
ag> G Dom (g")- Por ende, K  /  {(cth)heE ,g" (<v))*

d) La demostración de que I m  (/*) =  B* es análoga.

e) f* es inyectiva: Si f*(r) = f*  (r'), entonces existe E  G G tal que
r = r> = [KVgeIg y Para todo h G E > h ^  = h (r^ -
Como h es inyectiva, esto implica que rh =  r'h. Entonces r = r'.

f )  f*  es un isomorfismo:

1) Sea c un símbolo de constante. Como cr4* =  » existe
E  G G tal que

r  (c*-) = [(/** M),e£]G = [(*(̂ ))m.]0
h<=E \ G = C

2) Sea F  un símbolo de función de aridad 
existe E  G G tal que r* =  {̂r l ) h&E

n; sean r 1, . . .  ,r n G A*, 
y además:
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Por ende:

r  (F a• (r1,... ,r")) = [(/*• (F a  ( r i ... ,r?)))hsE

=  [ ( ^ ( / ^ M ) ,  • • • , /* '■ « ) ) ) ,

= ^  ([(/** W ))* « ]0 ...... [ ( /KkW ))« E] J
= Fb' ( / ' ( r 1) , . . . , / '  (rn))

3) Sea R  un símbolo de relación de aridad n, sean r 1, . . . ,  rn G A* y 
sea E  G G tal que r 4 =  J g y /* (r¿) =  [(h ( r i ) ) fcg
Tenemos:

(r l , . . . ,  r") € Ra " ssi V/i e  £ , (ri)  ISi£n € Jt* 

ssi Vft e  E, (h W ) ) 1S4in e  R b 

ssi ( f ( r ‘)  / • ( r n) ) È 8 ' '

A '  Sí M  =  K jì,i [G]: Dado r  =  [(ri>)k€E]G e  sea D e  G tal que
para todo g e D, rh € A  y  sea p{c) =  [(r/i)heD]G G Al. Es fácil verificar 
la buena definición de p. A continuación se verifica que p : A* —► M  es 
un isomorfismo:

а) Sea c un simbolo de constante. Entonces

K ^ ) = K M g) = [ ( ^ ] g= ^
б) Sea F  un símbolo de función de aridad nyr*  =  [(r /i)he£;] G G , 

i =  1 , . . . ,  n. Existe ü? G G tal que para todo h G i?, r ¿ , . . . ,  rjj G A. 
Entonces:

p (jM - ( r \ . . . , r " ) )  = p ( [ ( ^ W ....... r « ) ^ E] o )

= [(FA(rh...... r¡0)fc6J o 

= EM ([(rÜke£]c  [(rf t W ]C)
= FM (p(r1) , . . . , p ( r ’'))

c) E1 caso para símbolos de relación es análogo.
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Por el lema 2.12, y dado que todo filtro genérico para K a ,b ,i lo es para 
y K b ,i  (lo cual se demuestra por inducción en fórmulas), se concluye que A  
se sumerge elementalmente en A*. Análogamente se verifica que B se sumerge 
elementalmente en B*. EÍ

La estructura A* definida en el teorema anterior es isomorfa a K¿j[G\. 
Para simplificar la notación, K^j[G]  se denotará por A *'0,1.

Definición 2.15 (M odelo genérico constan te). Sea G un filtro de abiertos 
sobre un orden parcial J, genérico para K ¿ j .  La estructura Kj^j[G\ es llamada 
el modelo genérico constante de A  (con respecto a G e I) y se denota por A*'0,1. 
Cuando G e I  sean claros del contexto, A*'0,1 se denota simplemente por A*.

El siguiente teorema condensa los resultados anteriores:

Teorem a 2.16. Sea I : A = p B, y G un filtro de abiertos sobre un orden parcial 
I, genérico para K a ,b ,i • Entonces A*'0,1 = B*’0,1, A  ■< A*’0,1 y B ■< B*'0,1.

3. Isom orfism os parciales y finitarios

A continuación se estudia la interacción entre ultrapotencias y sistemas de 
isomorfía parcial y finitaria, demostrando que la equivalencia elemental entre 
estructuras se traduce en isomorfía parcial entre ciertas ultrapotencias de las 
primeras.

Definición 3.1. Dadas sucesiones (a¿)iG/ , € ti/, y un filtro U sobre a>,
se define la relación <u así:

(a¿)iej <u (bi)iei si y sólo si {í € /  : a* < 6¿} G U.

Si el filtro U es claro en el contexto, < abreviará <u-
A  continuación se recuerda brevemente la construcción de ultrapotencias 

de estructuras. Dada una estructura A, un conjunto I  y un ultrafiltro U sobre
I, se define la relación sobre A 1 de la siguiente manera:

(®¿)¿£j IÁ faijiel {i £ I  • Q>i — Xi} G 14.

Es fácil ver que ~u  es una relación de equivalencia. Se denota por A 1 /U  al 
conjunto A 1 /  ~w, al cual se puede dotax de estructura (véase [1] para más 
detalles). La estructura A 1 ¡U es llamada la ultrapotencia de A  con respecto a 
U. En particular los elementos de esta estructura son clases de equivalencia, 
esto es, elementos de la forma [(a¿)je/]w, en donde cada üí G A  y

[(oj)ig/]^ :=  {(2'¿)ig/ : {«’ G /  . a¿ bi\ G ZY}.
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Dado E  € U  y (a,i)eE €. A 1, es fácil ver que cualquier par de extensiones de 
la tupia (üi)ieE a una tupia en A 1 son equivalentes con respecto a la relación 

Gracias a esto, es natural y conveniente definir

\(0’i)ieB]u ’= \{xi)iei)u,

en donde G A 1 es cualquier extensión de (a¿)¿e£;, es decir, para todo
i e  E, di = Xi.

Sean A, B L-estructuras finitamente isomorfas y sea I  =  {In : n £ uj} í 
A  = /  B un sistema finitario de isomorfismos parciales entre ellas. Además sea 
U un ultrafiltro no principal sobre ui. Sean A'  =  A u /U, y B' a Bu /U, se define 
inductivamente la noción de (a;1, a;2, . . . ,  x n) -función, para

xl = (xi)ieu, > x2 =  (x?)i€ut > • • • > xn = {xí )i€w , 

sucesiones crecientes y no acotadas de números naturales:

■ Una (xi)iew-función es una función de la forma

{([(ai)iGw]w > [(^*)iew]^)} >
que cumple con la siguiente propiedad: para todo i G u) existe yi G IXi tal 
que yi(di) = Note que existe íq(= 0) tal que para todo i > h  es de 
la forma yi{üi), con G IXi.

■ Suponga que

9 = { ( [ ( “.')< [ W ) ( J  J ( [ ( «? ) «- ] .  [ W W U }

es una (x1, . . .  ,x n)-función, con Íq G oj tal que para todo i > Íq, b? =  
y? (af), con y? G Ix». Para x n+1 = « +1) iGw < x n, una (x1, . . .  , x n+1)- 
función es una función de la forma

5 = W ([(a"+% ¿ # +1U J } ’
tal que:

• [(6r+I),6J„e0'x/m(9),
• existe ¿o+1 tal que para todo i > ¿g+1,6”+1 =  y™*1 («¿), donde 

y”+1 e Ix?+1 y y?+1 2  yn- [Para i < ¿£+1, b?+1 =  b0]

La definición de g no es ambigua: si {o-'i)i£w ~u  (°?+1)¿ew Y se define 
b[ = y^+1 (a'), cuando a' G Dom (y”+1) y 6• =  60 de lo contrario, en­

tonces [(&?+1) iGu,] =  [(b'i)i£u]i{- En realidad 9 está determinada por g,

[(ar+I)i<J ¡/  *“+1 y la familia
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Si g es una (re1, . . .  ,x n)-función, digamos

' • { ( [ W U ' M ...... ( W  ’ [W )ie -U } .

entonces existe £ u  tal que para i > ¿o y para todo k < n, y™ extiende al 
correspondiente yk, y y™ (af) =  Ü¡. Bajo estas condiciones se dice que io es un 
número suficiente para g.

Es fácil ver que toda (a:1, . . .  ,xn)-función es un isomorfismo parcial entre 
A ' y B'. Sea I  (l,U)  el conjunto de todas las (x1, . . . ,  :rn)-funciones respecto a 
I  y U, (n G w).

Lem a 3.2. Suponga que I : A = f  B y U es un ultrafiltro no principal sobre v ,  
entonces I : A u¡U =p Bu/U, en donde I  = I  (l,U).

Prueba. Sean A! =  A u/U, B' = Bu/U. Es fácil ver que /  =  l { I ,U )  es un 
conjunto no vacío. Por ejemplo, si x 1 = (¿)»6W) y € lo, con y 0 , donde a G 
Dom(?/), entonces {([(a)i€w]í/ > [(2/(a))ieu>]¿¿)} € I. Para demostrar la propiedad 
de extensión de dominio para I, sea

9 = { ( [ ( a*)tew]w ’ [^*)¿6w]w) ’ ' *' ’ ’ [(̂ * W Jw )}

una (x1, . . . , xn)-función, y [(a”+1)] € A ’ \  Dom (g).
Sea iQ+1 =  mín { i : x” > 0} y sea xn+1 la sucesión definida por x”+1 =  x” 

para i < ¿q+1, y x"+1 =  x" — 1 para i > ¿o+1. Es claro que xn+1 =  (z"+1)iGü; 
es creciente, no acotada y que xn < xn+1 (puesto que U es un ultrafiltro no 
principal). Para cada i > i£+1 sea /i”+1 € í xn+1 tal que a"+1 G Dom (h?+1) y
y™+1 extiende al isomorfismo parcial ?/” G Ixt». Defina 6”+1 como y”+1 (a”+1) 
para i > io+1, y b?+1 =  &o para i < i£+1 (donde 60 es un elemento fijo en B). 
Para ver que [ ( ^ +1)iewj £  (<?)> suponga que no. Sea k < n tal que E  =
{i S u  : b!¿ = 6”+1} G U. Entonces para cada i G E ' = E f \ [max  (¿” , ¿”+1) , oo) 
se tiene que

y?+1 W) = y? (of) = kf = 6?+1 = y?+l K +1) •

Como yn+1 es inyectiva, entonces of =  a”+1. Dado que E ’ G U, entonces

[(«?+i) i4 = [K ) ¡4 eI)omW-

Sea fl =  9u{  ( [(«?+1)ie„ ]u . [ ( ^ ¡ e J J  }• Entonces j e / ,  [(«?+1)ie 6
Dom (g) y  g D g. La propiedad de extensión de la imagen se demuestra de forma 
análoga. £Í
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El llamado teorema de Fraissé afirma que en léxicos finitos las nociones de 
equivalencia elemental e isomorfía finitaria coinciden:

Teorem a 3.3 (Teorem a de F raissé). (L finito) Dadas L-estructuras A y  B, 
A  = B si y sólo si A  = f  B.

Prueba. Véase [3] 2Í

Corolario 3.4. (L finito) Dadas L-estructuras A  y B, A  = B si y sólo si 
A w/U =p Bw¡U para todo ultrafiltro U no principal sobre u

Prueba. La implicación 4= es clara. La implicación =í> vale por el teorema de 
Fraissé junto con el lema 3.2. 2Í

Si L es un léxico arbitrario, no necesariamente finito, la equivalencia ele­
mental no implica en general la isomorfía finitaria. Sin embargo la equivalencia 
elemental entre dos estructuras puede “transformarse” en un sistema finitario 
de isomorfismos parciales entre ciertas ultrapotencias de las primeras, cuidado­
samente seleccionadas:

Lem a 3.5. A  = B si y sólo si existe U un ultrafiltro sobre un conjunto I  tal 
que A 1 ¡U %  BJ/U.

Prueba. La dirección ■<$= es clara. Para el recíproco, sea I  = { i : i es un subcon- 
junto finito de L}. Dado c £ i ,  sea 5C =  {i € /  : c G i}. Dado que {S  ̂ : c E L} 
posee la propiedad de intersección finita, éste puede extenderse a un ultrafiltro 
U sobre / .  Para cada i E / ,  sea J¿ D I\ D • • • D Pn D ■ • • un sistema finitario de 
isomorfismos parciales entre los reductos A  \ i y  B \ i, que son elementalmente 
equivalentes al ser reductos de estructuras elementalmente equivalentes. Para 
cada n E u) sea K n el conjunto de las funciones de la forma gen ((<?¿)i6/) en 
donde 9i € I xn y 9 = gen (Í9i)iej)  es la función cuyo dominio consta de los 
elementos a = [(a¿)¿e/]w € A 1 /U  tales que

E  = {i E I : üí e  Dom(<7¿)} E U,

en cuyo caso g(a) = [(<?¿ (a¿))ie£;]w. A continuación se verifica que K  =  {K n : 
n G w} es un sistema finitario de isomorfismos parciales entre A 1 /U y B1 /U:.

1. Si g = gen ((^ )i6/) e  Kn+1, entonces g{ E J*+1 C /*, luego g E K n.

2. Fije n e  u. Para cada i, I ln es no vacío, luego K n ^  0 . Sea g = 
gen ((9í)í£I) E K n. Para demostrar la inyectividad de g, suponga que

9 {\iai)iei\u)  = 9 ([(fr*)¿e/]^) >
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entonces existe E  G U tal que para todo i G E, gi (a¿) =  gi ( ) ,  lo que 
implica, por inyectividad de las <7¿, que a¿ = 6¿, para todo i G E  y así
[(a0¿e/]¿/ =
Ahora se verifica que g es un isomorfismo parcial:

■ Sea c € l u n  símbolo de constante y suponga que c** !u G Dom(p). 
Entonces existe E  G U tal que para i G E, 0a  G Dom(^i). Por ende,

P («8VU) = [(« M  W ] „  = [ ( « W L  = C8'/1'-
El recíproco es análogo.

■ Sea F  € L un símbolo de función de aridad m, sean

a =  =  K O i e / L  6 Dom(s)>

y suponga que F aI !u (a1, . . .  ,a n) =  a. Entonces existe E  GlÁ tal 
que para todo i G E, o,-, a¡, . . . ,  a™ G Dom (<&) y F'4 (a\ , . . . ,  a™) = 
a¿. Por ende, para todo i G E  fl Sf» i70 (<7¿ (a¿) , • • • ,gi (ài1)) = 
gi(ai), de modo que (g (a1) , . . .  ,g (an)) =  g(a). El recíproco
es análogo.

■ Sea R  G L un símbolo de relación m-aria, con

o1 =  [ (°5) ie / ]„>••••“" =  [ « ) . € / ] «  e  Dom(s).

Suponga que (a1, . . .  ,an) G R A ¡ y  sea E  G U tal que para todo
i £ E, a} ,. . .  ,a™ e  Dom(<7¿) y (a*, . . . , a™) G R A. Por ende, para
i G E n S R, (gi (aj) , . . .  ,0i ( a f  )) G R B, luego (g (a1) , . .  . ,g (am)) G 

!u . El recíproco es análogo.

3. Finalmente se demuestra la propiedad de extensión de domino: sea g =  
gen ((gi)iG/) G I<n+i y a = [(a¿)iG/]w G A 1 ¡U. Para cada i G I, tome 
gi G Pn tal que a¿ G Dom(^) y & D Entonces g := gen ((gi)ieJ) G 
î "n, y g Q g y a £ Dom(g). La propiedad de extensión de imagen es 
demostrada de forma análoga.

eí

Lem a 3.6. Si A i  =  A Ix/U\ y A 2 — A [2 fU2 (con U\,U2 ultrafiltros), entonces 
existe un ultrafiltro ¿4 sobre I3 =  i i  x I2 tal que A 2 = A Ia /U3.

Teorem a 3.7. A  = B si y sólo si existe un conjunto I  y un ultrafiltro U sobre
I  tal que A 1 ¡U =p B1 ¡U.
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Prueba. La dirección <= vale gracias al lema 3.5, más el hecho de que la isomor- 
fía parcial implica isomorfía finitaria. Para el recíproco, suponga que A  =  B. 
Por el lema 3.5 existen ultrapotencias A' y B' de A  y B respectivamente, fi­
nitamente isomorfas. Por el lema 3.2, existen ultrapotencias A " y B" de A! y 
B' respectivamente, parcialmente isomorfas. Por el lema 3.6, A"  es isomorfa 
a una ultrapotencia C de A, y B" es isomorfa a una ultrapotencia V  de B, y 
naturalmente C y V  son parcialmente isomorfas. EÍ

4. El teo rem a de u ltra lim ites

En esta sección se demuestra finalmente el teorema de ultralimites. El primer 
paso es establecer algunas propiedades categóricas relativas a diagramas diri­
gidos y conexiones.
Definición 4.1. Un diagrama dirigido D en una categoría consta de un orden 
parcial dirigido ( / ,<) ,  objetos a¿ (i G I) y morfismos ctij : a¿ —* (i < j ), 
tales que para cada i G I, cxíj = l ai y  para i ,j ,  k G I, si i < j  < k , entonces
a jtk ° &i,j =  &i,k'

Lem a 4.2. Sea D = ((I, <), (ai)i e I , ( a i t j ) un diagrama dirigido, Iq un

subconjunto cofinal de I, y Do =  ^(/o> < ),
todo colímite de D es isomorfo a todo colímite de Do.

Prueba. Véase [4]. £Í

Dados dos diagramas dirigidos se pueden establecer conexiones entre ellos. 
Si tales conexiones son coherentes, éstas determinan una conexión entre los 
límites de los diagramas. A continuación se precisa esta idea.

Definición 4.3 (Conexión). Sean

D =  ((I, <) i (ai)i£i > (a i,j)i<j^j > E — ((Ji —) > (bj)jeJ ’ ’

diagramas dirigidos. Una conexión entre D y E  es un conjunto F  =  {/¿j : 
ai —> bj : (i , j ) G i?} tal que R  C I  x  «7, y además:

■ Dom(fí) es cofinal en I, e Im(R)  es cofinal en J.

■ Si (i,j), ( h , j i )  G R, e i < ¿i, entonces j  < j i  y 0jyjl o f itj = f hJl o a Ml.

■ Si (¿,i), (ñ , j i)  G R, con j  < j u  entonces i < h y  (3jih o f itj = f iujl o aMl.

a¿ -- x'3 >- bj

Pi.h
" Y

a h  ^ b j 1
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Como es de esperar, toda conexión de isomorfismos sobrevive al pasar de 
diagramas a sus colímites, convirtiéndose en un isomorfismo:

Lem a 4.4. Sean D ,E  y F  como en la definición anterior y (di : a¿ —> a)ieI y 
(ej : bj —* b)je j  colimites de D y E  respectivamente. Entonces existe un mor- 
fismo f  : a —> b tal que si todo fi¿  G F  es un isomorfismo, entonces f  también
lo es.

Prueba. Véase [4]. 2Í

A continuación se describe una manera “adecuada” de transformar siste­
mas de isomorfismos parciales entre estructuras en sistemas de isomorfismos 
parciales entre ultrapotencias de las primeras estructuras.

Dado un sistema de isomorfismos parciales I : A  =p B y un ultrafiltro U so­
bre / ,  sea J(I, U) el conjunto de todas las funciones h construidas de la siguiente
forma: dado (yg)g€l G I 1 tal que para todo g G I , y g 2  g, sea h = gen ([yg)geI) 

la función cuyo dominio consta de todos los elementos a =  (a9)ge /]w ^ A 1 /U  

tales que E  = {g : ag G Dom(y9)} G W y  h(a) =  [(yg(ag))s6£; € B1 ¡U.

Lem a 4.5. J (I ,U ) es un sistema de isomorfismos parciales entre A 1 ¡U y 
B1 /U.

Prueba. Ya que gen G J(I,U), J (I ,U ) 0 .  A continuación se verifica

que cada h = gen yg)g£l)  G J{I,U) es un isomorfismo parcial:

1. Sea c un símbolo de constante y sea a = € Dom(p), con E  =

{g G I  : ag G Dom(yg)} G U. Si r 4*!u =  a, entonces existe E'  G U tal 
que para g G E ' , cA = ag, luego para todo g G E  fl E r, cB = yg (ag). Por

ende, ' u =  [(c?)geEnE,]u = [(</<? M ) geEnE']u = h(a)’ E1 recíproco 
es análogo.

2. Sea F  un símbolo de función de aridad n, y a1 =

(ag+1) g£E u  €  D o m ( ^ ) ’ con  E  ~  {g  G I  : a l , . . . , a ^ +1 G D o m ( y g)}  G
U. Si f Al!u (a1, . . . , ^ )  =  an+1, entonces existe E' G U , tal que para 
todo g G E ' , f A (ag, . . . ,  ag ) =  ag+1, lo que implica que para todo g G 
E  n  E'

f B (yg (a1) , •. •, yg (an)) =  yg (an+1) ,

esto es, f Bl/u (h (a1) , . . . ,  h (an)) =  h (an+1). El recíproco es similar.
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3. Sea R  un símbolo de relación de aridad n, y a1 =  (ùp)p€£;j , • • •, an =

(a1a)geE u G Dom (#)> con E  = {g £ /  : a j , . . .  , a j  6Dom (i/s )} G W. Si
(a1, . . .  , an) G R A‘/u , entonces existe E' £ U tal que para todo g G E', 
(ag, . . . ,  a”) G iü''4. Por ende para todo g £ E f 1

( f c K ) ) - - - ’ f e K ) ) )  e R B >

o lo que es lo mismo,

(h (a1) , . . .  ,h  (an)) =  (a¿))

G R?llu .

El recíproco es análogo.

(y9 (as ) ) seEnE']w)

Para demostrar la propiedad de extensión de dominio, sea h = gen (iyg)gej Sj  £ 

J  (I ,U ), y a = {ag)geE y  € A 1 ¡U. Para cada g £ I, tome yg £ I  tal que ag £ 

Dom (yg), y y g 2 y g- Como yg D g, entonces yg D g, luego h := gen (j,yg)gE^j £ 

J  (1,14). Por construcción h D h y a £ Dom . La propiedad de extensión de 
imagen se demuestra de manera análoga. GÍ

Sea Iq : A q =p Bq. Considere el siguiente diagrama:

.4q;

—p,io

rt0

Bn

ßa

Bl

ßo

AfrjUo =P,h Bfr/Uo 

K  

(4»M )*= — ^  (Bfr/Uo)'

En el diagrama anterior:

■ Go es un filtro maximal de abiertos sobre lo.

.  (AoY = ¿ ’o a°’‘° y (BoY =  B'oG°’’°.
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h = J(ioM-
Uj es un ultrafiltro sobre Ij, tal que Gj  C Uj (j =  0,1).

(a 'S/Uo) '  = .(X °/W o)*’Gl,,‘ y (bÌ°/W0)* =  (bÌVMo)’’0 ” 71.

fio ’ f ìi  son ôs isomorfismos inducidos por Io e I\ de acuerdo al teorema 
2.16.

<*o, ßo-> a í Y ßi son ^  sumersiones naturales.

Go Uo■ o¡o : (A))* —► Ao°/U0 es el homomorfismo (ag)geE
(en donde E  G Go y (ag)geE es una tupia coherente). Po se define de 
forma anàloga.

Sea «o =  £*i ° «Oí y Po = Pi ° Po- Entonces se tiene que:

“ o (%)9<=Io Uo h£h Gì

y análogamente para /30-

Lem a 4.6. En el diagrama anterior, ¡30 o f f  = /£  o a 0.

Prueba. Sea a =

Se tiene que c*o (a) = (as)g£io u0 heh
, y por ende:

G!

Uo heEl
, ( E e G í ) .

G1

Ahora, / J »  =  (g (ag)) eD ', con D G G0. Si se define bg = g (ag) para g G 
L y J Go

D, y cualquier otro elemento de lo contrario, es claro que f¡Q (a) = (bg) eIo
L J Gn

Entonces:

ßo (fio («)) = heh G!

Fije h £ E. Como h e Ii = J  (.IoMo), ^ =  gen ((yg)g e I o en donde t/g D p. 
Entonces existe C EUq tal que:
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(ag) o Uo U0{Vg (ag))gec  

(Vg (a 9 ^ g £ C n D \ Uo 

(9 (ag))geCnD 

Ì9 (a g))geD

(6»WoJw„

Uo

U 0

Como E  G Gi, entonces /£  (a0 (a)) =  fi0 (f¡Q (a)).

Lem a 4.7. Si Gq es maximal, entonces ao y ¡3q son inyectivos.

EÍ

Prueba. Sean a = [(ah)heE\ Go = [(&/i)h€e \ g0 ^  ^o  (E e G0). Por ende 
para g,h e E, g C h implica ag = ah y bg =  bh• Suponga que ao (a) =  ao (&)> 
esto es, [{ah)heE\u0 = [(bh)heE]Uo- Sea C e U° tal que para todo h 6 C ' 
ah =  bh. Sea C' =  {h G lo : existe g G C tal que g C h}. Dado que C' D C , C' 
interseca a todo elemento de Gq- Por maximalidad, C' G Gq. Además, si /i G C", 
sea g G C  con g C h. Tenemos: ah =  ag =  bg =  bh- Entonces (a/i)/lG/0 y (bh)hei0 
coinciden en C ' , así que a =  b. La demostración para fio es análoga. EÍ

Lem a 4.8. Si Go es maximal, ao (^4q) es una subestructura elemental de 
A Iq /Uq y es isomorfo a A q.

Prueba. Claramente ao (.4o) es una subestructura de A Iq /Uo, al ser su universo 
la imagen de un homomorfismo. Ya se ha notado que «o es inyectiva, y de 
hecho es un homomorfismo estricto, así que ao Mo) — ^o- Para verificar que
<*oMo) 1  A Iü/U0, sea a1 =  [(a j)5g ,. • • ,a n =  [(a j)p£ G A*0, de
modo que g Q h implica a* = a\, . . . ,  a” =  a£. Sea 0 una fórmula. Si ao (*4q) \= 
<¡) [a0 (a1) , • • •, a0 (an)], entonces A q f= <t> [a1, . . . ,  an] , y por ende

D  = {h  6 lo ■ K a .Io II-/, <t>Gi [a1....... an] } 6 Go-

Por el teorema 2.11 se concluye que:

D  = {h e  lo  ■■ (Ka j 0)k = A  (= 4>a i [ai, . . . , < ] } €  Go.

Lo anterior implica que

D  = {h  6 lo  : (Ka j „)h = A  (= 0 [a i , .. . ,oR]} € G0.
Como D  G Uf, se concluye por el Teorema de Los, que 

A Io/U0 f= 0 [ao (a1) , •. . ,  <*0 (an)] •

EÍ
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A continuación se establece el teorema de ultralimites. La idea de la de­
mostración es la siguiente: dadas dos estructuras elementalmente equivalentes, 
sobre cada una de ellas se construye una cadena alternada de ultrapotencias y 
modelos genéricos. Los límites de las cadenas serán ultralimites de las estruc­
turas originales, gracias a la presencia de las ultrapotencias, e isomorfos entre 
sí, gracias a la presencia de los modelos genéricos constantes.

Teorem a 4.9. A  y B son L-estructuras elementalmente equivalentes si y sólo 
si A  y B poseen ultralimites isomorfos.

Prueba. Evidentemente si A  y B poseen ultralimites isomorfos, entonces A  =  B. 
Para el recíproco, suponga que A  = B. Gracias al teorema 3.7, sea Iq : A q =p 
Bq, en donde A q y Bq son ultrapotencias de A  y B respectivamente. Por el 
teorema 2.16, existe un filtro genérico de abiertos Go sobre (/o, C) tal que 
A i  := ,4q = /j B i := Bq, en donde f i  = f¿Q. Sean

«o,i ’• A q —> A i ,  Po,i • Bq —> Bi,

las sumersiones elementales canónicas. Se definen inductivamente, para cada 
n 6  uj ,  estructuras A n y Bn, y homomorfismos o;n ,n + i  • -4 n  —* A n+i,/3n,n+i • 
Bn —» Bn+1 , isomorfismos / 2n+i : «^n+i —> B2n+i y  sistemas de isomorfismos 
parciales In : A 2n —p B2n- Por construcción A 2n+2 y  B2n+2 serán ultrapoten­
cias de A 2n y  B2n respectivamente, siendo las compuestas o:2n+i,2n+20c*2n,2n+i 
y 02n+i,2n+2 ° /?2n ,2n + i  las sumersiones canónicas, respectivamente. El caso 
n =  0 ya ha sido descrito, en el cual se obtiene el diagrama siguiente:

4o -pJo Bj

<*0,1

A

00,

Bi

Sea n > 0. Considere el diagrama:

*^2n—2 —P,/„-1 B2n—2

t » 2 n - 2 , 2 n - l

^2n-l^-
flr

/ ? 2 n - 2 , 2 n - l

^2n-l
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A 2n-2 — ^2n-2

0 2 n - 2 , 2 n  —1 / ? 2 n - 2 , 2 n - l

^2n-í>---- -------- *“#2n-l

02n - l , 2n

-Agn —pjn

C * 2 n ,2 n  +  1 02n ,2n + l

^2n+l>---- ——--- B2n+l

Dados n ,m  € u>, con n < m, sea a n<n = Id¿n, y Qn,m : A n —> A m la 
función compuesta natural, definida así:

Ĉ m—l,m ° Ot-m—2,m—1 O • • • O Otn,n+h

(note que si m = n  4-1, esta definición coincide con la original).
Por construcción, para k < n < m, a n<m ° atk,n =  otk,m• Por esto, D =
(An)neu), (a n,m)n<m) es un diagrama dirigido. De manera análoga los ho-

momorfismos 0n,n+1 determinan homomorfismos /?n,m (n < m), y así se obtiene
el diagrama dirigido E  = (w, (Bn)n£¡jJ, (/?n,m)n<m)- Sea F  =  {/2n+i : tl € u}.
Se debe verificar que F  es una conexión entre D y E  (con R  =  {(2n+l , 2n+ l)  : 
n € u;}). Dom(i?) = Im(R), cofinal en w. Para demostrar la tercera propie­
dad (y análogamente la cuarta) sean (2n +  1,2n + 1), (2m  +  1,2m +  1) £ R, y 
2n +  1 < 2m, esto es, n  < m. El lema 4.6 garantiza que el siguiente diagrama 
conmuta:

A h n + l
-^2n+l ------------------ B

OC2n + l , 2m + l

A 2m+l hm+1

2n + l

02r

# 2 m + l

Como F  es un conjunto de isomorfismos, se concluye por el lema 4.4 que 
lím D = lím E. Sea P  el conjunto de los números naturales pares. Sean Do el
diagrama D restringido a P, y Eo el diagrama E restringido a P. Por construc­
ción, lím Do y lím Eo son ultralimites de A y  B respectivamente. La cofinalidad
de P  en u )  junto con el lema 4.2 garantizan que lím Do = lím D  =  lím E  =  

lím E q .  Entonces lím Dq = lím E q  . 2Í

Revista Colombiana de Matemáticas



A gradecim ientos. A Xavier Caicedo, por sus ideas que guiaron el trabajo 
aquí presentado.

138 ANDRÉS FORERO CUERVO

Referencias

[lj J. L. Bell and A. B. Slomson, Models and ultraproducts: an introduction, 
North Holland Publishing Company, Amsterdam, 1969.

[2] X. Caicedo, Lógica de los haces de estructuras, Rev. Acad. Colomb. Cienc. 
19 (1995), 569-586 (es).

[3] H. D. Ebbinghaus, J. Flum, and W. Thomas, Mathematical logic, Springer 
Verlag, New York, 1984.

[4] A. Forero, Modelos genéricos constantes y ultrapotencias, Tesis (Matemáti­
co), Universidad de Los Andes, Bogotá, 2004.

[5] S. B. Kochen, Ultraproducts in the theory of models, Ann. Math. 74 (1961), 
no. 2, 221-261.

[6] S. Shelah, Every two elementary equivalent models have isomorphic ultra­
powers, Israel J. Math. 10 (1971), 224-233.

[7] D. vanDalen, Logic and structure, Springer, Berlin, 2008.

(Recibido en noviembre de 2008. Aceptado en octubre de 2009)

D e p a r t a m e n t o  d e  M a t e m á t ic a s

U n iv e r s id a d  d e  Los A n d e s

C a r r e r a  1 No. 18A-10, B o g o t á , C o l o m b ia  
e -m a il: an-forerQuniandes.edu.co

Volumen 43, Número 2, Año 2009


	Universidad de Los Andes, Bogotá, Colombia 2University of California, Irvine, EE.UU

	tA(GU...,an) :U -> £,

	k = ((i,<),(Ki)ieI,(f¡j)i¡ie,,<<,),

	(ahW i ■ Así, if[G] P2 [r].

	r (c*-) = [(/** M),e£]G = [(*(^))m.]0

	= ^ ([(/** W))*«]0	[(/KkW))«E]J

	(rl,..., r") € Ra" ssi V/i e £, (ri) ISi£n € Jt* ssi Vft e E, (h W))1S4in e Rb ssi (f(r‘)	/•(rn))È8''

	K^)=KMg) = [(^]g=^


	= [(FA(rh	r¡0)fc6Jo = EM ([(rÜke£]c	[(rftW]C)

	9 = {([(“.')< [W)( J J([(«?)«-]. [WWU}

	5 = W([(a"+%¿#+1UJ}’

	y?+1 W) = y? (of) = kf = 6?+1 = y?+l K+1) •

	[(«?+i)i4=[K)¡4eI)omW-

	a=	= KOie/L 6 Dom(s)>

	eí

	fB (yg (a1), •. •, yg (an)) = yg (an+1) ,

	(h (a1) ,... ,h (an)) = (a¿))

	.4q;

	—p,io

	AfrjUo =P,h Bfr/Uo K (4»M)*=—^ (Bfr/Uo)'

	. (AoY = ¿’oa°’‘° y (BoY = B'oG°’’°.

	h = J(ioM-

	(a'S/Uo)' =.(X°/Wo)*’Gl,,‘ y (bÌ°/W0)* = (bÌVMo)’’0”71.

	D = {h e lo ■■ (Kaj0)k = A (= 4>ai [ai, ...,<]}€ Go.

	D = {h 6 lo : (Kaj„)h = A (= 0 [ai,.. .,oR]} € G0.

	«o,i ’• Aq —> Ai, Po,i • Bq —> Bi,

	A

	*^2n—2 —P,/„-1 B2n—2

	A2n-2 —^2n-2

	^2n+l>	——	B2n+l

	C^m—l,m ° Ot-m—2,m—1 O • • • O Otn,n+h

	A2m+l







