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ESTUDIO
DE

DE UNA FORMA
EQUILIBRIO

por BELISARIO RUIZ WILCHES

Vamos a estudiar la forma de equilibrio que toma un cuerpo
parcial o totalmente flúido, cuando gira alrededor de un eje que
pasa por su centro de gravedad, estando sujeto, por una parte, a
la atracción Newtoniana y por la otra, a una acción que tiende a
darle una forma de equilibrio dinámico, diferente del estático.
Esta acción trata de alejar del eje de rotación las moléculas del
cuerpo y suponemos que esa fuerza está representada por la ex-

2 m 17~
presión Pz =---, es decir, por un valor doble del que hastar
hoy se ha adoptado para la fuerza centrifuga.

Estudiaremos solamente la curva que representa la sección me-
ridiana del cuerpo, pues como la superficie de éste es engendrada
por la rotación de dicha curva alrededor de un eje, se conocerá
también la superficie engendrada por ella en su revolución.

Consideremos en la figura un núcleo sólido S, sobre el cual
hay una eapa flúida P. Supongamos que el eje de las ordenadas
sea el de rotación y eonsideremos establecido el equilibrio. Sea ·en
el punto P de la superficie una molécula de masa m que ya
está en reposo, pues se han equilibrado las acciones que se ejercen
sobre ella. Por tanto, la suma de las fuerzas exteriores dará una
resultante que sigue la dirección de la normal a la curva de equi-
librio.

I~as dos fuerzas son pues:
KMrn

P1=---,)--

rr
2 rnv 2

P2=---
JJ
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-----f-+-------+"--l:::....---,L-*.~-_4-+------}(

Proyectándolas sobre los ejes coordenados se tiene:

KJl1m 2 rnv~ )--- cos8+---- + Rcosa=oQ~ x

KMm
--~ scn ° + R sen u = o

o sea:
KMnl- R scn a =- --.,-' scn 8

rr
) K~[m 2 1ItV~

- R cos a = - --.-,- cos O + ---Q- x

Dividiendo miembro a miembro:

tg a

KM scn 8Q~
K J}I 2 v~

---C080+--
Q~ .'])
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Pero como el coefieiente angular de la normal es
da:
dy .

KM sen Od:1' Q:!
- d Y -- - - K jl{ --- 2 v~-

---.,- cos O + --e~ :1'

K Jf 21)2
(cos O d:r + se11 O dy) = -_ ...d;1'e:! x

:1'
COS o =_.-

Q

sen O =L.e
KM ?1~

(.r d:1'+ !J dy) = -~-'- dJ'e3 x

Pero teniendo en cnenta que: x2 + y:! = e2, 2.1' d;1'+ 2y dy = 2Qde
Ahora bien: v = lVx = 2 :n: w .1' (Siendo w el número de revo·
luciones por segundo)

1'1'1'0 como:

K ilf
~de=

Integrando:

(KM f 8 ., ., d,; -e-2- de = . :n:~w~ x x

_ K.Al = 4 :n:2 w:! :/;2 + e
e

El valor de (J se puede fijar así: para .v= 0, y llamando
eo= b

KM KM- ---¡:- = - -b-- = e

por tanto:
KM
e

KM---
b

4 'J ., ')- :n:-w":r

despejando a e :
KM

(1) .e= KM
b
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y elevando al cuadrado:

(
Q:: = J(.Al 4 2 .> "J). 2-b-- - JI: w~ J]-

De donde:

y por tanto, teniendo en cuenta que en el segundo miembro aparece
una diferencia de cuadrados, se tendrá:

(J(.Al - ~m +4J1:2 W2m3)( J(.Al +T m-4J1:2 W2J]3 )

(
K.Al 4 2 2 2) 2-b-- - JI: W J]

Esta es la ecuación de la curva meridiana del cuerpo.

Sin entrar en un análisis completo de tal curva, muy laborimw
dado el grado de la ecuación, la simple inspección de ella nos sumi-
nistra una serie de datos interesantes, suficientes para sacar una
serie de conclusiones útiles respecto a la rotación de los cuerpos:

1) -La ecuación de la curva es de sexto grado en J].

2) -La curva es simétrica respecto al eje de las J] y al de las y.
3)-La curva no se extiende más allá de la última raíz real de

ecuación de sexto grado del numerador igualado a cero.

4)-Como la curva es simétrica, basta estudiar la parte com-
prendida en el primer cuadrante.

5)-Dada la forma de la ecuación que resulta de igualar a cero
el numerador, ésta no puede tener sino, o dos raíces reales, una
positiva y otra negativa, iguales en valor absoluto y cuatro imagi-
narias; o seis raíces reales, tres positivas y tres negativas, iguales
dos a dos en valor absoluto.

6)-En el caso de dos raíces reales el cuerpo tiene una forma
muy semejante a la de un elipsoide de revolución.

Vamos a tratar de estudiar numéricamente algunos aspectos
de la ecuación que representa la curva que limita la sección me-
ridiana.
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Dividiendo el numerador y el denominador por la cantidad
K MI" d'2 2 a ecuaclOn que ara:

4:n: w

(0- o
b

Como el valor de O depende solamente de la masa del cuerpo
en movimiento y de su rotación; y como además de este valor sola-
mente figura en la ecuación el valor de b, resulta que conocida la
masa, hl rotación y el eje menor, quedará definida mecánicamente
la forma del cuerpo que gira.

Si damos valores numéricos 11 los parámetros a que se ha hecho
referencia se podrán encontrar para el caso singular que dichos
parámetros representan, las soluciones de las ecuaciones de tercer
grado del numerador y construír la curva por puntos. Bastará ha-
cerlo en el primer cuadrante. Esto permitirá un completo análisis
de todos los easos posibles y un estudio particular de cada uno de
ellos; pero para ciertos easos especiales que vamos a estudiar re-
sulta mucho más sencillo proceder de otra manera.

Supongamos, en primer lugar, que se trata de la TIERRA.
Sustituyamos en el valor de O a w por el valor de la rota-
ción de la tierra, o sea:

1
w = ~6164,1

Este v~llor es esencialmente experimental y no interviene en su
deternlinación otra magnitud que el tiempo. Además podemos de-
terminar otros dos valores experimentalmente en el ecuador, sin
que en ellos intervenga para nada la forma de la tierra; estos dos
valores son: el radio ecuatorial de la tierra determinable por una
operación geodésica y el valor de la gravedad determinable direc-
tamente por el péndulo. Con estos tres valores experimentales po-
demos, mediante la ecuación de equilibrio, determinar la forma
que mecánicamente eorrespondería a la tierra así:

En la ecuación (2) hacemos x3 - ~ x + O = O

para obtener tres de las soluciones del numerador.

Pero si a es una de las raíces de la ecuación (radio ecuatorial
que conocemos experimentalmente), entonces tendremos

Oa3--- a+O=O
b

y por consiguiente:
Oa

(3) .
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Todos los valores que figuran en el segundo miembro son ex-
perimentales. El valor de K M lo dedueimos direetamente de la
gravedad g. Si aeeptamos que el valor de a es de 6378429 me-
tros (elipsoide de Clarke) y verifieamos operaeiones eneontramos
el siguiente resultado:

Valor de 1J
Valor de b

dedueido de operaeiones geodésieas:
dedueido de la fórmula de equilibrio:

Difereneia

6356515 mtrs.
6356390 mtrs.

125 mtrs.

Si en vez de aeeptar el valor de la gravedad de 9.78 en el eeua-
dor para determinar a K M de aeuerdo eon la ley de Newton, acep-
tamos como bueno para tal fin, el valor dedueido para el polo de la
fórmula de IIelmert, considerado siempre el elipsoide de Clarke,
tendremos:

Valor de b
Valor de 1J

deducido de operaciones geodésicas:
deducido de la fórmula de equilibrio:

Diferencia

6356515 mtrs.
6356503 mtrs.

12 mtrs.

Es notable la coneordancia de valores entre los dedueidos de la
medida geodésiea de la tierra y los que se derivan de valores ex-
clusivamente experimentales de acuerdo eon la fómula que se ob-
tiene de las tesis propuestas.

Pero la coneordaneia no es solamente en los ejes entre el elip-
soide de comparación y la figura produeida por la fórmula de equi-
librio que se ha estableeido; lo es en toda la extensión de la curva.

Supongamos que concuerdan los ejes del elipsoide de compara-
eión eon los de la figura de sexto grado y encontremos el radio
veetor en ambas figuras a los 45°, donde es presumible que pueda
eneontrarse la mayor diferencia.

b
El radio veetoI' de la elipse es: Qe = TomandoV 1- e~ e08~ <p

1J
la fórmula (1) y haciendo x = V 2 (lo que da para la elipse

un ángulo de 45 o 5' 54"), tendremos:

KM bQ=
K M 4 2 2 b2
-b-- ¡¡; W 2

pero teniendo en euenta que w2 = ~2 (Siendo T el período)

KM
y que la fuerza de la gravedad en el polo es gp = ----:¡;¡- nos queda:

bQ= 2 ¡¡;~b
1---

gp T~
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Encontrando el valor numel'lCO, hecha la comparaclOn con el
elipsoide de Hayford que da una diferencia mayor que el de Clarke,
tendremos:

Hadio vectOl' ell la curva:
Hadio vector ell la elipse:

Diferencia

6367278 metros
6;~672!J4 metros

16 metros
Como la concordancia en la tierra, en donde las medidas geo-

désicas se han practicado con tan riguroso esmero, es tan pel"feeta
como se acaha de ver y como la fórmula es general para todo cuerpo
en rotaciúll, es ffu'il emmyar cómo resulta la comparación con
.JFI'I'l'El{.

SustituYP)Hlo valm'ps pn la ecuaci{m (:~) se obtiene el siguientp
rpsultado:
Valor de b deducido de medidnH micro-

mf'tricas: ",',., .. , ,....... 6661791 O m. (Snmpson)
Vnlor d(~ /) de(luddo de la fórmula de

equilil)J'io: ,' .. ', ',.. J:i54!)7800__~_
Difpl'encia: .,' .. ,.,.... 1120110 m.

Esta difel'e)wia no ps exagerar!;) pues como masa de .JÚpiter
!tpmoR tomado la maRa total del sistema, ine1uypndo satélites; y
para rotaeiún, ya quP la rotacioneH observadas son varias, un pro-
medio prohal¡le que es muy seguro no corresponda a la rotación
re)'(]adera (lel gloho.

l'el'(¡ todavía eucontramos una relaei{lll de valoreH muy ol'iginal
y que se ln'esta para oÜ'a comprobación.

En la [únllula (::) teIldn~mos:

b =0+ a;l.: d(' dOJl(lp: ba:;= e (a - b); o sea: ba~ = Ca -:;..!J
a-h

Ih' !loud(', telliendo ('n ('\H'nta que -~-- es aplanamiento:a

/)(/~= e. ([pi; b([,~ = J(J[
.------ aj)l
4 ,'" .. n:- w-

Sabiendo que la figura de equilibrio es muy Hemejante a un elip-
soide de ren¡]u('Íúu. podemoR suponer que no cometemoR un gran
error al sustituír su n¡]umeu por el del elipsoide de ejes iguales
y poner PO)' tauto:

i.. n: a~ b = J( Ji!.. apl;a .. ;-;Jt w'.!.
o sea:

.M
---~--

= 4 ""n: ba-
.>

1
apl.

Mpero como ---P' es dpusidad ahsoluta (6,), uos quellarú t'iua]meutp:

Al
JI

- 281-



Como el segundo miembro es un número cuyo valor es idéntico
para todo cuerpo en rotación, llamado T el número de segundos
que gasta el cuerpo en dar una revolución tendremos:

3:n:
1\ T2 apl- --u - K

Esta relación que nos parece muy interesante puede enunciarse
así: "EN TODO CUERPO TOTAL O P ARCIALM:ENTE FLUIDO
QUE GIRE ALREDEDOR DE UN EJE QUE PASE POR SU
CENTRO DE GRAVEDAD, EL PRODUCTO DE SU DENSIDAD
MEDIA POR EI~ CUADRADO DEL NUMERO DE SEGUNDOS
QUE INVII<JRTA EN UNA REVOLUCION y POR SU APLANA-
MIENTO ES IGUAL A UNA CONSTANTE".

A l' dI' t 1 1\ T '> 1 8 :n:1~P lcan o esto a a tIerra en( remos: Ut e apt = ~
Si aplicamos valores encontramos para densielad ele la tierra la de

5,5765
la que está muy cerca de la encontrada por otros procedimientos.

1\ > ;~ltAplicánelolo a .JÚpiter se tendrá: Uj Tj~ ap1j = K

Dividiendo la una por la otra: - ;;

6t Tl a1Jl¡
de donde: ---¡;:--- = r¡' 2. --.-,'--

Uj t apt
luego, sustituyendo valores, encontramos como resultado numerlCO
que la densidad de .JÚpiter es de 0,29995, tomando la de la tierra
como unidad.

Pero si tomamos como masa del globo de .JÚpiter la de todo el
sistema, incluyendo satélites (no tenemos dato del valor de la masa
aisladamente) y la dividimos por su volumen supuesto elipsoide,
tendremos como densidad 0,30172, tomando la de la tierra como
unidad.

l,a difereneia es muy pequeña máxime si se tiene en cuenta que
en el segundo cálculo hemos cometido un error.

Por ahora nos contentamos con la presentación de la fórmula
general de equilibrio de acuerdo con las hipótesis que hemos enun-
ciado al principio y con haber mostrado unas coincidencias, no nos
atrevemos a llamarlas comprobaciones, entre los números teóricos
deducidos de la fórmula presentada y los números experimentales
deducidos de las medidas verificadas.

En un próximo estudio haremos ver que las coincidencias con
respecto a Saturno son aún más imprevistas y que las fórmulas
(1), (2) Y (4) dan todavía muchos motivos de esparcimiento para

- 282-



quienes tengan la afición a estos estudios. A ellos les indicamos
que si quieren deducir algo con respecto a Saturno, no deben ol-
vidar que el anillo gira en un tiempo mucho menor que el planeta.

Nos hemos atrevido a presentar estas hipótesis especialmente
por tres razones:

P-Porque la hipótesis presentada en la forma en que lo hemos
hecho, no obliga a nadie a ereer en ella; pero sí puede mover la
curiosidad para investigar el por qué de las coincidencias encon-
tradas; nosotros no hemos podido hallar la razón.

2~-Porque no hemml encontrado niguna fórmula en la eual se
deduzca la forma del geoide directamente de las leyes meeánieas,
de tal manera que eoineida eon la realidad experimentada.

3~-Porque la gravedad dedueida experimentalmente en la tierra
resulta mayor de la que correspondería a un elipsoide en reposo
de la figura del de Clarke o del de Hayford, de aenerdo eon la ley
de Newton solamente.

No creemos haber hallado una verdad. Aspiramos, sí, a que la
euriosidad que despierte este asunto, haga que los demás la eneuen-
tren. Tal vez al rectifiear los errores que este escrito pueda con-
tener, nos hagan conocer una verdad para nosotros desconocida y
y con ello habremos tenido una gran satisfaeción.
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