CURSO DE ANALISIS MATEMATICO DICTADO
EN LA FACULTAD DE MATEMATICAS
E INGENIERIA

por JORGE ACOSTA V.

(CONTINUACION)

II—FUNCIONES ALGEBRAICAS QUE SE SABEN INTEGRAR

3.—Integracion de las funciones racionales.

Las funciones algebraicas racionales pueden ser enteras o frac-
cionarias: las primeras son los polinomios enteros, cuya integra-
cién es inmediata. Vamos a ocuparnos, pues, en el estudio de la
integracion de las fracciones racionales.

Para encontrar el valor de la integral

[F (z) da
] (@

en que F y f representan polinomios enteros en «x se
comienza por descomponer la fraccién en elementos simples, lo
que se hace de la siguiente manera:

Si el grado del numerador es por lo menos igual al del deno-
minador se efect@ia la divisién, ordenando los dos polinomios por
las potencias decrecientes de x y se llega asi a obtener un co-

ciente entero Q(x) y un residuo ¢(x) que satisfacen a la
identidad

Fix)=Q (%) f(x) T ¢(x)
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en la que ¢ (x) es un polinomio de grado inferior a f(x),
y por consiguiente:

/]f:fx)) = j Q (x) dx +-/ d)f((l))d,

Como el primer término del segundo miembro es la integral
de un polinomio entero, su valor se puede escribir inmediata-
mente y el problema se reduce a integrar una fraccién en que el
numerador es de grado inferior al denominador.

Para efectuar la descomposicién de esta fraccion en elemen-
tos simples se comienza por simplificarla suprimiendo los facto-
res comunes a los dos términos, si los hay.

Una vez simplificada la fraccién se resuelve la ecuacion ob-
tenida al igualar a cero el denominador para encontrar los fac-
tores binomios en que éste se descompone, y se obtiene asi la ex-
presion:

F(x) =N (x—a)" (x—B)" (x—c)" ... (x—Fk)

en que N es el coeficiente del término de mayor grado del

polinomio, a, 4,¢, ... 2 son las raices de la ecuacién f(x) = o
y m, P, q, . . son sus respectivos grados de multiplicidad.
Seglin la naturaleza de las raices 4, 4,¢, ... £ ocurren en

la descomposicion de la fracciéon en elementos simples diversos
casos que vamos a considerar en seguida:
a) Caso en que las raices son todas sencillas.

En este caso es posible encontrar # constantes perfectamen-
te determinadas que satisfagan a la relacién idéntica:

b(x) A B K
f(x) @ a—l—.vhb_{_""_}_,r—k 1)

siendo # el grado del polinomio f(x). Podriamos deter-
minar los valores de esas constantes por el método de los coefi-
cientes 1ndeterminados, multiplicando los dos miembros de la
ecuacién 1) por f(x) e igualando en seguida los coeficientes
de las mismas potencias de la variable, pero el procedimiento
que expondremos en seguida tiene la ventaja de dar una expre-
si6n muy sencilla de las constantes 4, B, C, . .. K y mostrar
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al mismo tiempo que estas constantes no son ni nulas ni infinitas,
sino perfectamente determinadas.

Al suprimir en la igualdad 1) el denominador f(x) se
obtiene la ecuacion:

() =a 4 p Loy g SO

cuyo segundo miembro es un polinomio entero del grado #-— 1,
puesto que x-—a, x— 4, ... son factores de f(x).

Démosle a  x  en la ecuacidn 2) el valor de la raiz a:
la ecuacién se reducira a

(@)

¢ (a) = 17;7;

puesto que por hipdtesis f (2) es idénticamente nulo y nin-
guna de las diferencias ¢ — 4, a—c¢, ... lo es.
f(a)

Determinando el valor de la fraccién indeterminada “—ua

— ,por la regla conocida del cociente de

que es de la forma —

las derivadas, resulta:

J(a) ('1)
¢ (a) =47

lo que da para el numerador de la primera fraccion del segundo

miembro de 1) el valor:

é (@)
¥ () 3)

Este valor es perfectamente determinado y no puede ser nulo
ni infinito porque los dos términos del quebrado que lo repre-
senta son diferentes de cero, ya que por ser irreductible la frac-
¢ ()
f (@)
numerador y por ser 2 raiz sencilla de f(x) no anula a

su derivada  f'(«x).

Procediendo de la misma manera encontramos para las otras
constantes los valores:

A=

cién Ia raiz 4 del denominador no puede anular el

_ 4 (9
— J(o)

B——__.._

I
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Sélo resta establecer que estos valores convierten la igualdad
1), o su equivalente 2), en una identidad.

Ahora bien, al sustituirlos la igualdad 2) se satisface para
los » wvalores de la variable x =4, x =5, x=¢, . X
y como este nimero es mayor que el grado del polinomio ¢ (x),
la igualdad debe satisfacerse para cualquier otro valor de la va-
riable, es decir, que debe ser idéntica.

En consecuencia, cuando las raices del denominador son sen-
cllas la integral propuesta se reduce a la suma de integrales

simples:
¢ () _ dz Fdx
f—fW dx = 4 / e +K f L

cuyos valores pueden escribirse inmediatamente, y asi se tiene:

?((a:)) dx=Al(x—a) +Bl(x—b)+ . +KI(x—Fk)

Esta formula es aplicable sélo para los valores de x que
hagan positivas todas las diferencias x—a, x— &, .. x—£k,
puesto que si una de ellas, x—a, por eJemplo, es negativa,
su logaritmo serd imaginario y la férmula se vuelve ilusoria, pero
entonces podemos escribir:

dr (v —a) da—ux) _
fm—(b_] r—a _/ a—z =l(a-—x)

y vemos asi que en este caso basta cambiarle el signo a la dife-

-~

rencia, o sea que

=1l[* (x—a)], tomandose siem-
$_—_

pre el logaritmo de valor absoluto de la diferencia.

b) Caso particular de las raices sencillas imaginarias.

Si algunas de las raices de la ecuaciéon f (x) =o son ima-.
ginarias los correspondientes elementos simples de la descompo-
sicién resultan imaginarios, pues si, por ejemplo, 2 es de la
forma o +4fi resulta:

_ @(a+4Bé) )
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y entonces:

A G4+ Hi
r—a  r—a—0Ppi 5)

Tendriamos asi al aplicar la formula 4) una suma de loga-
ritmos de cantidades imaginarias, que son imaginarios y el resul-
tado es ilusorio. :

Pero como el polinomio f(x) es de coeficientes reales,
st la ecuactén f (x) = o tiene una raiz imaginaria de la forma
a=0a+ B4 tendri necesariamente como raiz a la conjugada
b=a—PBi yla fraccién simple correspondiente a esta segun-
da raiz imaginaria sera:

B G—Hi

r—b  w—a-pi 6)

Agrupando los dos términos imaginarios conjugados 5) y 6),
resulta:
A B G+ Hi G—Hi
r—a + w—b  x—a-—p1 + x—a-+fi

y al reducir a un comn denominador los dos quebrados del se-
gundo miembro se tiene:

A B 2G (r—a) —2Hp
r—a + r—b (—a)* -+ p? 7)

expresion en que sélo hay cantidades reales.

Se tiene asi:

{Ad:p n [ Bdr _ /‘z(; (#—a)de [ 2HBdr
J v—a ].r—b Jo(z—a)® 4R (r—a)? + f?

y el problema se reduce a calcular las integrales de las dos frac-
ciones del segundo miembro.

Al observar la primera de esas fracciones vemos que, a menos
del factor constante G, el numerador es la diferencial del de-
nominador, y asi puede escribirse inmediatamente su integral:

/"(l(l—‘—(l)d)’ ___Gll(x_a) +‘59J
(#—a)* -+ f*
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En la segunda fraccién, sacando del signo el factor constante

2HB queda la integral:

f dz
(@—a)+§

que se puede escribir asi:

dx 1 B 1
/(w—a)zﬂsz” B ‘“(:v—a T

)

B

x

Procediendo de la misma manera con todos los demas pares
de raices imaginarias vemos que queda completamente resuelto
el problema de la integracién de la fraccién racional cuando las
raices del denominador son sencillas, bien sean reales o imagina-

rias.
Ejemplos:
f() —x—2
Las raices del denominador son aqui — 1 + 2, de
manera que podemos escribir:
3—2¢ A + B
(et 1) (#—2)  z+1 ' @2
y aplicando la formula 3), se tiene:
5 1
A=—5,B=—"3
de donde resulta finalmente:
3—2¢« _ 3 1

20 dr
PR
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1 A B

Haciendo i~ =2_—¢ T 3 Ta Y observando que
: 1 1
aqui (;),f;)) =-— "5, seveque A:——z—ld—- v B=5,
0 sea que
de 1 1
faz_a,z '—"—Wl(x——a)-k 5 L(x+a)+C,

y haciendo 24C =/I¢ en que ¢ es otra constante arbitra-
ria la integral se reduce a:

f dua . 1 < €r—da >
- = 5 1 ¢
@ — x* 2a x4+ a

39 j Satl dx

2 (a7 —8)

El denominador se puede descomponer asi:

2(x*—8)=2(x—2) (x*+ 2x+4),

v el tercer factor tiene las raices imaginarias — 1 £3iV/ 3;
podemos por tanto hacer:
3a+1 — 4 + By+4C
2 (a4 —-8) T —2 4+ 2244

Quitando denominadores resulta:
3x+1=2A4A(x+2x+4)+2(Bx+C) (x—2).
Si aqui hacemos & =2 resulta 7=244 de donde

~

A= ‘—)‘1 que es el mismo valor dado por la férmula 3).

Haciendo ahora x=—1+3iV 3 que es una de las raices
imaginarias del trinomio x* + 2x + 4 resulta:

—2+3V3i=—6C+(2C—8B)\V 3i
ecuacién que se descompone en dos, asi:
—2=—6C, 3V3i=(2C—8B)V3i

v nos da:



de manera que

3z+1 dxe = 7 dz 1 Tx—8 d
2 (7 —8) 264 ) 7—2 )2t 2s4+4%"

La primera de las integrales del segundo miembro es inme-
diata y la segunda puede escribirse asi:

/ To—8 7 (2@ 1) de
»¥+2x44 2 J(x+1)242 _/(w+1)‘~’+3
* z+1
/ 1 d V3
y como ‘—'-‘—( T1)° _*_3 \/3 1;—}—1)_’_1
V3
resulta finalmente:
341 _ T r—2
fm T e UEieagt T

/9 1
5V arctgw - + C.

¢) Caso en que el denominador tiene raices miltiples.

Si alguna de las raices del denominador es mualtiple la for-
mula 3) se vuelve ilusoria, pues, entonces esa raiz anula a la
derivada: f(x). Para descubrir la descomposicién aplicable en
ese caso supongamos que el denominador tiene una sola raiz con
el grado #» de multiplicidad, es decir que se trata de una frac-
ci6n de la forma

Q(x)
M (z—a)"

Desarrollando a ¢ (x) por las potencias de x—a se-
gin la férmula de Taylor, se tiene:

P+ e—a Fop@ () (x—a) 4

f(z) M (x—a)®

1 . o
N w=1% ' (a) (01’-—(2_1
M(z—a)"

— 316 —



El desarrollo del numerador no puede tener mas términos
porque el polinomio ¢ (x) es cuando mas del grado #»—1
segn la hipotesis.

Separando los términos del segundo miembro vemos que en
este caso la fraccién se descompone asi:

ey __ A 4, + Az _|_ 4 A

f (@) (g —a)® (x—a)™ | (a2 P

o sea, en una suma de fracciones que tienen numeradores cons-
tantes y cuyos denominadores son las potencias decrecientes de
x—a a partir del grado .

Silaraiz & esdeungrado m de multiplicidad, inferior
a #n, podemos escribir:

flx)=(x—a)" fr(x)

llamando f1 {x) al producto de todos los demas factores del
polinomio.

Hagamos entonces:

Q@ (-’E) — A 4 Ay Ap-1 _'_lp (/D)
f(x) (r—a)™ (w——a.)m*1+ o +.r—-a,+f1 (x) 8)
en que A, A1, . . Am-1 son cantidades constantes y ¥ (x)

es un polinomio entero en «, de grado inferior al de ¢ (x).

Multiplicando los dos miembros de la ecuacién 8) por f (x)
resulta:

é(x)=fi(x) [A+ Ar(x—a) + A2 (x—a)*+ . . +
+ Am-1t(x —a)™ ] + ¥ (x) (x —a)".
0 sea:
b (x)—fi(x)[A+ A (x—a)+ A2 (x—a)*+ .+
+ Am-1(x—a)" '] =¥ (x) (x —a)™

Si reemplazamos a ¢ (x) vy fi(x) por sus desarrollos,
por las potencias crecientes de x— 2 y extractamos esas po-
tencias como factores, resulta:

¢ (a) —Afi(a) + (x—a)|¢d'(a) — 4 f'l(a) — A1 fi(a) ]+
O g a) — A fi7(a) — 2 43 fi'(a) + 2 42 fa(a) ] +
o =W (x) (x—a)". 9)
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Como el segundo miembro de esta ecuacién es divisible por
(x—a)", el primero debe serlo también, lo que exige que los
coef1c1entes de las potencias de x—a inferiores al grade m
sean idénticamente nulos, y al expresar esta condicion se obtienen
las m  ecuaciones:

b(a) — A fi(a) = o
d(a)— At (a)— A1 fi(a) =0
¢"(a) — A f(a) —2 A fr'(a) + 2 A2 fi(a) = o

que son de primer grado en A, A1 ... Awn-1 y determinan per-
fectamente los valores de estas constantes pues los denomina-
dores de los quebrados que las representan son las potencias de
fi(a), que por hipétesis es diferente de cero.

Anulados en el primer miembro de la ecuacion 9) los coefi-

cientes de los 2 primeros términos, la division del resto por
(x—a)" da el valor del polinomio ().

Al aplicar el mismo procedimiento a la fraccién v () _

. f (@)

se obtiene: ‘
Y(r) B By n By Yu(r)
fi(z) (#-—b)v —p)yrt e x——b * f2(2)

v continuando de la misma manera se llega finalmente a des-
componer la fracciéon dada asi:

$(v) _ 4 4

‘4m—-1 I))
fr)y  (e—a)™ + (r — a)m T

r-—da (7; by

+

e m e O 4 O

(a—b)r-1 x—0 (w0 —e)s 7—rc

+. o+ R
r—Fk

v el problema se reduce entonces a integrar expresiones de la

( 3% cuyo valor puede escribirse inmediatamen-
€Xr—a

/ Adr N A
J x—a)y" T (1—m) (2 —a)m?
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d) Caso de las raices imaginarias miltiples.

St una de las raices maltiples, ¢ por ejemplo, es imagi-
naria de la forma o+ fi, otra raiz 4 tendri que ser la
imaginaria congujada @-—B; vy entrari en el mismo grado de
multiplicidad. Agregando las fracciones que tienen por denomi-
nadores dos potencias iguales de los binomios imaginarios conju-
gados se pueden hacer desaparecer los términos imaginarios, pero
es mas ventajoso el procedimiento que se indica en seguida.

() Ax+ B Ay x -+ By
Hagamos: 0y =T =l 49 T [fw— a4 i T
A1 & + By Y (o) IO)
RO T e
enque A, B, A1, By, ... son constantes que se trata de deter-

minar, Y(x) es un polinomio entero en «x  desconocido y

fi(x) es el cociente de f(x) por [(x—a)® -+ B*]™

Multiplicando la ecuacién 10) por f(x) 'y pasando al pri-
mer miembro todos los términos con excepcion del Gltimo, re-
sulta:

d(x) — (A x + B) fi(x) — (Aix + B1) [(x— 0)* + B*] fi(x)

*(AQX+B2) [(X—a)2+62]2f1 (x)* L. T (44m—1N+Bm—1)
[(x— @) +B] ™ f1 () = ¢ (%) [(x —)* + B2 11)
Las constantes A, B, A1, Bi, ... . deberin determinarse

por la condicién de que el primer miembro sea divisible por
[(x —a)*+ B*]™, o lo que es lo mismo que se anule, lo mis-
mo que sus derivadas hasta el orden m — 1 para el valor

= o+ i

Escribiendo estas condiciones se obtendran s ecuaciones
entre cantidades imaginarias, que determinan perfectamente las
2m constantes de que se trata: en la ecuacién 11) todos los
términos a partir del segundo tienen el factor (x — a)* + B*
y por tanto, se anulan al dara «x el valor @+ Bi, reducién-
dose asi la ecuacion a:

d(a+Bi) = [4 (e + Bi) + B] fr (e + Bi).

Esta ecuacidn sélo contiene las constantes A4 y By como
se descompone en dos al igualar separadamente las partes reales
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y las imaginarias de los dos miembros, estas dos constantes que-
darin perfectamente determinadas.

Al derivar la ecuacién 11) y hacer en esa derivada x = a + f4
resulta una ecuacién de primer grado en que sélo figuran las
cuatro constantes A, B, A1y B1 y como las dos primeras son
conocidas podran determinarse perfectamente las otras dos. La
aplicacion sucesiva de este mismo procedimiento conduce a deter-
minar todas las constantes.

Como consecuencia de lo expuesto, cuando el denominador
de la fraccién por integrar contiene ralces multiples imaginarias,
el problema se reduce a calcular integrales de la forma

Ax 4 B ,
da en que s es un namero entero.

D —o0)® + 2

Esta integral se puede descomponer en dos, asi:
" (Ax -+ B)dr _/_A_Ld~—a) dr . / (Aa-+ B).dr
[f—wr o = [T 4 57 = T o

Haciendo (x —)*+40°=: la primera integral del se-
gundo miembro se reduce a:

_1_ 4 [at A o
PO (T —m) y por tanto:

f A (x—a) dr ) i
[(x—~a)2+ﬁ 1" T 2(1—m) [(x— o) + B

y cuando m =1

" A (#—a)de 1 . R .

La segunda integral puede escribirse asi:

" (Aa-+ B)dx Ao+ B[ dir
[(x___a)z _I_ B‘J]m - (:’)'Jm / VJI‘—U-\Z m
/ ey
v haciendo # ﬁ- 2=/ con lo que dx =Bdr el problema
se reduce al calculo de la integral: In = / —(—1——%3;
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Agregando y restando £ dr al numerador de la fraccidn
tendremos idénticamente:

fo— [U e ar
m — (1+t2)m—‘ (1+l2)m
t* dt
O sea, Iw = Im-1 —/?ﬁt—z)ﬁ ]2)

edt 1 2t dt d (14

1
pero WF—E—Zm—jt(“i— _).)m

e integrando por partes:

[ _tdr t PR [ ,
JA+5"" " 2m— 1D+ 2(m— 1)) (1 + £
Al reemplazar este valor en la ecuacién 12), resulta:

14 1

Im = Im—l ‘J[_ 2 (’H’I/ - ] ) (1 + t2)m~—1 ‘) (7}’!__—' 1) m 1

que se reduce a:

t 2m—3
Ilﬂ‘
S m — 1)1 F eyt Ty g e

De este modo la integral /m se expresa en funcion de
Im1 y ésta se expresard en funcidon de w2 y asi sucesiva-
mente, disminuyendo de unidad en unidad el exponente de
1 + 7 hasta llegar a la integral conocida

I =

fl TE = =arctgt con lo cual resulta finalmente:

_ t
(1+t)"‘ T 2 (m—1) (1 2)mi LT )
4 2m—3 2m—5 t
2(m-—2) (14 )™= 2m-—2 " 2m—4 "2 (m—3) (14 )™
Z2m—3 2m—5 2Zm—7T 3 1 t
T 2m—2'2m—4 2m—6 71-":;(?:}—?

+ arc tyg tA) + C.
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4 .——Otro procedimiento para la descomposicién
de la fraccién racional.

Puede también descomponerse la fraccion racional en frac-
ciones sencillas por medio del procedimiento que se vera adelan-
te, de mas sencilla aplicaciéon que el expuesto en muchos casos y
que se funda en los dos principios siguientes:

19 Una fraccién racional cuyo denominador no tiene la raiz  a

se puede desarrollar en serie ordenada por las potencias po-
sitivas crecientes de X — a.

Q (=)
P (x)
las potencias crecientes de x-—a mediante la férmula de
Taylor, tendremos:

St en la fraccidén

desarrollamos los dos términos por

4 ’” (r— )2
0O (x) __(L) (¢) + Q (a) (x—a)+ Q ((l)%+_'._

P(x)

)?

P(a) 1 (a) (£ —a)+ P (a) U‘)‘v NI
Al efectuar la division algebraica de estos dos polinomios en-
teros en x—a asi ordenados resulta:

g;ij = A+ Ay (r—a)+ Ao (r—a)'+ ...

que es lo que nos proponiamos demostrar. Si el polinomio Q
no es exactamente divisible por el polinomio P el desarrollo
precedente sera ilimitado y si queremos detenerlo en el término
del grado m podemos, al hacer la divisién, prescindir de los
términos de grado superior a  m en dos polinomios.
Aplicando este principio a una fracciéon cualquiera podemos
desarrollarla en serie ordenada por la potencias crecientes de uno
de los factores binomios del denominador en la forma siguiente:

Sea la fraccion 4./ y supongamos que el denominador

fx)

tiene una raiz « multiple de grado m, es decir que

f(x)=(x—a)"fr (%)
en que fi (x) esun polinomio entero que no tiene el factor

(x —a).
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De acuerdo con el principio demostrado podemos escribir:

b (2) :—A—{-A, (r—a) + A (z—a)?+ ... Ap (@ —a )™+

fi(®)
Am+](."1'——d)m+1+.
y entonces:
d(x)__ 4 4, Am 1
f(z) (r—a) m+ —aq) m—1 Ry

+Am+A- m41 (r—a) 4 ...

y si queremos prescindir en este desarrollo de las potencias posi-
tivas de x—a podemos limitar los desarrollos de ¢ (x) vy
fi (x), antes de hacer la divisién, a los términos inferiores al
grado m, pudiendo escribir entonces:

d ('T) A Am_1
f(.T) (;I‘——- )m + )mw_l + . N {(I’__*a’) +

funcion entera en . 1).

29—Una fraccién racional que no se hace infinita cuando se atri-
buye a la variable x  cualquier valor real o imaginario,
finito o infinito, es una constante.

Sea la fraccion If—i cuyo denominador, descompuesto en
o
sus factores binomios de primer grado, tiene por expresién:
f(x) =N (r—a)*(x—b)? (x—c)t... (x—Fk).

St esa fraccidn no se hace infinita al dar a  x el valor g,
necesariamente el numerador sera divisible por (x—a)™ vy
analogamente st no se hace infinita para ningGn valor de x 1gual
a una de las raices del denominador serd el numerador divisible
por todos los factores binomios del denominador en sus respec-
tivos grados de multiplicidad y en consecuencia el cociente sera
exacto y la fraccion serd igual a un polinomio entero P (x).

Stal dara «x el valor x= % este polinomio no se hace
infinito sera porque es independiente de  x y entonces tiene que
ser constante, lo que demuestra la proposicion.

b (%)

f(x)
por las potencias crecientes de  x —a, conservando s6lo las po-
tencias negativas, como en la férmula 1).

Establecido esto desarrollemos la fraccion en serie
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Hagamos el mismo desarrollo por las potencias de x —4
con lo cual obtendremos la expresién:

d(x) _ __B B, B, 1
fo) = fo—op T a—pp— Tt

funcién entera en «

y lo mismo con todas las demas raices y consideremos la suma
de las fracciones que conservamos en todos los desarrollos o sea
la funcién:

) — A A4 Am._1 B
F(J)—— ({D—(I/)m+ (a:——a)m*'l + oo+ T—a + (41’——b)l’+
’B1 If,__.‘] (/V 01
mp_—_l+"'+wl——b+ (xr— ¢)t +(.f1f»-c)“"1+"'+
Cq—1 K ‘

Vamos a demostrar que la funcion F (x) es idéntica a la
fraccién propuesta.
En efecto, la diferencia  F (x) b (%) L4 e hace infinita

f(x)

para x—a puesto que en ella desaparecen todos los términos
que tienen como denominador el binomio x—a y por la mis-
ma razdn esa diferencia no se hace infinita cuando se le dé a la

variable x los valores 4, ¢, ... 4; evidentemente esa dife-
rencia permanente finita para x = porque F (®)=o0 vy
b (x)

y la fraccién se anula para x = ®©  por ser el numera-

f(x)
dor de grado inferior al denominador; luego en virtud del segun-
do principio esa diferencia, que es una fraccién racional, tiene un
valor constante y ese valor es cero porque tanto F (x) como
b (z)
f(x)

€)

ax

En consecuencia la fraccion €(/ queda reemplazada

f(x)

idénticamente por la suma de fracciones sencillas que figura en
el segundo miembro de la ecuacion 2).

se anulan para = ©,

Para obtener los coeficientes A, A1,. .. se desarrollan las
funciones ¢ (¢ + 4) y f1(a+ %) por las potencias crecientes
de 4, limitando los desarrollos en los términos del grado
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m— 1 y se hace la divisién llevando el desarrollo hasta ese
mismo grado: los coeficientes de las potencias sucesivas de /%
seran las constantes buscadas. En la misma forma se procederd
para determinar los demas coeficientes.

A cada raiz corresponde un nimero de coeficientes igual a su
grado de multiplicidad, de manera que a una raiz sencilla % co-

rresponde un solo coeficiente cuya expresion: K= df),((l;:;j
resulta en el nuevo método asi:
dk+n)  (k)+&(k)h _ b(k) i—l—
fk+h) — J(&)+F (k)b — [ (k) h

funcién entera en 4
puesto que f (%) =o, lo que da la forma indicada para el
1

coeficiente de X

Ejemplos:
19—Sea la integral de uso frecuente: qd'“” -
94
como a1 =(x—1) (& + 1)
se puede escribir:
at—1=f(x) Ra=1F(x)
y por tanto:
o(1) 1 b(—1 _ 1
fa) 2 f(—1) 2
y entonces:
dx 1 ‘ 1. Ly e—1 ;
/‘_“—_4172—«1 = —2‘1(;1,—1)—31(‘L+1)+(,_1L xr O
20—Sea la integral: S —
L =1
Como las raices son triples podemos escribir:
74 A, Ay B
I = a1 T a—iF T r—i Yt T
B, B,
e+ 1)F T w1 ).
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Para determinar los coeficientes A desarrollamos la frac-

ci6n (_.1_4%7)? por el método de la division, asi:
1 18+12h+6h2
—1—%;»_% n2 —1 ————h—{—— B2
h= .
+'—zh+%}"
+ 2w
—~——i—h3—
Lo que nos da: A:-g-;— ,A]:~—1% c Ay = ]2

Para calcular los valores de B, B:y B: podriamos aplicar el
mismo proced1mlento pero la operacion puede efectuarse directa-
mente asi: al cambiar en la igualdade)a x por —« el pri-
mer miembro no cambia y por consiguiente el segundo debe con-
servar su valor, lo que exige que:

1 3 3

- — = By = — —- 9 = —
B 3 i 16 Bs 76

o sea que los coeficientes de los términos de grado impar en
x+ 1 sean iguales y de signos contrarios a los de los términos
correspondientes en  x— I, y que los de los términos de gra-
do paren &+ I, sean 1guales y de mismo signo que los de los
términos correspondientes en  x — 1.

Efectuada asi la descomposiciéon en fracciones sencillas la in-
tegracidn es inmediata y resulta:

d: 1 1 1 3( 1 1
0/‘(.1,»_![1)3 :?<2(x+1)2 Hz(a:—l)'-’)_i_"lTi(m—f—l + m_1>

3 ’I‘-—I Y
Tl e ¢

ot a4 1
0. B A N 9
3 / (7 1) dir
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El denominador tiene dos raices imaginarias triples y por
tanto se puede escribir:

a1 A Ay As B
(22 + 1) 7 (oe—1i)? ™ (& —i)* + x—1 + (4 1)3
By B,
R Sy

Para encontrar los coeficientes A  desarrollamos por las
potencias de wx—i las funciones ¢ (x)=a'+a*+1 vy
fi(x) = (x+1i)", haciendo para abreviar x—i—=2/A y dete-
niendo los desarrollos en el término en A° 'y hacemos la divi-
s16n limitandola a los tres primeros términos, cuyos coeficientes
seran los valores buscados, asi:

1—”}11'—'7113 |~—-8L~—]Zh—f—6hz
B 7
— 1+ hz—}———h -T\; —}———L—T():hl
1 . 17
— 37” 7’h
+— hi 4+ 7h
*
~ T
i 1 T
de donde resulta A= Q A= 76 A= T

Podriamos obtener los otros tres coeficientes por el mismo
método, pero haciendo igual consideracién que en el e jemplo an-
terior vemos inmediatamente que sus valores son: ’

B=— % B, = ]—1 B, = Z—(: y por tanto se tiene:
ey N 1 o
(a2 +1)% 8 (x—i) + 16 (& —i)* 16 (¢ —1i)
i 1 Ti
Rk P T torrir ¥ ey

Como las integrales del tercer quebrado y el Gltimo nos da-
rian logaritmos de cantidades imaginarias, reunimos esos dos que-
brados antes de integrar, lo que da:

i( 11 )__7. 1
16\r+i x—il 8 @41
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y entonces

ot 2* - 1 { 1 1 . 1( 1
[ mrip W= 812(45'2—{—1')2'-2(072—17)3] \e—7
1 7 ,
’I‘—}—-’I’) —lr-—m('t(} x4+ C.
que después de hechas las reducciones queda:
a7 ® z T g
/. L1 de = Nz JE —+ 3 arctg. . + .

Al aplicar a este mismo ejemplo el primer método hariamos:

422 +1  Aax+B Ay + By As o 4+ B
(BZF 1) (P (IR T At

lo que da: e+ 1=Av+ B+ (Ao + By) (2°4- 1)
+ (Arx + Bs) (#* 4 1)*
Al hacer aqui x =4 la ecuacién se reducea | =4 i+ B
loqueda A4 =0, B=1 vy por tanto:
gt = (A 4 By) (424 1) & (Aar 4 Ba) (42 + 1)2
y dividiendo por «* + I:
72 = Ay g+ By (s 4 By) (0% 4 1

Haciendo aqui nuevamente x =i resulta:

— 1 =41i+ B lo que da: Av=o0, Bi=—1
y por tanto:
14+ =(Adox+ Bs) (22 + 1) 0 sea: 1= As»r + B
lo que da: A2=o0 B:=1 y entonces:

e at a 1 7 1

S R € ) R = a R

Es facil ver que la integracion de estas tres fracciones da un
resultado idéntico al obtenido por el segundo método.
39—Simplificaciones en casos particulares.

En algunos casos particulares el método general de integra-
ci6n de las fracciones racionales es susceptible de simplificaciones
importantes, como se muestra en los siguientes ejemplos:
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a)—Sea la integral ff (x)dx enque f(x) representa una
fraccién racional #mpar en x es decir que cambia de signo con  «.
Se tendra entonces f(x) =xd¢ (x°) en que ¢ (x) repre-
senta una funcién racional.
. Y 1
En este caso haciendo & = resulta «xdx =-; dr 'y por
tanto:

[f () dax :fard) (%) dx :%{é (t) dit

con lo que el problema se reduce a integrar la funcion ¢ (),
cuyos términos son de grado inferior a losde f (x).

. . - v . . dx
St por ejemplo la fraccidn por integrar es: fm‘

multiplicando los términos del quebrado por & resulta:

wdx _ 1 a
a2t 1) T 2 ) t(t 4 1)2

que se descompone en elementos simples ast:

ifﬁ._dz____a"flz_i a1 [ at
2) te+1)x 2] ¢ 2) (t+1)* 2)t+1

integrales que son inmediatas, y volviendo a la variable « re-
sulta finalmente:

dx 1 a2
fa-(w2+1)2 = z(wﬁ+1)+’1/w2+1+0'

b)—Sea calcular mas generalmente la integral %id, (™)

m

en que ¢ es una funciéon racional de #™. (No es necesario
que el exponente s sea entero).

Se puede escribir: [—d{—(b (™) = fué (™)

adll

m

haciend = lta: _(_lic. m —_1_ _‘lt_
y haciendo / resulta fw(b(x)_m ; d(t),

fraccién racional en ¢, miés sencilla que la propuesta.
Por ejemplo:

e _ 7 dt
T 5| t(a-+bt)

dz x T
5

«

z‘(a -+ ba%) x T( « + bwj'f)
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fraccién que integrada nos da:

"

dr 7 5 5
[71 = E[”} 7 —bl(a—}- b 7) + C.
(a, + bz 7 )
¢)—Si en el denominador de la fraccién no hay sino un solo

factor, como en:

P (x) dx
) ((T I (1,) m
enque P (#) esun polinomio entero de grado #, la descom-
posicion en fracciones sencillas es inmediata haciendo x —a = ¢,
asi:

P(z) . _(Pla+1), _ [tho—{—AJ—{—Agtz—{—...—|—A,,t"

I =

(w - a)m v t”‘ ” A
dt dar
= AO + Al‘ tul + + 1 tnl — n
4)—Sea la integral {—’ o
ca la integra I

Si » es impar la funcién por integrar es impar, y por la
transformaaén x* =1t se reduce al caso anterior.

es par se aplica la integracidon por partes asi:

f 2 da _(nﬁl ade 1 . d(1+42%)
(1 —*—Jﬁ)m d (1 + @ )m ‘3.) (1 + I..)m
lo que da:
fj“da’; ___]_ gn—1 i
J (14 a)m 2 (m—1) (14 xy>jm-—1
1 { (n—1)a"— 2 dux
2(m—1)) (* 1)1

y finalmente:

»rdy a1 . n—1 —dr
[aTem=—sm T aret il et

lo que reduce simultaneamente los dos exponentes vy .

e )—Para simplificar el calculo de las integrales de la forma:

('P(ar;) dx
J(et—1)"
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en que P representa un polinomio entero se puede aplicar la
transformacién

t+1 2dt 4t

x=7-—; queda dxzﬁ??:—ljg y 5172——1:—(?“:‘1?

Este método es muy rapido cuando el grado del polinomio P
no pasa de 2#—2 porque entonces se tiene:

[epsse __ [rlitfoe—s_

(x*—1)" (t—1)* (4t)"

P(EL) gy

4!) tn
y en virtud de la hipétests sobre el grado del polinomio P el

numerador de la fraccién serd un polinomio entero en ¢ y la
integracion sera inmediata.

=2 dt

“Continuard)

— 331 —



