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RESUMEN: Esta revision describe modelos de interacciones atomicas utilizados en la mecanica molecular, enfatizan-
do consideraciones que se deben tener en cuenta para su implementacién computacional. Estos modelos constituyen
los términos de una funcién que aproxima la superficie de energia potencial de un sistema molecular, conocida como
campo de fuerzas. Existen dos grupos de interacciones: enlazantes y no enlazantes. La primera categoria contempla
potenciales estiramiento de enlace, flexion de enlaces, torsién de enlace y flexion respecto a un plano molecular. La
segunda categoria contempla potenciales electrostaticos y de van der Waals. Las interacciones electrostaticas son des-
critas mediante la ley de Coulomb, requiriendo una metodologia de asignacién de cargas. Las interacciones de van
der Waals son modeladas mediante términos de largo alcance asociados a la interaccioén entre dipolos inducidos, y
mediante términos de corto alcance asociados a la improbabilidad de encontrar electrones con el mismo espin en el
mismo lugar del espacio.
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ABSTRACT: This review describes models of atomic interactions used in molecular mechanics, with an emphasis
on considerations in their computational implementation. These models form a function approximating the potential
energy surface of a molecular system, known as the force field. There are two groups of interactions: bonding and
non-bonding. The former includes bond stretching, bending, torsion and out-of-plane bending potentials. The latter
consists of electrostatic and van der Waals potentials. Electrostatic interactions are modeled by Coulomb’s law and
require a charge assignment method. Van der Waals interactions are modeled with long-range terms related to induced
dipole interactions and short-range terms related to the improbability of finding electrons with the same spin state at
the same location in space.
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1. INTRODUCCION

El propésito de esta revisién es documentar modelos que permiten cuantificar las interacciones atémicas
a través de la mecdnica molecular, haciendo énfasis en presentar sus expresiones matematicas de forma
detallada, con miras a su implementacién en un lenguaje de programacién. Esta revision fue necesaria para
programar un médulo de mecdnica molecular, el cual forma parte de un editor de moléculas y cristales que
nuestro grupo esta desarrollando.

Para entrar en contexto, antes de presentar el compendio de modelos de interacciones se muestra una vision
general sobre la mecdnica molecular como herramienta para la simulacién molecular, se presenta el concepto
de campo de fuerzas como aproximacion de la superficie de energfa potencial y se introduce el sistema de

coordenadas internas, el cual facilita el cdlculo de la energia en los diferentes modelos de interacciones.

1.1. Mecanica molecular

La mecénica molecular es un método que aproxima la superficie de energia potencial de una molécula
sin considerar explicitamente su estructura electrénica, a través de modelos empiricos conocidos como
campos de fuerzas. Para un estado electrénico fijo, la superficie de energia potencial de una molécula es
una representacion de su energia en términos de un conjunto de variables que describen su geometria. Su
principio es la expresion de la energia potencial asociada a la perturbacién de una molécula con respecto a
una geometria de referencia o natural, comun a todos sus isémeros conformacionales (Leach, 2001). Esto
permite aproximar estructuras estables como los minimos locales en la superficie de energia potencial, as{
como también las energias relativas entre los conférmeros de la molécula. Para modelar el sistema los
atomos son representados como esferas (con carga eléctrica fija) distinguibles entre si, unidas a través de
resortes que simulan los enlaces quimicos (Ver Figura 1-a).

Los trabajos en mecanica molecular comenzaron con el estudio de Westheimer & Mayer (1946) sobre
la racemizacién de derivados del bifenilo (Ver Figura 1-b), donde la energia molecular se expresaba en
términos de sus coordenadas normales. Posteriormente, Allinger (1976) plante6 la extension del método del
campo de fuerzas a hidrocarburos y algunos otros compuestos organicos expresando la energia molecular
en términos de sus coordenadas internas. Hoy en dfa existen diversos campos de fuerzas especificos para
simular el comportamiento de materiales y biomoléculas.

La mecanica molecular encuentra su principal ventaja en la simulacién de sistemas que constan de miles de
atomos, donde los métodos que consideran explicitamente la estructura electrénica de la materia (métodos
de primeros principios o ab-initio) no son viables debido a su alto consumo de recursos computacionales
en esta escala (tiempo de procesamiento y cantidad de memoria). A continuacidn se presenta una lista de

algunas aplicaciones:

1. Optimizacién de geometrias moleculares: para moléculas relativamente pequefias es comun usar estas

estructuras como punto de partida para optimizar geometrias mediante métodos ab-initio.

2. Calculo de pardametros fisicoquimicos de moléculas individuales: entre estos se encuentran las
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Figura 1: (a) Representacion de un fragmento molecular como un conjunto de esferas y resortes. (b) Férmula estructural de la
molécula de bifenilo. Fuente: Elaboracién propia.

frecuencias asociadas a los modos normales de vibracion, las entalpias estdndar de formacién, los

momentos dipolares y las barreras conformacionales.

3. Andlisis conformacional: esto consiste en la exploracioén del conjunto de conformaciones que puede

adoptar una molécula rotando los ejes de sus enlaces, permitiendo ordenarlas segin su estabilidad.

4. Acoplamiento molecular o docking: esto consiste en la estimacién de las conformaciones mas estables
entre pares de moléculas. Ejemplo de ello es el estudio de la interaccidn entre fairmacos y proteinas o

entre pares de macromoléculas de interés bioldgico.

5. Simulaciones de dindmica molecular: los campos de fuerzas disefiados para mecanica molecular
(ya sea en sus formas originales o reparametrizados), se usan para calcular la energia potencial del

conjunto de estructuras en las dindmicas moleculares.

6. Realizacion de cédlculos hibridos: en estos se define una region de alto nivel donde se manejan métodos
ab-initio para determinar propiedades derivadas de la estructura electrénica, y una region de bajo nivel

donde se maneja la mecdnica molecular para optimizar la estructura molecular.

7. Parametrizacion de métodos de grano grueso (coarse-grained): los resultados de simulacién por
dindmica molecular utilizando modelos de campos de fuerzas atomisticos (que contemplan todos
los atomos) se utilizan para la construcciéon de modelos de grano grueso (en los cuales se agrupan
conjuntos de 4tomos como una sola entidad); este tipo de construccién se conoce como disefio de

abajo hacia arriba (bottom-up) (Darré et al., 2015).

1.2. Campos de fuerzas

Un campo de fuerzas es una funcién que describe la energia potencial de un sistema molecular £ con
respecto a una geometria de referencia, natural o libre de tension, la cual en general es diferente de la
geometria de equilibrio. Esta funcién depende de un conjunto de pardmetros asignados segin la identidad y

el entorno quimico que rodea a cada dtomo - Los modelos de campos de fuerzas presentan una lista de fipos

V 13 N°1 enero - junio 2024 e ISSN-e 2357-5749 e DOL: https://10.15446/rev.fac.cienc.v13n1.109657 e Articulo de Revision 75



Miguel A. Diaz, David S. Coll, David E. Vega

de dtomos, los cuales se definen en funcién de su identidad y de su entorno quimico inmediato (este entorno
estd asociado a cada tipo de enlace donde participa y a la identidad de sus dtomos vecinos). El conjunto
de los tipos de dtomos y los enlaces que existen en el sistema define una fopologia del modelo -; estos se
optimizan con el propdsito de reproducir propiedades medidas experimentalmente o calculadas mediante

métodos ab-initio (Vanommeslaeghe et al., 2014). A continuacion se presenta una expresion general:
E=E,+Ef+E +Es,+Ec+Euw. D

Los cuatro primeros términos modelan las interacciones enlazantes (asociadas a los 4tomos unidos mediante
enlaces quimicos): E, es la energia asociada al estiramiento de los enlaces; E es la energia asociada a la
flexién de los pares de enlaces comunes a cada &tomo; E, es la energia asociada a la rotacion de los ejes de los
enlaces y Ey, es la energia asociada a las flexiones fuera de determinados planos moleculares. Los siguientes
dos términos modelan la energia de las interacciones no enlazantes (asociadas a a&tomos no enlazados): E¢
es la energia asociada a la interaccidn de cargas eléctricas, regida por la ley de Coulomb (1884); E, w es
la energia asociada a las interacciones de van der Waals. En las secciones 2 y 3 se describen modelos para
cada uno de estos términos; las ecuaciones asociadas varian de un campo de fuerzas a otro.

La magnitud obtenida mediante la ecuacion 1 se conoce como energia estérica (steric energy) (Levine, 2014;
Lewards, 2016; Jensen, 2017), definida como la energia relativa a una molécula hipotética, libre de fuerzas
de tension asociadas a estiramientos, flexiones, torsiones e interacciones no enlazantes. La diferencia de
energia estérica entre dos moléculas diferentes no tiene significado, mientras que por otra parte, la energia
de tension (strain energy) corresponde a la diferencia entre la energia estérica y la energia de algiin punto de
referencia comun, el cual suele ser alguna molécula especifica: esto permite comparar la energia entre ellas.

El uso de la ecuacién 1 puede sustentarse en dos premisas:

1. La energia solo depende de las posiciones de los nicleos: en primer lugar no se consideran
las vibraciones moleculares (aunque estas existen en el estado fundamental). En segundo lugar,
tampoco se consideran las variaciones de energia asociadas al cambio de la distribucion electrénica:
los electrones siempre se encuentran en estado de equilibrio para cada configuracién nuclear.
En la deduccién de la aproximacién de Born-Oppenheimer se justifica lo anteriormente expuesto
(Levine, 2014).

2. Latransferibilidad. Ermer (1976) dio una definicién formal de este concepto: “un campo de fuerzas es
transferible desde una molécula A a una molécula B si la concordancia de las propiedades calculadas
de B con respecto a sus valores experimentales es tan buena como lo es para A”. Por supuesto, esto
es valido si la molécula A fue empleada en la parametrizaciéon del campo de fuerzas. El conjunto
de pardmetros que se desarrolla para modelar un conjunto pequefio de moléculas puede utilizarse
para modelar otras especies quimicamente semejantes a las utilizadas en la parametrizacién. Esto
quiere decir que sus estructuras constan del mismo tipo de 4tomos y que poseen coordenadas internas

similares.
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1.2.1. Algunos modelos

En cada campo de fuerzas se afiaden o eliminan diferentes modelos de interacciones entre los dtomos, y se
parametrizan para reproducir propiedades moleculares o supramoleculares. Algunos campos de fuerzas se
describen a continuacidn, en funcién de su similitud de concepto -Existe una clasificacién de estos modelos
que surgié durante el desarrollo de los campos de fuerzas consistentes (Maple et al., 1994), la cual es poco
utilizada actualmente: un campo de fuerzas es de clase I si se restringe a no incluir términos cruzados y
a modelar los estiramientos y flexiones con términos cuadraticos. Un campo de fuerzas es de clase II si
incluye términos cruzados o utiliza términos anarménicos para modelar los estiramientos y flexiones. Los
modelos de clase III son aquellos que consideran la polarizacidn dentro de las interacciones electrostaticas
(Xu et al., 2018). Los llamados términos cruzados se utilizan para modelar acoplamientos entre movimientos
moleculares; estos se afiadian a campos de fuerzas de moléculas orgédnicas para refinar la prediccién de

frecuencias vibracionales (Bowen & Allinger, 1991)-:

1. Campos atomisticos cldsicos: un campo de fuerzas atomistico es aquel que considera explicitamente
cada 4tomo dentro de una molécula. Existen modelos enfocados en el estudio estructural de moléculas
orgdnicas simples y otros en la prediccion de la estructura y propiedades fisicoquimicas de sistemas

de interés biol6gico. A continuacién se citan algunos ejemplos de campos de fuerzas para modelar:

a) Moléculas orgdnicas: GAFF (Wang et al., 2004), CGenFF (Vanommeslaeghe et al., 2009),
OPLS3 (Harder et al., 2015), COMPASS II (Sun et al., 2016).

b) Agua: TIP3P (Jorgensen et al., 1983), SPC/E (Berendsen et al., 1987), TIPAPEw (Horn et
al., 2004), OPC (Izadi et al., 2014).

c) lones: entre estos estdn los modelos de Joung & Cheatham III (2008) y los de Li & Merz Jr.
(2014).

d) Carbohidratos: GLYCAM-06j (Kirschner et al., 2007), C36 (Mallajosyula et al., 2012).
e) Lipidos: C36 (Klauda et al., 2010), Lipid21 (Dickson et al., 2022).

f) Acidos nucleicos: C36 (Denning et al., 2011; Hart et al., 2012), OPLS-AA/M (Robertson et
al., 2019), OL21 (Zgarbova et al., 2011; Zgarbova et al., 2021).

g) Proteinas: OPLS-AA/M (Robertson et al., 2015), C36m (Huang et al., 2017), ff19SB (Tian et
al., 2020).

2. Modelos polarizables: facilitan la prediccién de propiedades estructurales y termodindmicas en
liquidos polares y en biomoléculas, afiadiendo términos que consideran explicitamente la polarizacion
de la distribucién de carga durante tareas de simulacion (en general, contemplando un mayor costo
computacional respecto a los modelos clasicos). Algunos ejemplos son los campos de fuerzas PIFF
(Gao et al., 1995; Xie et al., 2007), AMOEBA (Ren & Ponder, 2003; Ren et al., 2011; Shi et
al.,2013; Liu et al., 2019; Liu et al., 2020; Mauger et al., 2022), SIBFA (Gresh et al., 2007; Naseem-
Khan et al., 2022) y Drude-2019 (Lopes et al., 2013; Lin et al., 2020).
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3. Modelos de 4tomos unidos o de grano grueso: agrupan conjuntos de dtomos como una sola
entidad, lo cual minimiza el grado de parametrizacién y el costo computacional de las simulaciones
moleculares, permitiendo contemplar escalas dimensionales y temporales mayores con respecto a
modelos atomisticos. Algunos ejemplos son los modelos TraPPE (Martin & Siepmann, 1998; Maerzke
& Siepmann, 2011; Shah et al., 2017), MARTINI3 (Souza er al., 2021) y SIRAH (Dans et
al., 2010; Klein et al., 2023).

4. Modelos genéricos: contemplan todo tipo de combinaciones entre elementos de los grupos principales
o de la mayor parte de la tabla periddica. En estos casos los pardmetros del campo de fuerzas se
calculan a través de formulas empiricas descritas en funcion de propiedades medidas o calculadas
con métodos ab-initio para cada 4tomo, simplificando el proceso de parametrizacién. Debido a
su naturaleza genérica, no se espera el mismo grado de exactitud que en modelos disefiados para
conjuntos de moléculas quimicamente semejantes. Los modelos DREIDING (Mayo et al., 1990),
UFF (Rappé et al., 1992), ESFF (Shi et al., 2003) y GEN-FF (Spicher & Grimme, 2020) entran en

esta categoria.

5. Modelos reactivos: simulan la formacién y ruptura de enlaces quimicos a través de criterios
geométricos. Incluyen factores que ponderan los 6rdenes de enlace dentro de los modelos de las
interacciones enlazantes. Algunos ejemplos son los modelos RFF (Rappé er al., 1997), ReaxFF (Van
Duin et al., 2001), APT (Rappé et al., 2007) e IM-UFF (Jaillet et al., 2017).

1.3. Coordenadas internas

En simulaciéon molecular las coordenadas de los 4tomos suelen presentarse en formato cartesiano desde un
archivo o desde una geometria bosquejada en un programa de edicion. Las coordenadas internas son aquellas
que describen las orientaciones relativas de conjuntos de dtomos dentro de una molécula, siendo elegidas
como las variables de preferencia a la hora de cuantificar las interacciones entre estos. Estas coordenadas
suelen corresponder exclusivamente a las distancias entre pares de d&tomos enlazados, los dngulos entre los
ejes de los enlaces comunes a un mismo dtomo y los dngulos diedros entre los ejes de los enlaces (Ver
Figura 2), sin embargo también pueden considerarse coordenadas internas asociadas a grupos de dtomos
que comparten un mismo plano y a las distancias (e inclusive orientaciones) entre &tomos no enlazados. La
forma funcional de un campo de fuerzas en términos de las coordenadas internas es simple con respecto a su
equivalente en coordenadas cartesianas. El calculo de las coordenadas internas a partir de las coordenadas
cartesianas se basa en operaciones asociadas al cdlculo vectorial en el espacio euclidiano tridimensional
(RY).

1.3.1. Distancias interatomicas

En R3 la distancia entre dos puntos corresponde a la longitud del vector dirigido desde uno a otro. La

posicién de un dtomo p en este espacio se expresa como un vector p de tres coordenadas, pi, p» v p3, de la
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Figura 2: Ilustracién de movimientos moleculares y sus coordenadas internas asociadas. Las flechas indican las direcciones de
movimiento. (a) Estiramiento de un enlace con distancia r,,. (b) Flexion entre dos enlaces comunes a un dtomo de carbono
formando un dngulo 6,. (¢) Rotacién alrededor del eje de un enlace entre dtomos de carbono; los ejes de los enlaces en los

extremos forman un dngulo de magnitud | |. Fuente: Elaboracién propia.

siguiente manera:

p = (p1,p2,p3) = p1e1 + pres + p3es. 2

También, con frecuencia se empleara una notacién del tipo r, para tratar facilmente con grupos de varios
atomos:

r, = (rlp,rzp,r3p) =Tr1p€1 + rop€s + r3pes. 3)

Donde e; = (1,0,0), e; = (0,1,0) y e3 = (0,0,1). El médulo asociado a p viene dado por la siguiente

p=Ipll=+/P1+p3+p3 4)

En una molécula, el b-ésimo enlace que involucra a dos 4tomos i y j se denotard como i — j. Si las posiciones

expresion:

de estos atomos corresponden a los puntos i y j ilustrados en la Figura 3, la distancia de este enlace serd

denotada por r;, y corresponde al médulo del vector dirigido desde la posicién de un dtomo hasta la del otro:

Figura 3: Ilustracién de la distancia entre dos atomos i y j, ubicados en los puntos i y j, respectivamente. La distancia es el médulo

del vector que une estos puntos (r;, = j —i). Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 4: Ilustracion del 4ngulo entre dos enlaces. Su célculo se basa en aplicar la ley de los cosenos al tridngulo cuyos vértices

son las posiciones de los d4tomos i, j y k. Fuente: Elaboracién propia.

r,=rji=j—i=(ji—ii,o—i2,j3—13).

®)

(6)

Donde rj; es el vector dirigido desde el dtomo i hasta el dtomo j -Si entre estos 4tomos no hubiese un enlace

quimico, la distancia entre ellos se define de la misma de la manera y es denotada como rj;-.

1.3.2. Angulos de enlace

El angulo entre dos enlaces i — j y j — k&, asociados a un dtomo en comun j, es igual al angulo que forman

los vectores dirigidos desde j hasta los dtomos i y k£ (Ver Figura 4). Sean entoncesu=i—jyv=Kk—j, se

define el producto escalar entre dos vectores en R3 (u-v):

3
u-v= Zuivi.
i=1

De acuerdo a esta definicidn, es posible demostrar lo siguiente:
2
u-u=[uf”.
Se aplica la ley de los cosenos respecto al dangulo de enlace en la Figura 4:

hw =% = [u* + [[v]]* = 2][ul[|v]| cos(6x).

Considerando el resultado de la ecuacidn 8, se aplica la propiedad distributiva del producto escalar:

la—=v]* = (@=v) - (u=-v)
= ul® —w-v—u-v+|v|?

= ul*+v|* —2u-v
Por lo tanto, se puede demostrar lo siguiente:

u-v = [lul[[[v[cos(6a)-

)

(®)

€))

(10)
1D

12)
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Figura 5: Ilustracién del dngulo diedro. (a) Se definen tres vectores principales u, vy w para su célculo. (b) La magnitud del
angulo se obtiene buscando el dngulo entre las proyecciones de u y w sobre el plano 7 perpendicular a v (denotadas comom y n,
respectivamente); el signo viene dado por el sentido del producto vectorial entre estas proyecciones (0 en la Figura). (c) Para
realizar la proyeccion se observa el sistema sobre el plano 7, se trasladan los vectores principales al plano paralelo 7y que pasa por
el origen y se generan proyecciones ortogonales de u'y w sobre v (los detalles se explican en el texto). Fuente: Elaboracién propia.

Al dividir esta expresion entre el producto de los médulos de u y v, se obtienen sus respectivos vectores
unitarios:

r=

d (13)
;

Por lo tanto, el dngulo entre los enlaces es:

6, = arccos(t- V). (14)

1.3.3. Angulos diedros

El 4ngulo diedro (o de torsién) asociado a un conjunto de cuatro 4tomos enlazados en serie (i — j —k —[)
es igual al angulo que forman las proyecciones de los ejes de los enlaces i — j y k — [ sobre el plano
perpendicular al eje del enlace j — k (Ver Figura 5).

Seanu=i—j,v=k—jyw=1-Kk, a continuacién se explica como se obtienen las proyecciones m y n. Si
se observa el sistema de vectores ubicandose sobre el plano 7 en la Figura 5-¢, m y n deben ser ortogonales
a las proyecciones de u'y w sobre v.

Se define 7,v como la proyeccion ortogonal de u sobre v y se define #,,v como la proyeccién ortogonal de w

sobre v. Los escalares ¢, y t,, son tales que:
m=u-—1,v. (15)

n=w-—1f,v. (16)
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Y ya que m y n son ortogonales a #,vy t,v:

m- (t,v) = (u—1t,v)-(1,v) =0. (17)
n-(t,v) = (w—1,v)-(t,v)=0. (18)
Por lo tanto:
ll-V—l‘uV-V:O:>l‘u:H. (19)
V-V
W-V—tWV-V:0:>tW:ﬂ. (20)
V-V
Finalmente:
m:u—<£1)v Q1)
V-V
n—w- (5w (22)
V-V
El dngulo diedro puede ser negativo, abarcando el rango [, ]. La férmula de cdlculo es la siguiente:
@, = sgn(wy) arccos(fi-m). (23)

Sea o el producto vectorial entre m y n - Dados r = (ry,7r2,73) y 8 = (s1,52,53), su producto vectorial es:
r X s = (rys3 — 382, —ri183 +r3s1,r152 — 281 ) -, el cual es colineal a v. Si 0 apunta en el mismo sentido que

v el signo del angulo es positivo; en caso contrario es negativo:

1 sivio>=0
sgn(wy) = (24)
—1 siv-o<O

2. MODELOS DE INTERACCIONES ENLAZANTES

La Figura 2 muestra tres movimientos asociados a las interacciones enlazantes. Estos contemplan
estiramientos de los enlaces, movimientos de flexién y rotaciones alrededor de los ejes de enlace (torsiones).
Existen otros movimientos que no son comunes a todos los campos de fuerzas, los cuales contemplan
flexiones fuera de ciertos planos moleculares. A continuacién se presentan modelos para cada una de estas

interacciones.

2.1. Estiramiento de enlace

El primer término de la ecuacidon 1 es la suma de las contribuciones de las energias asociadas a los

estiramientos de los enlaces en la molécula (v):

E.=Y vp(rp). (25)

b

Donde el indice b es referente a los enlaces y 7, es la correspondiente distancia de enlace (Ver Figura 2-a).
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-
(o)
o

Energia (kcal/mol)

50 Ds = 105 kcal/mol

0,3 0,7 1,1 15 1,9 23 2,7 31
o (A)

Figura 6: Modelos que describen la energfa asociada al estiramiento del enlace entre dos d&tomos de carbono aromaticos en el
campo de fuerzas DREIDING (r, o = 0.7A). Fuente: Elaboracién propia.

El potencial de Morse describe adecuadamente el comportamiento de la energia para el rango de longitudes
entre la distancia de enlace y el limite de disociacién (Morse, 1929) (Ver Figura 6):

2
vy(ry) = Dy [1 - e_a”(”’_”’"’)] . (26)

Los pardmetros Dy, 0y, y 150 corresponden a la energia de disociacion del enlace, a una constante asociada
a la fortaleza del enlace y a la distancia de referencia, respectivamente. Se aclara que 3, es el valor de la
longitud de enlace para el caso en que todos los demads términos que describen la energia en la ecuacion 1
son iguales a 0; esto le diferencia de la longitud de equilibrio, que es aquella correspondiente a una estructura
de minima energia. A pesar de que el potencial de Morse otorga la mayor exactitud, muestra dos desventajas
précticas: poca eficiencia atribuida a la evaluacién de funciones exponenciales y requerimiento de optimizar
tres pardmetros por cada tipo de enlace.

En funcién de minimizar el costo computacional, un potencial de Hooke (también llamado arménico o
cuadratico). -De acuerdo a la ley de Hooke (1678), la energia potencial asociada al estiramiento de un
resorte es —%k(r —10)?, donde k es la constante eldstica del resorte y rg es la longitud de equilibrio del
mismo. En mecdnica molecular, k y ry son pardmetros que dependen de los tipos de atomos involucrados en
un enlace quimico - suele ser suficiente para describir la energia en longitudes de enlace cercanas al valor
de referencia:

vb(rb) = kb(rb — rb70)2. (27)

Donde k;, es un parametro proporcional a la fortaleza del enlace, andlogo a la constante de un resorte que
mantiene unidas las esferas que representan los dtomos en la Figura 1. Para distancias alejadas del equilibrio

se pueden agregar términos de mayor grado (Halgren, 1996):

v () = ki (rp — 1,0)* [1+ Ky (rs — r,0) + Ky (rp — 10)] - (28)

Donde k;, y k;, son pardmetros adicionales.
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2.2. Flexion de enlaces

El segundo término de la ecuacion 1 es la suma de las contribuciones de las energias asociadas a las flexiones

de los enlaces de la molécula (v,):

Ep =Y va(6a). (29)

Donde el indice a es referente a los dngulos de enlace, denotados por 6, (Ver Figura 2-b). La energia
potencial asociada a la flexién de cualquiera de estos dngulos se puede modelar colocando un resorte que
une los dtomos terminales del sistema. Un modelo arménico es adecuado para dngulos cercanos al valor de
referencia, 6,:

Va(0a) = ka(6, — 840)*. (30)

Donde k, es un pardmetro asociado a la dificultad de abrir o cerrar el dngulo de enlace. Una mejora simple
consiste en incluir un término de tercer orden, permitiendo modelar la energia para dngulos alejados del

valor de referencia, con la desventaja de tener que agregar un parametro adicional (k,):
Va(0u) = ka(6a — 0a0)*[1+ K, (8, — 040)]. 31)

Los potenciales angulares pueden disefiarse para alcanzar un valor minimo de energia en el dngulo de
referencia y un valor maximo a medida que el dngulo se aproxima a 0 o 7. Para estos casos también se

han implementado formas arménicas dependientes del coseno del dngulo (Scott et al., 1999):
Va(04) = ka[cos(8,) — cos(8,.0)]* (32)

Cuando el dngulo de referencia corresponde a & resulta adecuada una expresion mds sencilla (Mayo et
al., 1990):
Va(6s) = Cy[1 +cos(6,)]. (33)

Donde C, = k,/ sinz(ea’o). Estos potenciales facilitan los cdlculos respecto al modelo de la ecuacién 30
porque ahorran la evaluacién de la funcién arcocoseno. También se han reportado series de Fourier de un

solo término para modelar potenciales anarmoénicos (Allured ef al., 1991):
Va(0a) = ki 4[1+ cos(ma0,+ V). (34)

Donde kf = 2k, /m2, my = /(X —my0,0) y Yo = T —my 6,,0. Una serie de Fourier de tres términos abarca
el modelado de casos donde se alcanza mas de un minimo de energia, resultando aplicable en geometrias
moleculares con dngulos de equilibrio cercanos a /2 para elementos del grupo 16 y metales de transicion
(Rappé er al., 1992):

Va(6a) = ko 4[Co+ C1 cos(6,) — Crcos(26,)]. (35)

Donde C; = 1/[4sin(6,)], Ci = —4C>c0s(0,0) y Co = C2[2cos?(0,) + 1].

Finalmente, un modelo de potencial angular basado en la teoria de enlace valencia también ha sido

documentado, concebido para la extensién de la mecdnica molecular para complejos inorganicos (Root et
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al., 1993). En este esquema, el potencial de flexién se considera dependiente del grado de solapamiento entre
orbitales hibridos del d&tomo central en la interaccion. Sea sp™d” el descriptor general del tipo de hibridacién
orbital del atomo central, entonces:

Va(6a) = ka[ S5 — S(64)]. (36)

Aqui, el término S(6,) es una funcion de fortaleza relacionada al tipo de hibridacién:

1—/1-A%(6,)

5(6,) = Sm¥y 1 — 5

(37

s = (14 V3m+V5n) m (38)
! {l—l—mcos(ea)—i—g [3cos2(9¢,)—1]}. (39)

AG) = ——
(6) 1+m-+n

2.3. Torsion de enlace

El tercer término de la ecuacién 1 es la suma de las contribuciones de las energias asociadas a los

movimientos de rotacién de los ejes de enlace de 1la molécula (v;):
E,-ZZV[((O[). (40)
t

Donde el indice ¢ es referente a los dngulos de rotacién de los ejes de enlace, denotados como @, (Ver
Figura 2-c). Estos términos tienen una naturaleza correctiva; surgen porque los modelos de interacciones no
enlazantes no describen adecuadamente los efectos cudnticos (como en el caso de enlaces dobles), y por la
eliminacién de las interacciones 1,3 (Ver seccién 3) en campos de fuerzas clasicos.
La energia asociada se expresa como combinacién lineal de funciones coseno:

1 N
=) Vui[l+cos(nay, — %)) 41)

l\)

Esta funcién describe la energia asociada a la orientacién relativa de los ejes de los enlaces i — j y k—1
en la Figura 2-c. N es el nimero de funciones necesarias para reproducir el comportamiento adecuado de
la energia; V,,; es una barrera asociada a la rotacion desde la posicion de minima energia a la posicién de
mdxima energia; n es la multiplicidad, equivalente al nimero de minimos que alcanza cada funcién y ¥; es
un factor de fase que determina el d4ngulo en el que la energia debe ser minima. El nimero de términos en
la ecuacién 41 se establece en funcién del nimero de conformaciones de minima energia de las moléculas
para las que se desarrolla el campo de fuerzas. Por ejemplo, para compuestos organicos es comin observar
que se usen hasta tres términos (Jensen, 2017).

Un ejemplo de la funcidn se muestran en la Figura 7, donde la energia de torsion es descrita por la siguiente

ecuacion (Mayo et al., 1990):

vi(@y) = %[1 — cos(nay — 7). 2)
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0,60 -
_. 0,50 4 —o— B3LYP/6-311+G*
8 —— V[1-cos(3w)]/2
£ 0,40 4 V = 0,308 kcal/mol [1-cos(3w)]
g 0
2 0,30 - ”
% 0,20 - HO /\@\‘H
chJ’ 0,10 - ,‘_| H

0,00 H——1— S N\

0O w3 23 T 4n/3 5m/3 2m
w (rad)

Figura 7: Perfil de energia para la rotacién del enlace carbono-carbono en la molécula de dcido acético. La flecha gris indica los
valores de energia entre los cuales se calcula la barrera de rotacién a nivel mecano-cudntico (curva gris). Fuente: Elaboracién
propia.

La férmula describe la energia asociada a la rotacion del enlace carbono-carbono en la molécula de 4cido
acético. La curva gris en la Figura 7 representa la energia interpolada mediante un spline ctbico a partir
de célculos de energia a nivel B3LYP/6-311+G* en el paquete ORCA (Nesse, 2012), mientras que la curva
negra representa la energia calculada mediante la ecuacion 42. Este ejemplo ilustra la utilidad del modelo
de torsidn, ya que aun sin la presencia de otros términos del campo de fuerzas, se logra reproducir la forma

del perfil de energfa.

2.4. Flexion respecto a un plano molecular

Existen otros casos correctivos en los que es necesario agregar términos adicionales al campo de fuerzas
para conservar la disposicién plana de un conjunto de cuatro dtomos: tres de ellos enlazados a uno central
(Jensen, 2017):

Efp=Y v, (43)
p

El indice p es referido a los conjuntos de dtomos dispuestos de esta manera. La flexién fuera de un plano
molecular es el movimiento correspondiente a que uno de los 4tomos terminales salga del plano que contiene
a los demds. El grado de flexion se puede medir a través de una coordenada interna definida como un 4dngulo
Xp medido en el rango [0, 7/2], tal como se ilustra en la Figura 8. Por lo tanto, v, = v,(,). El dtomo que
sale del plano tendra angulo de referencia de 0, correspondiente a la disposicién plana, de tal manera que su

desviacién se modela mediante un potencial arménico:

vo(Xp) = kp2p- (44)

Donde k;, es un pardmetro del campo de fuerzas. Se tomard como ejemplo de cdlculo el sistema vectorial

ilustrado en la Figura 8:
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Figura 8: Flexi6n fuera de un plano molecular. La magnitud de este movimiento se mide a través del angulo entre el plano y el
vector dirigido desde el 4tomo central hasta el 4tomo saliente. Para calcular este dngulo se define el esquema de vectores mostrado
a la derecha. Fuente: Elaboracién propia.

Sea i el atomo central ubicado en i, y sean j, k y [ los dtomos terminales ubicados en j, k y 1, respectivamente.

Si [ es el &tomo que sale del plano, entonces se definen:

u=j—i (45)
v=k—i (46)
w=I1-i 47

Fijandose en la la Figura 8, el dngulo de flexién corresponde al dngulo entre la proyeccion de w sobre el
vector normal al plano y la diferencia entre w y esta proyeccion (es decir, el angulo entre los vectores p y d
en la Figura).

El vector normal al plano viene dado por el producto vectorial deuy v:
n=uxv. (48)
La proyeccion de w sobre n (p) es un vector colineal a n:
p=1m. (49)

Donde ¢ es un factor que escala la magnitud y el sentido de n. Este vector es ortogonal a su diferencia con
w:
m-(w—m)=0. (50)

Donde el producto escalar es 0 porque los vectores son perpendiculares. Se demuestra lo siguiente:

t= n_w (51)
n-n
Entonces:
n-w . .

Sea entonces d = w — p. Aplicando trigonometria, el &ngulo viene dado por la siguiente expresion:

Xp = arccos(d/w). (53)
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Figura 9: Ilustracién del dngulo diedro impropio con respecto a una flexién fuera de un plano molecular. Se define como el dngulo
entre los planos 7 y m, que contienen las ternas de dtomos i, j, k e i,k, [, respectivamente. La Figura muestra el conjunto de
vectores definidos para medir este dngulo. Fuente: Elaboracién propia.

Una manera de evitar la evaluacién del arcocoseno consiste en modelar el potencial a través de un
cosinusoide:

vp(Xp) =kp[l —cos(xp)] =k,(1—d/w). 54)

Existen formas alternativas de definir la coordenada interna de flexién fuera de un plano molecular. En vez
de un 4ngulo, se puede considerar la altura con la que el dtomo / sale del plano, correspondiente al médulo

del vector p. En este caso, un potencial armonico resulta apropiado:

vp([pll) = &yl (55)

Otra manera de definir la coordenada es mediante un dngulo diedro impropio ®,, el cual se ilustra en la
Figura 9 y se define como el d4ngulo entre el plano 7; que contiene la terna de dtomos i, j,k y el plano m

que contiene la terna de atomos i, k,/, ambos con vectores normales m; y my, respectivamente:

m; =uxv =(j—i)x (i—Kk) (56)
my=v xw=(>i—-k)x(i-1). (57)
Donde se definen los vectores vV =i—k y w = i—1. El dngulo entre m; y m; coincide con el dngulo entre

los planos:

cos(@y) = My - fy. (58)

Bajo este enfoque el dngulo abarca el rango [0, 7r|. Una funcién adecuada para modelar esta situacion es la
siguiente:
vp(@,) =k, [1 — cos(20,)] = 2k}, [1 — cos® (@, )] = 2k, sin*(w,). (59)

Donde k;, es un parametro del campo de fuerzas.
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Figura 10: Posiciones relativas de los 4tomos en la molécula de 1-cloro-2-fluorociclohexano. Una interaccion 1,7 se da entre dos
atomos separados por n — 1 enlaces. Fuente: Elaboracién propia.

3. MODELOS DE INTERACCIONES NO ENLAZANTES

A continuacién se presentan modelos de interacciones no enlazantes, las cuales contemplan términos
electrostdticos tras asignar cargas a los &tomos y términos que cuantifican las interacciones de van der Waals.
También pueden afiadirse términos asociados a la polarizacién de la distribucién de carga en la molécula.
Las interacciones no enlazantes pueden considerarse entre pares de atomos separados por al menos dos o
tres enlaces, como se ilustra en la Figura 10. Los campos de fuerzas que modelan interacciones del tipo
1,3 se conocen como campos de Urey-Bradley (Urey & Bradley Jr., 1931), mientras que los campos que
modelan interacciones 1,4 se conocen como campos de valencia.

En los campos de Urey-Bradley la energia asociada a interacciones 1,3 viene dada por un potencial

cuadratico:
vi? =Y ki g(rig — rip.0)* (60)
B

Donde el indice  abarca todos los dtomos ubicados dos enlaces mds alld de i. k; g y r;g o son pardmetros;

ri es la distancia interdtomica.

3.1. Interacciones electrostaticas

Para cuantificar la contribucidn electrostdtica se deben asignar o calcular cargas sobre los dtomos, también
llamadas cargas atdmicas netas o cargas atdmicas parciales. Dada una molécula con N dtomos, la energia de
interaccion entre diferentes pares de cargas eléctricas (g;) se rige por la ley de Coulomb:

1 N—-1 N

B qid;
c=7 —.
& ;3 5= Tij

(61)

Donde & es la constante dieléctrica del vacio. A menos que se indique lo contrario, a partir de ahora las
ecuaciones seran expresadas en unidades atémicas (a.u.) (Cohen er al., 2008). En este sistema de unidades
ciertas constantes se igualan a 1; por ejemplo, la carga del electrén, el radio de Bohr - El radio de Bohr se
denota como ay, siendo aproximadamente igual a 52.92 pm. (Cohen et al., 2008) - y la constante 47ey. Por

lo tanto:

Ec=Y Y 62)
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A lo largo del tiempo se han ideado diferentes esquemas para asignar o determinar las cargas (Meister &
Schwarz, 1994). Por ejemplo, a nivel experimental se pueden derivar de datos espectroscépicos o de las
brechas de energia entre las bandas de valencia y de conduccién en cristales. En quimica cudntica existen
métodos en los que la carga se calcula como la diferencia entre el nimero atémico (Z;) y el nimero de
electrones asociados al atomo (V;):

qgi=Z;—N;. (63)

Por ejemplo, en el caso de Bader (1994) se crea una particién de la molécula en conjuntos de regiones
acotadas y pertenecientes a cada atomo, conocidas como cuencas atémicas (£2;). Entonces, se considera el
hecho de que la integracién de la densidad electrénica (p) es igual al nimero de electrones - La densidad
electrénica (p) es una magnitud asociada a la probabilidad de encontrar cualquier electrén de una molécula

en un punto del espacio-:

Ni = /Q p(r)dr. (64)

Donde r es la posicién de un punto en el espacio. Un esquema basado en el uso de la funcién de onda
corresponde al andlisis de poblacién de Mulliken (1955). En un contexto de orbitales moleculares, la
densidad electrénica se aproxima como la suma de los cuadrados de los médulos de un conjunto de estos
orbitales, los cuales a su vez se expresan como combinacion lineal de un conjunto de orbitales atémicos.
Entonces, N; se aproxima sumando la contribuciones de los orbitales centrados en el atomo de interés (Szabo
& Ostlund, 1996).

En mecanica molecular también se pueden asignar cargas parciales a los d&tomos: el método mas reconocido
consiste en asignarlas como pardmetros ajustables para reproducir el potencial electrostatico calculado
mediante métodos ab-initio. Otra manera consiste en utilizar modelos fisicos que permitan adaptarlas en

funcién de la topologia o la geometria molecular (dos de los cuales se describen mas adelante).

3.1.1. Cargas derivadas del potencial electrostatico

Para una molécula, los valores de las cargas sobre sus 4tomos pueden ajustarse de manera que el potencial
electrostatico derivado de estas (¢) se aproxime de la mejor manera posible al potencial correspondiente a
célculos ab-initio (V) (Momany, 1978). El procedimiento consiste en minimizar la suma ponderada de los

cuadrados de las diferencias entre estas magnitudes (R):

R=Y wilV(re) — o (re))”. (65)

k=1
Donde cada vector ry representa el k-€simo punto de un mallado en el espacio, N, es el nimero de estos
puntos y wy es la ponderacién que se le da a cada uno. Convencionalmente, estos puntos se toman mas alla
de la superficie de van der Waals de la molécula - La superficie de van der Waals se define mediante la
interseccion de todas las esferas de van der Waals de los dtomos que constituyen la molécula. Los radios
de estas esferas se toman del compendio reportado por Bondi (1964)-, dentro de una capa cuyos puntos

equidistan de esta superficie (Ver Figura 11).
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Figura 11: Mallado de puntos rodeando una superficie de van der Waals. d es la distancia entre la superficie de van der Waals y la
capa; t es su grosor. Fuente: Elaboracién propia.

Por ejemplo, en la metodologia de Cox & Williams (1981) esta capa se ubicaa 1.20 A respecto a la superficie
de van der Waals, con un grosor de 1.0 A y un espaciado entre puntos donde se evalda el potencial de entre

1.0y 1.2 A . Los modelos para V' y ¢ son los siguientes:

V() = / ————dr (66)
= rm [[r— rk”
N
-y 4 67)
i=1 Tik

Ya que la carga total de la molécula (Q) viene dada por la suma de las cargas atomicas (Q = Zﬁvzl qi), ¢

queda en términos de N — 1 variables:

(68)

Nl
¢(1’k): Z Q Z, 1 ‘]z

=1 rzk I'Nk

La solucion del problema se encuentra en la anulacion del gradiente de la funcién R (VR = 0). Esto implica

el planteamiento del siguiente sistema de ecuaciones:

:—2Zwk @mawmtﬂ) 1<i<N—1. (69)
=

a% a%‘

De manera més explicita, haciendo algo de élgebra:

& 11\ /1 1
I g | e | E7
=1 k=1 Tjk TNk Tik. YNk

—ZW4 Q](i_ij 1<i<N—1. (70)

I'Nk Tik TNk

Se definen los elementos de la matriz A de orden N — 1:

1 1 1
Aii = wg| ——— —_— . (71)
J Z k<"jk "Nk) <"ik rNk)

V 13 N°1 enero - junio 2024 e ISSN-e 2357-5749 e DOL: https://10.15446/rev.fac.cienc.v13n1.109657 e Articulo de Revision 91



Miguel A. Diaz, David S. Coll, David E. Vega

Y del vector B:

01(1 1
Bi= Zwk[ rNk] (Ef%) (72)

Las cargas son arregladas en un vector (. Esto permite escribir el sistema de ecuaciones en forma matricial

y plantear una solucién bajo la premisa de que A es invertible:
Aq=B=q=A"'B. (73)

Debido a la naturaleza estadistica del ajuste de cargas, se obvia que los valores calculados tengan una
magnitud coherente desde un punto de vista fisico, ya que la minimizacién ajusta los valores numéricos
hasta encontrar un gradiente cuya magnitud sea lo suficientemente pequefia para considerar convergencia.
Este problema conllevé a proponer una correccién del modelo, afiadiendo una restriccién que asegure que
las cargas se mantengan cercanas a 0. Este método se conoce como ajuste del potencial electrostdtico
restringido (Bayly et al., 1993), en el cual se corrige la funcién R afiadiendo la restriccién en forma de

una funcién de penalizacion (f):
R/:R—Ff(ql,...,qN_l). (74)

N—1
F(qrs- - an-1) Z (g7 +b%)'/* —b]. (75)

Los pardmetros a y b son ajustables. Los autores del método propusieron valores de a de 5 x 10~*u.a. o
1 x 103 u.a. para restricciones de baja o de alta ponderacién, respectivamente. El valor de b fue ajustado
a 0.1u.a. En este método los elementos de la matriz A quedan inalterados y los elementos del vector B

adquieren la siguiente forma:

~:—2Zwk[ Q]<i—i>+§—£. (76)

I'Nk Tik TNk

En este caso: df/dq; = a(q? +b*)~'/?q;. Por lo tanto, este sistema de ecuaciones debe resolverse de manera

iterativa, asignando un conjunto inicial de cargas en el vector B.

3.1.2. [Ecualizacién parcial de la electronegatividad

Existen métodos dirigidos a la obtencién rapida de cargas atdmicas, en el sentido de que no es

necesario realizar un ajuste respecto al potencial electrostatico. Uno de ellos es la ecualizacion de la

electronegatividad.:

Mulliken (1934) present6 una forma rdpida para cuantificar la electronegatividad de un dtomo i (;) a partir

de su potencial de ionizacién (/) y su afinidad electrénica (A) :
Xi = # (77

Entre 1962 y 1963, el concepto se refind para distinguir la electronegatividad entre diferentes estados

electronicos de un dtomo en una molécula (Hinze & Jaffé, 1962; Hinze et al., 1963). Se habla asi de una
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distincién de estados de valencia para un mismo dtomo. Por ejemplo, para el dtomo de carbono diferentes
estados de valencia corresponden a sus estados de hibridacidn, los cuales corresponden a las conformaciones
tetraédrica (sp?), trigonal plana (sp®) y lineal (sp) (Pauling, 1931).

Ya que la electronegatividad depende de la estructura electrénica, se plante6 que tras la formacién de
enlaces los &tomos cambian su distribucion electrénica hasta que todos alcanzan la misma electronegatividad
(Sanderson, 1955). Considerando este principio, se puede elaborar un método iterativo que permite el calculo
de cargas hasta lograr que los dtomos tengan la misma electronegatividad en una molécula. Sin embargo,
se ha mencionado que una ecualizacion total puede generar valores de carga incoherentes, conllevando al
planteamiento de una ecualizacion parcial de la electronegatividad de la siguiente manera (Gasteiger &
Marsili, 1980a; Gasteiger & Marsili, 1980b):

Para un 4tomo i, en el estado de valencia v, la electronegatividad se postula como una funcién cuadréatica de
la carga atémica:

Xin(qi) = @iy +bivgi+civgs- (78)

Los coeficientes a;,, b, y c;, se estiman en funcién de la afinidad electronica y de la energia de ionizacion

del 4&tomo neutro y de su catién y su anioén con cargas respectivas de +1 y -1:

Iiv i+Aiv i
Xiv(qi) = = () 7 (q)‘ (79)

Donde g; € {—1,0,+1}. La energia de ionizacién del ani6én es igual a la afinidad electrénica del dtomo
neutro: /(—1) = A(0). La afinidad electrénica del anién se aproxima a 0, lo cual permite hacer lo siguiente:

I[!V(—l)—I—A,‘N(—l) A[7V(O)+O _ A[7V(O).

Xip(—1) == ) = 2 > (80)
Se deducen las siguientes expresiones:
a, = 0+ Aul0) 81)
biy = lin(+1) +A,~,Vi+1) —Aiy(0) 82)
iy = Liy(+1) = 21;,(0) + A, (+1) — A; ,(0) . (83)

4

Los coeficientes fueron reportados solamente para algunos estados de valencia de los siguientes dtomos:
carbono, nitrégeno, oxigeno, azufre, fldor, cloro, bromo y yodo.

En una molécula diatémica, el procedimiento practico consiste en calcular fracciones de carga transferida

desde el &tomo menos electronegativo (i) hacia el &tomo mas electronegativo ():
w 470 =2"0) 1)@
@ xi(+1) 2)

Donde o es el nimero de iteraciones, comenzando en 1. Estas fracciones se van acumulando de un paso a

(84)

otro:

g=Y . (85)
o
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Esto es con el fin de re-calcular la electronegatividad segin la ecuacién 78. Este resultado se inserta de
nuevo en la ecuacién 84 para obtener un nuevo valor de carga transferida que disminuye de una iteracién a
otra. Se alcanza la convergencia cuando el valor es suficientemente pequeiio.

En el caso de sistemas poliatdmicos, la carga transferida al 4tomo i viene dada por la cantidad que pierde
respecto a los dtomos mads electronegativos (j) y la cantidad que gana respecto a los dtomos menos

electronegativos (k) unidos al mismo:

(@) () _ 4 () (a) (o) o
@ (v O-2%"0 «x”0)-%"0)/1
! _<; %i(+1) +; 2(+1) <2> ' 50

3.1.3. Método de equilibrio de cargas

Este método constituye una segunda alternativa para la obtencién rdpida de cargas atomicas, contando
inclusive con adaptaciones a sistemas periddicos (Rappé & Goddard III, 1991; Ramachandran et al., 1996;
Wilmer et al., 2012; Weels et al., 2015; Ongari et al., 2019). Parte de postular que la energia de un dtomo
aislado o puede expresarse como funcién de su carga:

> 8iEa) (ga —0)* <8Ea) 1<82Ea> 5
E = ‘ : ~ Eq(0) + + = : 87
a(qa) ;}(aq,a . i «(0) 94a OCIa 2\ o2 OCIa (87)

Esta es una serie de Taylor centrada en el valor de carga O (dtomo neutro - En general, la serie puede
centrarse en una carga de referencia g}, para cada atomo, pensando especialmente en un tratamiento mas
realista de los metales de transicién, ya que estos suelen tener carga positiva en sus compuestos. La
desventaja de este enfoque es que no se cuenta con valores confiables de los potenciales de ionizacién y las
afinidades electronicas para estados i6nicos de muchos elementos. Por otra parte, los estados de oxidacién
de los metales deben introducirse como variables para elegir la carga de referencia adecuada (Wilmer et
al., 2012; Pearson, 1988)-, 1a cual, para fines practicos se trunca en su tercer término. La notacién (dE /dq)o
indica que la derivada de E respecto a g se evalia en 0. Es posible demostrar que estas derivadas se asocian

al potencial de ionizacion y a la afinidad electrénica del 4tomo neutro:

JEq 14(0) +A4(0)
J’Ey
8—2 :Ia(o)_Aa(o) :Jaa(o) =Jaas (89
da /o
Jao €s una magnitud denominada idempotencial o dureza. Fijando en 0 el valor de E (0) se llega al siguiente
resultado: |
Eq(qa) = Xaqa + E-]ococq(zx- (90)

La energia electrostatica viene dada por la suma de las energias de los dtomos individuales y la suma de sus

energias de interaccién:

1 1
Ec = Z (%a(hx + Ejaaqé> + Z Z QaQﬁJaﬁ = Z%aQa + 5%%‘]&‘][3]&[3- 1)

o a B>a o
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Donde J,g representa la interacci6n electrostdtica de cargas unitarias centradas en los dtomos o y 3. El
objetivo del método es obtener las cargas atdmicas para aproximar la energfa. Al tomar la derivada de la
energia con respecto a la carga ¥, se obtiene un potencial quimico (iy):

JE,
My = a_C :%y+ZQaJyoc- 92)
dy o

El método plantea que cuando el sistema posee un conjunto de N cargas en equilibrio, los potenciales
quimicos asociados se igualan:
M=Hp="--=UN_1=HUpn. 93)

Sabiendo ademads que la suma de las cargas es igual a la carga total, es posible idear un sistema de N

ecuaciones con N incognitas:

N
0=1Y 4o (94)
a=1
Para ello, se iguala el potencial quimico del atomo i al del 4tomo 1:
N N
M=t =%+ Y qedia=x1+ Y, gaha Vi (95)
a=1 a=1
Haciendo algo de élgebra:
N
(e —Jia)qa = Xi — X1 Vi. (96)
a=1
Se define la matriz J:
Jij=1 vj 97
J[j:.flj—][' Vi>1. (98)
Entonces:
T .1 q1 Q
Joo Jn o oy 2 2— X1
: : : q. - * : * 99)
Int In2 o INw qn XN — X1
Sean entonces q y X:
T
a=(a o - a ). (100)
T
X=|q (e-2) = (-2 - (101)

La solucion matricial del sistema de ecuaciones es:

Jg=X=q=J"'X (102)
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Figura 12: Ilustraci6n de las variables de transferencia de carga (pg). La carga de un dtomo ¢ (g¢) viene dada por la suma de las
cargas que se transfieren desde este 4tomo a sus vecinos (pgq): ga = X.g Pga- Ya que la carga que pierde un dtomo es igual a la
carga que gana otro: pg, = —pgg- Fuente: Elaboracion propia.

La catastrofe disociativa: para geometrias alejadas de la estructura de minima energia los valores de
carga obtenidos tienden a ser muy altos. Particularmente, se encuentra que en el limite de disociacién de
enlace en moléculas didtémicas los valores de carga son diferentes de 0. Este problema fue denominado
como la catdstrofe disociativa (Chen & Martinez, 2007). Para corregirlo se plantearon dos modificaciones
al modelo de equilibrio de cargas. En primer lugar, las variables de interés fueron los valores de carga
transferida entre pares de dtomos p,pg (también llamadas corrientes de polarizacion); estas son ilustradas
en la Figura 12. En segundo lugar, se agreg6 un factor de atenuacién al primer término de la ecuacién que
cuantifica la energfa de interaccién, con la finalidad de disminuir el valor de la carga transferida entre pares

de dtomos a medida que su distancia aumenta:

1
Ec= Z%apﬁafﬁaJrEZZPyaPSﬁJaﬁ- (103)
o, ay Bs

El factor fg, debe atenuarse a medida que la distancia entre los dtomos ¢ y 8 aumenta; ademds debe ser
simétrico: fgy = fop- Por esta razén se postulé como proporcional al solapamiento entre dos orbitales ns

centrados en cada par de dtomos:
focB = kaBSaﬁa (104)
kqp €s una constante de proporcionalidad, originalmente aproximada a 1 para todo par de dtomos. El

solapamiento (Sp) se calcula de la siguiente de la siguiente manera:

Sap :/(pa(r—ra)(pﬁ(r—rﬁ)dr. (105)

Donde @ y @p son orbitales ns centrados en los dtomos & y 8, respectivamente. Resolver el problema
de equilibrio supone minimizar la energia en funcion de las variables de transferencia de carga (pgp);
sin embargo, a nivel prictico tiene mayor costo computacional porque si existen N dtomos en el sistema,
habrdan N(N — 1)/2 de estas variables. Los autores lograron demostrar que es posible establecer un mapeo
desde el espacio de estas variables al espacio de las cargas, logrando disminuir el tamafio del problema a
N variables nuevamente (Chen et al., 2008). Desde un punto de vista conceptual, esto resulté en definir la

electronegatividad como una propiedad dependiente del entorno que rodea a cada 4tomo:

1
Ec=Y 2 qq+ 3 Y q0qpJagp- (106)
o o
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Aparece una electronegatividad efectiva, definida de 1a siguiente manera:

1o = Yp(Xa—%p)Sap
* YpSap

Existe otra manera de plantear la solucién del problema de equilibrio sin definir potenciales quimicos. Esto

(107)

consistié en suponer que los valores 6ptimos de las cargas son aquellos que minimizan la energia, bajo
la restriccion de que su suma debe ser igual a la carga de la molécula en cuestion. Entonces, se define la

siguiente funcién:
Z(a) = e~ (L 0). (108
o

Donde q es un vector que contiene las cargas atomicas y (1 es un multiplicador de Lagrange. Esta funcion

se minimiza para encontrar los valores 6ptimos de estas variables:

0.Z
EP =25+ Y Fada— 11 =0=Y Jaqa—pn=—2" Vv (109)
Y o [
0%
H a o
En forma matricial:
Ju Ji o Jiv 1 q1 — x5
Ju Jn - Sy 1 q2 —xst
: c : : = : . (111)
Jvi Inva e JIww 1 qn —xsh
1 1 1 0 —u (0]

Sea J la matriz que contiene todos los términos de la forma J,g, 1 un vector cuyos elementos son el numero

1 y X el vector que contiene todas las electronegatividades efectivas. Entonces:

(7o) (5)-(2)

Este sistema de ecuaciones puede resolverse numéricamente a través del método de eliminacion de Gauss

con sustitucion hacia atras (Burden & Faires, 2011).

Calculo de los términos de interaccion (J,5): La magnitud J,g resulta dependiente de la distancia que
separa los 4tomos. Para distancias superiores a cierto limite r; se utiliza una aproximacién basada en la ley
de Coulomb -En el articulo que presenta el método esta distancia se estima por encima de los 4 A (Rappé

& Goddard III, 1991)-:
1
Joap R —. (113)
r(xﬁ
Para distancias inferiores a r;, Jog se aproxima como una integral de Coulomb planteada con orbitales tipo

Slater (1930) ns:

Qo (r1 —rg)|?|@g(ry —1p)[?
Jaﬁ(l'a,l‘ﬁ):/’ Gl ||0;')1’—‘r§\(| ﬁ)‘ dridr; (114)
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2 ng+1/2 L
Pa(r) = Rl ||t e Celiel, (115)
27(2nq)!
En esta ecuacion ng es el nimero cudntico principal, el cual coincide con el nimero del periodo al que
pertenece el elemento quimico (ng € {1,2,...,7}). Por otra parte, {, es un exponente orbital:
_ 2ng+1

Ca (116)

Donde R es el radio covalente del elemento, obtenido a partir de datos cristalogrdficos (Rappé & Goddard
III, 1991). Para resolver la integral resulta mas practico reemplazar estos orbitales por funciones gaussianas

cartesianas (Szabo & Ostlund, 1996), cuya integracién es mas simple:

3/4
ga(r) = (2—a> e eI, (117)

T

Donde o es un exponente orbital dependiente del atomo. Entonces, dadas dos funciones gaussianas, gy y

gp. centradas en los dtomos respectivos o y 8, la integral de Coulomb asociada es:

2 2
8a(1’1—1‘a)><g (I‘z—rﬁ)
J((X;ﬁ(raarﬁ;ayﬁ):/ Hrl_rf” r1dr2
T T Hl‘1—r2H 14ry
erf 21/2 1/2
_ ( Y r(xﬁ). (118)
r(xﬁ

El superindice G indica el uso de funciones gaussianas. En esta ecuacién y = o8 /(o + B) y erf(x) es la
funcién de error - La funcién de error se define como: erf(x) = \/iﬁ Io ¢"’dt -. Chen & Martinez (2009)
presentaron una metodologia para optimizar los exponentes orbitales de estas funciones, con el fin de
reproducir los valores numéricos de las integrales calculadas mediante orbitales tipo Slater (S) sobre un
mismo dtomo (o = f3, rg = 0). Esto consisti6 en minimizar el cuadrado de sus distancias en el espacio L?
(Silverman et al., 1970):

d
min|/¢ () =/ (§)I[f> = 5[V (0) = (E)[f> = 0. (119)

Los exponentes orbitales o y { son nimeros en el dominio de las funciones de este espacio. La minimizacion
se logré derivando respecto a o, igualando a 0 y aplicando el método de la secante (Burden & Faires, 2011)
hasta que el valor numérico de la derivada fuese menor que 1 x 10~'®. Esto permitié obtener exponentes

tales que el error maximo en el calculo de las integrales estuviese en el orden de 1072,
Un conjunto de parametros para implementar el método de equilibrio de cargas se encuentra disponible
en los repositorios del proyecto Open Babel (O’Boyle et al., 2011), desde el atomo de hidrégeno hasta el

atomo de laurencio se puede obtener en: https://github.com/openbabel/openbabel/blob/master/data/qeq.txt.
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Incluyen electronegatividades, durezas y radios de apantallamiento (&), correspondientes a los reciprocos

de las raices cuadradas de los exponentes orbitales en las funciones gaussianas (¢ = a 2.

El criterio para establecer cuando es necesario calcular las integrales de Coulomb depende del autor. En el

caso de Open Babel la distancia limite viene dada por la siguiente expresion:

log(u)
=2 =2 c 1 120
r mln{a} max {o}+/—log(u (120)
Donde « es un umbral elegido arbitrariamente. En este caso es igual a 1 x 10~°, haciendo que r; sea igual a

3 x max {o} - https://github.com/openbabel/openbabel/blob/master/src/charges/qeq.cpp-.

Uso de formulas empiricas: Se han evaluado férmulas empiricas capaces de reproducir las cargas deri-
vadas del potencial electrostatico en moléculas orgdnicas. En estos estudios destacaron las aproximaciones
de DasGupta-Huzinaga (DH) y Ohno-Klopman (OK) (Oda & Irono, 2003):

-1
2e—kra5
Jocﬁ = <Faﬁ+m> (121)
-1/2
J +1 : + Ly’ / (122)
(xﬁ Joa Jﬁﬁ .

Donde k = 0.4. Estos métodos proporcionan valores finitos de J,5 a medida que los dtomos se solapan y no

requieren de pardmetros adicionales para cada elemento quimico.

Calculo de integrales de solapamiento (S,5):  Las integrales de solapamiento pueden resolverse de forma

exacta utilizando funciones gaussianas (Szabo & Ostlund, 1996):

Sgﬁ (ro,rg) = /gé(r—ra) X g%(r—rﬁ)dr

3/2 3/2
B <_) | <2B) / / el ral” s o 2BlrxplP gy
T

32
:(4—"> eV, (123)

T

Atomos de hidrégeno: En su implementacién original, el valor experimental de la afinidad electrénica
para el 4tomo de hidrégeno conllevaba a la obtencién de valores irreales de carga debido a la diferencia
del ambiente electrénico entre el dtomo aislado y el dtomo en una molécula. Basandose en medidas
experimentales, Rappé & Goddard III (1991) modelaron un exponente orbital efectivo dependiente de la

carga para el hidrégeno:
G =G +an. (124)

V 13 N°1 enero - junio 2024 e ISSN-e 2357-5749 e DOL: https://10.15446/rev.fac.cienc.v13n1.109657 e Articulo de Revision 99



Miguel A. Diaz, David S. Coll, David E. Vega

Figura 13: Algunas distribuciones de carga eléctrica: carga (Q), dipolo (1), cuadrupolo (®) y octopolo (Q2). Fuente: Elaboracién
propia.

Donde el superindice 0 indica el valor del exponente tabulado y el subindice H hace referencia al 4tomo de

hidrégeno. El idempotencial efectivo queda expresado de la siguiente manera:

Jun = ( > T (125)
Ch

Un ajuste por minimos cuadrados a los valores de carga experimental para cinco compuestos conllevé a
reportar valores de electronegatividad e idempotencial de 4.5280 eV y 13.8904 eV, respectivamente. De esta

manera se asegurd que la carga del hidrogeno estuviese acotada en el rango de (—1,1) a.u

A nivel de implementacion, se parte de suponer una carga de 0 a.u. para todos los dtomos de hidrégeno y se
resuelve el sistema planteado en las ecuaciones 99 o 111. La solucién se utiliza para calcular los parametros
efectivos de cada 4tomo de hidrégeno segtin las ecuaciones 124 y 125, y se vuelve a resolver el sistema. Este
proceso se repite hasta que el vector de las cargas converge. Sea entonces g%, la carga del 4tomo o obtenida

en la k-€sima iteracion, si se define un umbral g, puede acotarse la raiz de la media cuadratica de las cargas:

N N 2
\/ Y. (dh—d ST IEN Z( di') <N (126)

3.1.4. Expansion de multipolos

Los modelos planteados hasta el momento permiten cuantificar la energia electrostdtica a nivel intramoleu-
lar. A nivel supramolecular este tipo de modelo supone un costo computacional mas elevado porque debe
calcularse la interaccion entre todos los pares de cargas atomicas parciales para cada par de moléculas. Por
esto surge la necesidad de plantear la interaccion electrostatica desde otro punto de vista.

Existe un modelo donde las moléculas se definen como entes que poseen diferentes distribuciones de
carga (Ver Figura 13). La energia de interaccién entre dos moléculas se obtiene mediante una expansién
del potencial electrostatico de cualquiera de las mismas, bajo la premisa de que se encuentran alejadas
(Lacava, 2016) (Ver Figura 14). Entonces, dadas dos moléculas A y B, con centros de masas ubicados en
ra y I's, respectivamente, tales que ||rg|| > ||ral| - El centro de una distribucion de carga molecular puede

hacerse coincidir con su centro de masas (Dykstra, 1988). Dada un molécula A, conformada por N dtomos
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Figura 14: Dos distribuciones de carga interactuantes, correspondientes a dos moléculas A y B. ry es el origen del sistema de
coordenadas; ra y rg son las posiciones de los centros de masa. Los puntos negros representan cargas asociadas a cuadrupolos y
las flechas segmentadas representan momentos dipolares. Fuente: Elaboracion propia.

ubicados en las posiciones r;, el centro de masas es: ra =Y ; ”’7'“, donde m; es la masa del &tomo i y M es la
masa total de la molécula: M =Y ;m;-:

1 1 P ra 1 [3

1
A 2 2
g —rall sl |lrsll |l 2( ) 2H A”]

Sustituyendo 127 en 67 se obtiene una aproximacion del potencial electrostitico generado por la distribucién

A en un punto arbitrario (rg =r):

g PYigr 1 3 1
¢A(r) ~ Zlql + Zlql i + HrH3 qu |:§(r_ri)2_ E”rl”2:| ) (128)
i

Cada término de esta expresion contiene los momentos eléctricos de la distribucion de carga, todos asociados

a un orden:

» Orden 0: carga total, Q.

0=} 4 (129)
= Orden 1: momento dipolar, |.
=Y ar. (130)
= Orden 2: momento cuadrupolar, ©.
3, o 1 )
O(r) =) ai |5 (1) =5l (131)

Por lo tanto: N ( A) A( )
0 r-u O%(r

oA (r) ~ =+ : (132)
L | I [r]?

_l’_

La contribucién electrostatica viene dada por la suma de las interacciones entre pares de distribuciones de
carga (Dykstra, 1993):

Ec=Y M, ) TsgMg, (133)
A B>A
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M, es un vector que contiene las componentes de los momentos eléctricos:
T
Ma=( 0% mp pp ub O of of @ e e ef ey eh ). (34
El momento dipolar de la molécula A puede descomponerse de la siguiente forma:
ut = pier + puper + uites. (135)

Desglosando la ecuacion 130 en términos de las componentes de r;:
ut = quiel + ZQir2i62+Zqir3ie3- (136)
i€A i€A i€A
Tras igualar las expresiones anteriores, se demuestra que las componentes del momento dipolar vienen dadas
por las siguientes expresiones:
A A A
it =Y gy W =Y qiri My =) qirsi. (137)
i€A icA icA
Las componentes del momento cuadrupolar derivan de la manipulacion algebraica de la ecuacién 131:
1
A _ 2
®uv= Ezq, (3ru,-rv,-— Hl’,” 614\/)' (138)
icA
Donde u y v pueden ser iguales a 1,2 0 3y 8, es la funcién delta de Kronecker - 6,, =0siu#v. §,, =1
si u = v-. Por otra parte, Tap es una matriz que contiene como componentes las derivadas del reciproco de

la distancia entre los centros de masa de las moléculas (Applequist, 1985):

o (139)
[re —rall
1 9J/drs 9J/drm 9J/drsp
aj/arlA 821/8r1A3rlB 8]2/8r1A8rzB 821/8r1A3r3B
TAB = 8]/8r2A 82J/8r2A8r13 8]2/8r2A8r23 82]/8r2A8F3B . (140)

af/argA 821/8}"3Aar13 8]2/8r3A8rzB 821/8r3A<9r3B

Los elementos subsiguientes en la primera fila y la primera columna corresponden a las derivadas de
orden superior de J. El cédlculo de la energia de interaccién entre las moléculas puede implicar un costo
computacional elevado atribuible al cédlculo de los elementos de Tap (Dykstra, 1993). Sin embargo, el

célculo de multipolos ofrece ciertas ventajas (Cardamone ef al., 2014):

1. Descripcién de la anisotropia de la distribucién de carga.
2. Prediccién del efecto de pares solitarios de electrones sobre la geometria molecular.

3. Mejoria del modelado de interacciones asociadas a la polaridad de la carga, como los enlaces de

hidrégeno y los enlaces hal6geno.

4. Prediccién apropiada de conformaciones geométricas en sistemas no polares.
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Figura 15: Aproximacién de cargas puntuales 6ptimas. En este caso, un conjunto de seis cargas es reemplazado por un dipolo
centrado en el punto d. Fuente: Elaboracién propia.

3.1.5. Aproximacién de cargas puntuales éptimas

El modelo de aproximacion de cargas puntuales oJptimas se planteé con el fin de minimizar el
costo computacional asociado al cédlculo de interacciones electrostaticas en sistemas supramoleculares
(Anandakrishnan et al., 2013; Izadi et al., 2016). En este modelo se definen dos cargas en una molécula
cuyas magnitudes y posiciones se optimizan para reproducir el potencial electrostitico derivado de una
expansion de multipolos, disminuyendo asi el tamafio de la distribucion de carga (Ver Figura 15). Se plantea

la minimizacion del siguiente funcional con respecto a las cargas y sus posiciones:

1
V—W

/190~ (x)Par. (141
V-V

Donde ¢ es el potencial electrostitico generado por el par de cargas 6ptimas §; y §», ubicadas en ¥y y T,
respectivamente. V — Vp es el volumen de una capa esférica ubicada a las afueras del espacio molecular (Ver
Figura 16), cuyo centro corresponde al centro geométrico de las cargas puntuales, su radio interno es la
distancia de la carga més alejada del centro y su radio externo es algiin multiplo de la misma. Esto permite
derivar expresiones analiticas para las cargas y sus posiciones en moléculas cargadas y neutras.

En moléculas neutras existen dos cargas de la misma magnitud con signos opuestos que forman un dipolo:

g1 = qy g» = —q. Se siguen los siguientes pasos:

1. Las componentes del centro del dipolo (d) se calculan a partir de las componentes del momento

dipolar y del momento cuadrupolar derivados de la distribuciéon de cargas puntuales en toda la

Figura 16: Regi6n de cdlculo de cargas 6ptimas en una molécula con tres cargas (N = 3). Se construye una capa esférica (zona
gris) cuyo radio interno es la separacion entre el centro geométrico de las cargas (C = Z?’: 1 Ti/N) y la carga més alejada del
mismo (ubicada en Ry). El radio externo es un multiplo de esta cantidad (k||Rg — C||). Fuente: Elaboracién propia.
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molécula:

=2y (&«u—i ) @-uu). (142)
BulP S\ Al 57

2. Se fija la distancia entre las cargas como ||F; — ¥ || = k||Ry||, donde Ry es la posicion de la carga mds

alejada del centro geométrico de las cargas puntuales y k es un parametro arbitrario. Esta distancia se

fija para asegurar que la carga tenga valores coherentes - Existe una expresion analitica derivada del

momento octopolar que bajo ciertas condiciones produce valores de carga complejos (Anandakrishnan

et al., 2013). Una carga coherente tiene un valor real-.

3. La magnitud de la carga viene dada por:

I
|q] = H[Ro| (143)
Donde g1 = |g| y g2 = —|4].
4. Las posiciones 6ptimas son:
f1:a+% fgza—z%. (144)
Para moléculas con carga arbitraria Q:
Q=q1+q. (145)

Al fijar el centro de la expansién del multipolo como origen del sistema coordenadas y hacerlo coincidir con

el punto medio de las cargas 6ptimas, el momento dipolar se anula:
i =0= gt +gF. (146)

El valor de cualquiera de las cargas puede calcularse a partir del autovalor mds alto (1) de la matriz cuyas
entradas son las componentes del momento cuadrupolar - Los autovalores pueden encontrarse como las

raices del polinomio caracteristico: P(A) = det(® — AI), donde I es la matriz identidad de orden 3 -:

O 0O BOp At 0 0
0= O Oy O =0 = 0 A O . (147)
03 03 033 0 0 A3

Donde A = max{A;,A2,43}. Cuando el eje que contiene las cargas es colineal con el autovector
correspondiente a A, las cargas vienen dadas por las siguientes expresiones (Ver Figura 17):
_ gA _ _
h=—T=m ©2=90-q. (148)
A+ IF |12
La posicién de la primera carga es un multiplo arbitrario de la posicién de la carga mas alejada del centro

de las cargas puntuales (Ry):

r; = aRy. (149)
Donde « es otro parametro arbitrario. La posicion de la segunda carga viene dada por la ecuaciéon 146:
B =—LF. (150)
q2
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Figura 17: Autovectores de la matriz asociada al momento cuadrupolar (v, v» y v3). Los rombos grises representan las cargas

puntuales 6ptimas, ubicadas sobre el eje de autovalor més alto (v3). Fuente: Elaboracién propia.

“oo Wuo
" ”44

A

Figura 18: Modelo del dipolo puntual inducido. Las flechas indican la direccién de los dipolos ubicados en cada dtomo. Fuente:

Elaboracién propia.

3.2. Incorporacion de términos de polarizacion

La polarizacion es la redistribucion de la carga eléctrica en el espacio como consecuencia de la presencia
de un campo eléctrico (Rick & Stuart, 2002). A nivel molecular, los dtomos cargados generan un campo
eléctrico que varfa de acuerdo a la configuracién geométrica, lo cual implica que un modelo de célculo
de interacciones electrostaticas deberia considerar la redistribucién instantdnea de la carga en funcién de
la geometria molecular. El modelo de equilibrio de cargas descrito en la seccidn 3.1.3 permite adaptar la
magnitud de la carga a la geometria molecular, por lo que se ha denominado como un modelo de carga
fluctuante al aplicarse a simulaciones de dindmica molecular (Rick et al., 1994). Existen dos métodos
adicionales que contemplan el fenémeno de polarizacién afiadiendo términos a la energia de interaccion

electrostatica.

3.2.1. Método del dipolo puntual inducido

Consiste en ubicar dipolos en las posiciones de los d&tomos, los cuales se consideran inducidos por el campo
eléctrico generado por estos y las cargas atémicas (Ver Figura 18).
El momento dipolar inducido sobre el dtomo i es directamente proporcional al campo eléctrico asociado
(E):

i = o;E(r;). (151)
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Donde ¢; es la polarizabilidad asociada al 4tomo, la cual en general es un tensor de segundo orden:

i i i
oy Gy O3

o i i i

=1 0y 0y 0y |- (152)
i i i
0 O3 O3

Por su parte, el campo eléctrico es expresado en funcion del campo de las cargas atomicas y de la

contribucién de los dipolos:

E(r;) = E'(r;) — Y Tiu;, (153)
J#

E’(r;) es el campo eléctrico generado por las cargas atémicas que no se ubican en la posicién del dtomo i:

, (154)
]Z';,g, HruH2 g

T;; es una matriz cuadrada denominada tensor del campo de los dipolos:

1

T:. —
N

(1388 (155)
Donde I es la matriz identidad de orden 3. Para calcular los dipolos se utiliza un método iterativo en el que
dado un conjunto de polarizabilidades atémicas, el campo eléctrico se aproxima primero como el campo de
las cargas atémicas: E(r;) ~ E°(r;). Entonces, se procede a calcular el tensor del campo de los dipolos y los
momentos dipolares una y otra vez, hasta que la diferencia de magnitud de estos entre pasos sucesivos sea

menor que cierto umbral.

La energia de interaccién electrostatica se corrige afiadiendo tres términos a E¢:

» Interaccién dipolo-carga (d — ¢):

Ege=—Y wi-Er). (156)
» Interaccion dipolo-dipolo (d — d):
Eq- d——ZZN, Tij - u;. (157)
i j>i
= Energia de polarizacion (p):
Zu, r;) (158)
Entonces:
NI gig;
Ec = +Eic+Ei_qg+E,. (159)
zzf ]Z'>z Tij

106 Revista Facultad de Ciencias Universidad Nacional de Colombia, Sede Medellin



MODELOS DE INTERACCIONES ATOMICAS EN MECANICA MOLECULAR

Calculo de polarizabilidades: Las polarizabilidades atomicas suelen aproximarse como matrices

diagonales e isotrdpicas:

o 0 O
o= 0 o 0 (160)
0 0

Estudios previos permitieron el cédlculo de polarizabilidades isotrdpicas para 4tomos de los grupos
principales del sistema peridédico de acuerdo al entorno quimico en ciertas moléculas (Applequist et
al., 1972; Thole, 1981). En el trabajo de Van Duijnen & Swart (1998) se ajustaron estos parametros
para reproducir los valores medios experimentales de polarizabilidad en un conjunto de cincuenta y dos
moléculas (fundamentalmente orgdnicas), lo cual permitié obtener valores independientes del entorno
quimico de los dtomos de hidrégeno, carbono, nitrégeno, oxigeno, azufre, flior, cloro, bromo y yodo. A
nivel experimental, la polarizabilidad molecular media (&) se asocia a medidas del indice de refraccion (n)

a través de la ecuacion de Lorentz-Lorenz (Lorentz, 1880; Lorenz, 1880):

-1\ .# 4 ~
<n2 +2> 7 = §TCNA(X. (161)

Donde .# es la masa molar del compuesto, p su densidad y N4 la constante de Avogadro. Por su parte, los

valores tedricos se aproximan re-arreglando la ecuacién 151:

o i =E(r) =E%(r;) = Y Tjju; = o 'wi+ Y Tiju; = E°(ry). (162)
J#i J#i

Se define la matriz R, en cuya diagonal se agrupan los reciprocos de las polarizabilidades atémicas:

O‘l_l 0O --- 0 0 T, - Tin
0 062_1 0 Ty 0 <o Ton
R= . . : + . . . (163)
0 0 ay! Tni Ta2 0

R| ¢ [=| : (164)
Uy E°(ry)

Sea (i el vector que contiene los momentos dipolares atémicos y E? el vector que contiene el campo eléctrico

generado por las cargas, evaluado en las posiciones atémicas, entonces:
Ry =E’= pu =R 'E’ (165)

La matriz inversa de R representa la polarizabilidad molecular. El promedio de sus autovalores es empleado
para aproximar el valor medio experimental (&). Entonces, los valores de las polarizabilidades atémicas son

ajustados para minimizar la diferencia entre el valor calculado y el valor experimental.
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La catastrofe de polarizaciéon: Cuando la distancia entre los 4tomos se acerca a cero, el modelo del dipolo
inducido predice polarizabilidades moleculares y dipolos inducidos incoherentes (tendiendo a infinito). Esto
se ha denominado como la catdstrofe de polarizacion (Rick & Stuart, 2002). Para evitarla, existen modelos
que atentdan la interaccién dipolo-dipolo cuando la distancia entre los &tomos es méas baja que cierto limite
(Thole, 1981; Van Duijnen & Swart, 1998):

fij 8ij oT
T, = I-3 t;-f. 166
S 7 e TR (160
Donde f;; y g;; son funciones de apantallamiento:
= Modelo lineal. Sean s;; = a(aiaj)1/6 y V;j = Hl'ij||/5ij2
Jij=1 y gij=1 si [rll>s; (167)
fij:4vi3j_3vi4j y g,-jzl)fj si ||l'[jH <S[j
= Modelo exponencial. Sea v;; = a|r;;||(ozor;) 1/
1)-2- D.3. u.z.
fii= 1= +vj+l)e ¥y gij=—d+5+v;+1)e ™ (168)

Donde a es un parametro conocido como longitud de apantallamiento. En el modelo lineal tiene unidades

de longitud, mientras que en el modelo exponencial tiene unidades de longitud-'.

3.2.2. Meétodo del oscilador de Drude

Este método simula la presencia de dipolos en los alrededores de ciertos dtomos asignando particulas
sin masa con cargas puntuales (Rick & Stuart, 2002). Las particulas se unen a los dtomos mediante
resortes ficticios con una constante asociada k;. Esta constante se puede fijar de forma arbitraria para evitar
desplazamientos bruscos de las particulas ficticias en simulaciones de dindmica molecular, o se puede
calcular a través de la polarizabilidad atémica y el valor de la carga de estas particulas (‘L ) (Anisimov
et al., 2005; Harder et al., 20006):

(a0)°

(047

ki=

(169)

La Figura 19 muestra un par de 4tomos unidos a particulas ficticias interactuando entre si. En este modelo,
la energia electrostética se aproxima como contribucion de la energia potencial de los resortes (que simula

la energia de polarizacién), junto a la energia asociada a la interaccion entre pares de cargas eléctricas:

ZkHd 59 (gi+a?)gi+47) (@i+a))d? 4P +47) P
L el Iy —dill g dl e+ di—dj]

(170)

Donde d; es el vector dirigido desde el niicleo i hasta una particula sin masa unida al mismo. Tanto la carga
de las particulas ficticias como las polarizabilidades atdmicas se han asignado realizando ajustes restringidos

para reproducir el potencial electrostatico determinado mediante calculos ab-initio, al afadir una carga de
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Figura 19: Interaccion entre osciladores de Drude. Las flechas indican los pares de particulas que interactian de forma
electrostdtica. Las particulas ficticias interactdan con sus niicleos asociados mediante resortes. Fuente: Elaboracién propia.

perturbacién con valor arbitrario a lo largo de los ejes de los enlaces y en las posiciones correspondientes
a pares solitarios de electrones (Anisimov et al., 2005; Harder et al., 2006). Previamente al ajuste, las
posiciones de las particulas deben optimizarse mediante algiin método numérico, tal como el gradiente
conjugado (Lindan & Gillan, 1993).

3.3. Interacciones de van der Waals

En el ambiente molecular existen fuerzas de interaccidn que no tienen cardcter netamente electrostitico;
su existencia se evidencia en procesos donde moléculas no polares interactian, tal como en el caso de la
condensacion de los gases nobles. Estas fuerzas se nombran en honor a Johannes Diderik van der Waals,
quien describi6 la desviacién del comportamiento ideal de estos gases (Van der Waals, 1873).

En la ecuacién 1 el término correspondiente a las interacciones de van der Waals se aproxima mediante una

suma de potenciales de interaccion entre pares de particulas (v;;):

Euw =YY vij. (171)
i jAi

La Figura 20 muestra dos modelos de potencial para un par de particulas aisladas: el modelo de Lennard-
Jones (LJ) y el de Born-Mayer (también conocido como modelo de Buckingham-Hill). Existen dos
contribuciones a las fuerzas de van der Waals: fuerzas de atraccion o de largo alcance y fuerzas de repulsion
o de corto alcance. Los nombres se justifican porque sus contribuciones apreciables a la curva de energia
potencial se manifiestan a distancias largas (superiores al valor de equilibrio) y cortas (inferiores al valor de
equilibrio), respectivamente.
Las fuerzas de atraccién provienen del fenémeno de dispersién, donde las distribuciones no homogéneas
e instantdneas de los electrones generan dipolos momentdneos (inducidos) en los dtomos, permitiendo
polarizar a sus semejantes cercanos y crear una fuerza de atraccién instantdnea que en el promedio del
tiempo se asocia a un potencial de atraccion. Estas interacciones suelen ser descritas como funcién de la

sexta potencia de la distancia entre los &tomos (r~%) (London, 1937).
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Figura 20: Modelos de potencial para las interacciones de van der Waals. Se presentan el potencial de Lennard-Jones (LJ) y el
potencial de Born-Mayer (BM) utilizando pardmetros del campo de fuerzas DREIDING para un par de dtomos de carbono
aromadtico. En la curva de abajo se observa el comportamiento del potencial BM a distancias mas pequefias, notando que diverge

hacia valores negativos mientras r — 0 A. Fuente: Elaboracién propia.

El principio de exclusién de Pauli (1925) constituye una base tedrica de las fuerzas de repulsion: si dos
particulas que poseen electrones con el mismo espin se acercan al mismo punto del espacio, la fuerza de
repulsién se incrementa rdpidamente. Estas interacciones son conocidas como fuerzas de intercambio o
solapamiento, las cuales en general son descritas mediante funciones exponenciales (¢ *"), tomando como

referencia resultados de los calculos de estructura electronica (Jensen, 2017).

3.3.1. El potencial de Lennard-Jones

Existe un modelo que utiliza potencias arbitrarias de la distancias para modelar las interacciones de van
der Waals, atribuido a Lennard-Jones (LJ) - Es pertinente aclarar que el estudio de este autor contempl? el
desarrollo de un potencial de interaccién exclusivo para gases. Tuvo que asumir un modelo de potencias
con exponentes ajustables para reproducir adecuadamente la viscosidad del argén y el diéxido de carbono.
(Jones, 1924a; Jones, 1924b)-:

U e [(G) (%) _ oy
=) -G ] = e

Donde n y m son enteros arbitrarios, &; es la energia correspondiente a la distancia de equilibrio y o;; es

el didmetro de colisién entre las particulas. El término elevado a n representa el potencial de atraccién y el
término elevado a m representa el potencial de repulsion. Resulta comiin observar un modelo de potencial

12-6 donde el término de repulsion depende de la décimo segunda potencia de la distancia (n = 12) y el
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v A

Figura 21: Pardmetros del potencial LJ. ¢ es la distancia donde v = 0. € es la profundidad del pozo de potencial. r, es la distancia
donde el potencial es minimo. Fuente: Elaboracién propia.

de atraccion depende de su sexta potencia (m = 6), lo cual facilita los cdlculos por computador porque la

décimo segunda potencia de un nimero es igual al cuadrado de su sexta potencia:

12 6
O;i O;i
VW —4e, <_,> _(J> . (173)
rij rij

La Figura 21 muestra un modelo del potencial LJ. Tras observar que el potencial alcanza un punto critico

en la distancia de equilibrio r, ;;, puede demostrarse lo siguiente:

LJ Tejij ? Teiij °
=g | (2] 222 (174)
rij rij

Donde r,;;j = 21/ 6651-. Al considerar interacciones entre dtomos diferentes, los pardmetros o;; y &; se

calculan cominmente segin las reglas de mezcla de Lorentz-Berthelot (Lorentz, 1881; Berthelot, 1898):

Cii +0jj
G,‘j:% Eij:\/TEjj (175)
Con algo de manipulacion algebraica se llega a un modelo mas simple:
Ly _ A ij
=TT 6 (176)

ij ij

Donde A;; = g jr;% ;Y Bij =2¢ jrg ;j Pasan a ser parametros del campo de fuerzas. Estos se optimizan para
reproducir propiedades termodindmicas de sustancias en fase liquida, tales como densidades o entalpias de
evaporacion (Vanommeslaeghe et al., 2014).

Otros potenciales LJ que se observan en modelos de campos de fuerzas corresponden a (n,m) = (9,6) y a

(n,m) = (14,7). Un ejemplo es el potencial 14-7 amortiguado del campo de fuerzas MMFF94:

7 7 7 7
ar, .. br! ..
W =gy | el el 177
rijtla=Dre; | |ri+ b =1Dre;

Donde a y b son constantes adimensionales.
En campos de fuerzas no polarizables, los potenciales que modelan exclusivamente el fendmeno de

dispersiéon como término de largo alcance presentan una falla fundamental: ignoran las interacciones entre
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iones y dipolos inducidos y entre dipolos inducidos y dipolos permanentes. Este problema de concepcién ha
sido abordado con el fin de simular la hidratacién de iones y su posible interacciéon con biomoléculas,
afiadiendo un término adicional al potencial LJ para representar la interaccién entre iones y dipolos
inducidos (Li & Merz Jr., 2014):

BVl et (178)
r r

Este potencial se denomina como del tipo 12-6-4 y ha sido parametrizado para reproducir energias libres de
hidratacion, distancias ion-oxigeno y niimeros de coordinacion de diversos iones de interés bioldgico (Li et
al., 2015; Li et al., 2015; Li et al., 2020; Li et al., 2021; Li et al., 2021b; Sengupta et al., 2021). Se afiade

un nuevo pardmetro C;;.

3.3.2. El potencial de Born-Mayer/Buckingham-Hill

Existe un modelo alternativo atribuido a Born & Mayer (1932) (BM) y a Buckingham (1938) y Hill (1948)
(BH), el cual utiliza una funcién exponencial para modelar el potencial de repulsion:

VEM = P — Eil (179)

ri;

Donde b;j, pij y Mij son pardmetros del campo de fuerzas. A pesar de que este modelo estd mds justificado
desde un punto de vista conceptual que el potencial LJ, existen tres desventajas practicas: incorpora un
pardmetro adicional, disminuye la eficiencia de computo debido a la evaluacién de funciones exponenciales
y su comportamiento es inadecuado para describir la interaccién a distancias cortas, tal como se aprecia
en la Figura 20, causando que pares de dtomos puedan solaparse durante una optimizacién de geometria
molecular.
Yang et al. (2020) publicaron un modelo semejante capaz de reproducir las curvas de potencial obtenidas
mediante métodos ab-initio con alto grado de correlacion electrénica y conjuntos base extrapolados al
limite de completitud, denominado Exp-PE. Los sistemas de evaluacién y parametrizacién correspondieron
a dimeros de gases nobles y pares de moléculas polares y no polares. Sea entonces x;; = r;;/re,;j:

v?jXp-PE — gl_jeocij(l—x,-j) _A(xij)eaij/2(l—xij) (180)

Donde A(x) = x* — 2x* + 3 y a;; es un pardmetro ajustable.

3.4. Truncamientos

Con el fin de acelerar la convergencia de los resultados de simulacién, una practica comiin en mecdnica
molecular consiste en definir una distancia umbral a partir de la cual todas las interacciones no enlazantes
se descartan. Esto puede traer como consecuencia que la curva de potencial y su derivada pierdan la
continuidad. Para corregir este problema sin comprometer la velocidad de convergencia se suelen afiadir
funciones de truncamiento (.7) que corrigen el potencial de interaccién (v;;) con un factor adicional:

V;j =v;; T (rij)- (181)
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El objetivo de estas funciones es garantizar la suavidad de la curva de potencial y suelen definirse utilizando
polinomios:
1 si rl-zj <2
T (rij) = § P(rij) sic® <rj<u? (182)
0 si rl-zj > u?.
Esto requiere definir dos distancias limite: la distancia donde se afiade la correccion (c¢) y la distancia donde
se anula la interaccion (u#). Un ejemplo se encuentra en la implementacién del campo de fuerzas universal

por parte de Artemova et al. (2016):

P(x) = (183)

4. MODELOS INUSUALES

El siguiente apartado muestra otros modelos correctivos que se introdujeron con fines especificos; han sido
implementados en ciertos trabajos sin amplia difusién: en primer lugar un potencial del tipo Morse para
describir interacciones en sistemas aromaticos, y en segundo lugar potenciales del tipo Lennard-Jones y
del tipo Morse que consideran factores para afiadir la orientacién de los dtomos asociados a enlaces de

hidrégeno.

4.1. Un potencial para interacciones 7-7

Cuando dos anillos aromdticos se acercan lo suficiente, se establece una interaccién que los estabiliza,
llegando a apilarse en planos paralelos y perpendiculares (Chen et al., 2018; Thakuria et al., 2019). Son
comunes las tres conformaciones que se muestran en la Figura 22. Se considera que esta interaccion tiene
caracter dispersivo, por lo que normalmente se asume implicita en los potenciales de van der Waals. A pesar
de esto, se han reportado estudios sobre interacciones con proteinas que las consideran explicitamente (Fugi
et al., 2017; Aranha et al., 2020). A continuacion se presenta un modelo elaborado por Yuki et al. (2007):

Sean u y v dos anillos aromadticos con centros geométricos ubicados en r, y r,, respectivamente (Ver Figura
23), r,, el vector dirigido desde u hasta v y n, y n, los vectores normales a los planos de los anillos,

respectivamente, entonces:

vt —pL { [1 _ e—%%(rm—r&)} g 1} [1— (f, - &,)*] cos? (ew _ eoi) (184)

2
vl =D, [1-;““”(’”“"0)} —1 (ﬁu-ﬁv)cosz(ew—e(‘)') (185)

En estas ecuaciones el superindice | indica una conformacién de equilibrio perpendicular y el superindice

|| indica una conformacién de equilibrio paralela. D,,, ¢, y ry constituyen pardmetros ajustables propios
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Figura 22: Conformaciones comunes que se encuentran entre anillos aromdticos interactuantes. Fuente: Elaboracién propia.

Figura 23: Esquema vectorial de la interaccién entre dos anillos aromaticos. Fuente: Elaboracién propia.

del potencial de Morse, que en este caso fueron optimizados para reproducir las conformaciones obtenidas

mediante calculos ab-initio con alto grado de correlacion electrénica.

4.2. Potenciales para enlaces de hidrégeno

Un enlace de hidrégeno es una interaccién entre dipolos permanentes que establece una unién entre
dos fragmentos moleculares, donde para un primer fragmento, un dtomo de hidrégeno terminal unido
covalentemente a un 4tomo electronegativo (denominado donador) interactia con otro 4tomo electronegativo
(denominado aceptor) en el segundo fragmento molecular. Estas interacciones son cruciales para entender
el comportamiento de las biomoléculas, siendo la unién entre pares de bases nitrogenadas en el 4cido
desoxirribonucleico (ADN) un ejemplo comtin de su importancia (Ver Figura 24-a). A pesar de que estas
interacciones se encuentran implicitas en los términos no enlazantes de los campos de fuerzas modernos,
estudios especificos han implementado potenciales explicitos (Demerdash & Mitchell, 2013; Aranha et
al., 2020).

4.2.1. Potenciales tipo Lennard-Jones

Estos potenciales contemplan un término semejante al dispersivo que decrece rapidamente, ya que esta

interaccidn tiene menor alcance que la correspondiente a dos dipolos inducidos:
Ro\ 2 Ro\
v =Dy (—) (=) [f(6n. ) (186)
Th Th

En esta expresion, r, es la distancia entre el &tomo donador y el 4tomo aceptor (Ver Figura 24-b). Dy es

la energia de disociacion del enlace de hidrégeno y Ry es la distancia de equilibrio entre estos dos atomos.
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Figura 24: (a) Enlaces de hidrégeno entre las moléculas de adenina (a la izquierda) y timina (a la derecha). Los atomos implicados
se marcan en negrita, donde las lineas punteadas indican la presencia de la interaccién. El simbolo 6 indica que un dtomo posee
una carga parcial cuyo signo viene dado por el superindice. (b) Distancias interatomicas de interés utilizadas para describir la
interaccién. (c¢) Angulos de interés utilizados para describir la interaccién. Fuente: Elaboracién propia.

El potencial representa el cardcter direccional de la interaccién a través de una funcién que depende de
los angulos entre el donador, el hidrégeno y el aceptor (6;) y entre el hidrégeno, el aceptor y otro atomo
unido covalentemente al aceptor (¢;,) (Ver Figura 24-c). En el campo de fuerzas DREIDING, por ejemplo,
£(6h, 1) = cos*(6;) (Mayo et al., 1990), mientras que en casos mds elaborados f se ajusta segin el tipo de
hibridacién del donador y el aceptor (Dahiyat ef al., 1997):

= Donador sp’ - aceptor sp*:

F(8h,91) = cos*(6;) cos*(109,47° — ¢,)

= Donador sp’ - aceptor sp>:

F (6, 81) = cos*(6;,) cos® (¢

» Donador sp? - aceptor sp:
£ (B, ¢n) = cos™(61)

= Donador sp? - aceptor sp>:

F (O, ) = 0052(9;1) cosz(max{eh, on})

4.2.2. Potenciales tipo Morse

Choi et al. (2009) presentaron un potencial de Morse modelado entre el dtomo de hidrégeno y el 4tomo

aceptor. Sea x;, la distancia entre estos dtomos, y sea x su valor de equilibrio (Ver Figura 24-b), entonces:
Morse —O(O(Xh_x()) 2
e = py [1-e | reen.00) (187)

0 es un pardmetro ajustable que define la curvatura de la funcién. La funcién angular presenta una forma

mds compleja que afiade un conjunto de pardmetros (a;,b;,c;,d;):
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3 3
F(6n,n) =Y [aicos'(64) +bicos'(8,)] Y [c;cos! (¢) +d;cos’ (¢)] (188)
i=1 j=1

5. CONCLUSIONES

El desarrollo de campos de fuerzas empiricos facilita el estudio del comportamiento de la materia a
escala molecular y atomistica. Estos modelos permiten contemplar escalas dimensionales que atin no son
accesibles mediante métodos que consideran explicitamente la estructura electrénica de la materia. Esta
revision pretendid otorgarle al lector un compendio de los modelos de interacciones atémicas comunes que
se encuentran en los articulos que presentan campos de fuerzas estandarizados, tratando de apreciar sus
fortalezas y limitaciones conceptuales y practicas, las cuales deben tenerse presentes a la hora de realizar
una implementacién en algin lenguaje de programacion.

La implementacién de un modelo de campo de fuerzas en el estudio de un sistema molecular supone
un compromiso entre la exactitud requerida, el costo computacional implicado y la disponibilidad de
pardmetros para cada tipo de interaccién que se toma en consideracion.

Con respecto a los modelos de las interacciones enlazantes se concluye que el potencial de Hooke supone el
minimo costo computacional, y resulta adecuado para fines de la bisqueda de estructuras de minima energia.
A lahora de considerar estudios de conformaciones alejadas del equilibrio, el uso del potencial de Morse esta
justificado en el hecho de que describe el comportamiento real de la curva de energia potencial entre pares de
atomos enlazados quimicamente. Por su parte, los modelos desarrollados para describir los movimientos de
flexién y rotacién poseen un grado de flexibilidad adecuado para contemplar diferentes arreglos moleculares;
particularmente, el uso de series de Fourier garantiza la reproduccién de configuraciones de minima energfa.
Con respecto a las interacciones electrostéticas, siempre se requiere implementar un método de asignacién
de cargas para cuantificarlas a través de la ley de Coulomb. Al respecto, el método de equilibrio de cargas
resulta adecuado porque permite adaptar las cargas a la geometria molecular y dispone de pardmetros
para la mayor parte de los elementos quimicos. En sistemas donde la escala dimensional limita el
célculo de estas interacciones, el modelo de cargas puntuales 6ptimas se presenta como una opcién viable
para cuantificarlas rdpidamente. Por otra parte, en estudios donde las fuerzas electrostdticas rigen las
interacciones intermoleculares, debe evaluarse el compromiso entre la exactitud y el costo computacional
que supone el uso de un modelo que considere la polarizacién o los momentos eléctricos de orden superior.
Con respecto a las interacciones de van der Waals, atin se trabaja en el desarrollo de modelos més robustos
para describirlas. Mientras esto avanza, el modelo cldsico de Lennard-Jones resulta de uso general y
confiable porque describe apropiadamente el comportamiento del potencial de interaccién entre pares de
atomos, a pesar de su naturaleza empirica.

Finalmente, con respecto a la implementacion de la mecanica molecular para la bisqueda de estructuras de
minima energia, otro aspecto a considerar es la conveniencia de obtener las ecuaciones de las primeras o
inclusive de las segundas derivadas del campo de fuerzas. Existen métodos numéricos que permiten explorar

la superficie de energfa potencial de la molécula sin tener que recurrir a su cilculo (por ejemplo, el método
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de Powell y el método Simplex), sin embargo, el gradiente de la energia permite construir direcciones de
biisqueda no interferenciales entre si o inclusive direcciones donde se asegure un descenso constante de la
energia con un menor costo computacional (por ejemplo, a través de los métodos del gradiente conjugado y
del método cuasi-Newton). El acceso a las segundas derivadas permite conocer la curvatura de la funcion,
logrando definir una regién de confianza donde se predice un desplazamiento adecuado de las coordenadas
atémicas entre pasos sucesivos de la optimizacion. La descripcion de estos métodos numéricos va mas alla
del alcance de esta revisidn, sin embargo, el lector interesado puede acudir a excelentes referencias sobre el
tema (Scherer, 2017; Schlegel, 2011; Press ef al., 2007; Nocedal & Wright, 2006).
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