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1. INTRODUCCION

En confiabilidad la consideracién de estructuras de costos y/o de utilidades, o de los riesgos deri-
vados de la ocurrencia de eventos de falla criticos, conduce al planteamiento de problemas donde
una solucién éptima es necesaria, bien sea en las estrategias de mantenimiento preventivo, o en la

cobertura de garantias o en procedimientos de fabricacién que aplican burn-in.

En un problema de optimizacién se halla una solucién que maximiza o minimiza una funcién
objetivo (irrestricta o sujeta a alguna restriccién). En particular nuestro interés se centra en la de-
terminacién de cuando parar un proceso estocédstico asociado a la funcién objetivo que se pretende
optimizar, el cual es observado sobre un sistema coherente de componentes, es decir un sistema
donde todas las componentes son relevantes y el desempeno del sistema puede mejorarse al mejorar

el desempeno de sus componentes.

El tratamiento clasico dado a este tipo de problema considera la maximizacién o minimizacién
de una funcién deterministica del tiempo, la cual involucra en general valores esperados que son
calculados considerando distribuciones estadisticas de variables aleatorias que no son observadas
dindmicamente en el tiempo, y que por tanto, tampoco considera la relacién entre un sistema y
sus componentes bajo tal dindmica temporal. Este tipo de aproximacién es conocida como aproxi-
macion estadistica o de caja negra. Por el contrario, cuando un proceso estocastico es observado
sobre un sistema. coherente, considerando en el tiempo el funcionamiento no sélo del sistema como
un todo sino también a nivel de las componentes, tal aproximacién es denominada aproximacion
fisica. Ambas aproximaciones involucran niveles de informacién completamente diferentes respecto

al sistema y de lo que acontece a su interior.

En la aproximacion estadistica el tiempo de vida de un sistema de componentes es descrito mediante
una funcién de distribucién de probabilidad univariada o mediante una distribucién bivariada que
asocia la edad del sistema y su uso. En el caso de dependencia estadistica entre los tiempos de falla
de las componentes, se postula una distribucién de probabilidad multivariada de la cual se derivan
las distribuciones marginales de las componentes y del tiempo de vida del sistema de acuerdo a
su estructura (serie, paralelo, y configuraciones mas complejas). En lo que sigue, a A b = min{a, b},
aVvb=max{a,b}, 14 es la variable indicadora del conjunto o evento A, ./\/lg la clase de martingalas
cuadrado integrables de media cero y la abreviacién (P-c.s) indica que una condicién dada se
cumple casi seguramente segiin una medida de probabilidad P. Sea ( el tiempo de vida del sistema,
una variable aleatoria definida sobre un espacio de probabilidad completo (€2, F, P); la filtracién o
historia considerada bajo la aproximacion estadistica es generada tunicamente por (, es decir, por
G = (Gt)ys0s con
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Gr=0((At)=0{liss),0<s <) (1)

En este caso, la tasa de falla asociada corresponde a A(t), una funcién deterministica del tiempo,
de forma que si ¢ es una variable aleatoria absolutamente continua, entonces el proceso puntual

simple N; = 1<, admite la siguiente representacion Semimartigala regular o SSM ©,

t
N, = fo 1ios A()ds + MY, 2)

donde M es una G-martingala cuadrado integrable de media cero (es decir, M} € Mg)

Existen procedimientos en mantenimiento, garantias o burn-in que consideran separadamente cada
componente de un sistema coherente, lo cual origina procesos de costos individuales que luego se
suman para obtener un costo total. Sin embargo estos procedimientos no son equivalentes a los de

la aproximacion fisica antes mencionada.

El modelo estocastico que permite la aproximacién fisica es conocido como el modelo general de
tiempo de vida (Jensen, 1989; Aven & Jensen, 2013). En este modelo el proceso de falla de un
sistema coherente es representado por un proceso de conteo definido bajo la historia o filtracién

generada por la observacién del sistema al nivel de sus componentes, es decir, bajo F = (F),5,

Fi=0{li155,0<s<t, i=1,...,m}, (3)

donde m corresponde al niimero de componentes en el sistema y 7; la variable aleatoria que repre-
senta el tiempo de vida de la componente i-ésima. El modelo general de tiempo de vida es el proceso

puntual simple N; = 1<, admitiendo la siguiente representaciéon SSM,

t
N, = fo Licos Asds + M, (4)

con Mtf una F-martingala tal que Mtf € M3,y (M)ss0 la F-intensidad de falla, un proceso esto-
céstico no negativo progresivamente medible y ¢ un F-tiempo de parada totalmente inaccesible (es

decir, un tiempo de parada que ocurre de manera repentina sin previsién de su ocurrencia).

Para entender la diferencia entre la aproximacién fisica y la estadistica considere el siguiente ejemplo
(Aven & Jensen, 2013): Sea un sistema coherente de m = 2 componentes en paralelo, ( = T} v T5,
T; ~ exp(«;), i = 1,2 e independientes. La aprozimacion estadistica asigna a ¢ una tasa de falla

dada por,

“Una Semimartingala regular o Smooth Semimartingale (SSM) es un proceso estocéstico que puede considerarse

como la versién estocéstica de una funcién derivable.
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e+ apem2t — (o + e (1)t
e—alt + e—a2t _ 6—(041+0¢2)t

At) = : (5)

que nada dice sobre la estructura del sistema y tampoco incorpora la informacién del estado de las
componentes en el tiempo . De otro lado, la aprozimacion fisica usa la informacién sobre el estado
de los componentes en un tiempo ¢ y define el proceso de intensidad A; = a1l + @2lip <}, €n
{¢ > t}, es decir,

0, en {Tl > t,TQ > t},
At = a1 en {Tl >t,T5 < t}, (6>
a9 en {Tl <t Tp > t}.

Entre la aproximacién fisica y la estadistica se pueden considerar niveles intermedios, pues no
siempre es posible observar la informacién completa sobre un sistema coherente, es decir, bajo la
filtracién F = (F}),50, sino bajo alguna filtracién definida por algin nivel de informacién parcial
sobre el estado del sistema y sus componentes, digamos, bajo A = (A¢)¢0, con A; ¢ F, en la cual
la intensidad de falla del sistema serfa® \¢ = E[\|A¢], v

t
NE = BINJA] = ey = fo Lo Nids + MP, M € My, (7)

Por ejemplo, en el sistema en paralelo presentado previamente, si sélo se tuviese informacion del

estado del sistema y de la componente 1, es decir, bajo la sub filtracién A = (A )0,

Ay :O-{l{(>s}a1{T1>s}aOSSSt}' (8)

Entonces A = E[A\¢|A4;] corresponde a,
th =E [all{ngt} + 0521{Tlgt}|~/4t:| =a1 P (T2 < t) 1{T1>t} + a21{T1gt}- (9)

Por tanto, se puede derivar la tasa de falla ordinaria como la filtraciéon de A\; en el menor nivel de
informacion sobre el estado del sistema, es decir, A\(t) = E[\|G;] y el proceso puntual simple dado
en (2).

Desde que diferentes niveles de informacion conducen a diferentes intensidades con las cuales los
procesos de falla/reparo ocurren, entonces las propiedades estadisticas de cualquier funcién esto-
céstica asociada al proceso de falla/reparo ejecutado sobre un sistema coherente también cambian
segun el nivel de informacién y estos cambios a su vez tendran efectos en la definicién de procedi-
mientos y politicas 6ptimas orientados a mantener la confiabilidad de productos que corresponden

a sistemas de componentes.

dResultado del teorema de proyeccién en teoria de filtracién. Ver Brémaud (1981) y Jensen (1989).
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El objetivo bésico de este articulo es presentar e ilustrar la solucién desde la aproximacién fisica y
usando la regla de parada éptima denominada ILA o Infinitesimal-look-ahead (Jensen, 1989; Aven
& Jensen, 2013), de algunos problemas clasicos de optimizacién en el &mbito del mantenimiento
preventivo, burn-in y garantias, tratados usualmente desde la aproximacion estadistica. Sin
embargo, estos resultados también pudieran ser extendidos a cualquier filtracién, desde que se
verifiquen las condiciones enunciadas para las soluciones éptimas, considerando los procesos de
tasa de falla correspondientes a la filtracion usada. Con este fin, este articulo esta organizado como
sigue. La Seccién 2 presenta dos problemas bésicos de optimizacién formulados en Jensen (1989)
y Aven & Jensen (2013): en el primero el objetivo es determinar el tiempo 6ptimo para parar
un proceso estocastico de modo que sea méaxima la esperanza del proceso parado en tal tiempo y
la solucién es denominada la regla ILA. En el segundo problema el objetivo es hallar un tiempo
de parada Optimo para minimizar la razén de las esperanzas de dos procesos estocasticos, y su
solucién 6ptima es definida también a través de la regla de parada ILA, reformulando el objetivo
de minimizacion en términos de uno de maximizacién proximo al primer problema planteado. En
la Seccién 3 se presenta inicialmente una aplicacién del problema béasico 1 en la definiciéon de una
politica éptima de mantenimiento por edad previamente propuesta en la literatura de confiabilidad
y posteriormente se propone una extensién de esta politica considerando un modelo generalizado
de sustitucién por edad, luego, se contrasta la solucién bajo la filtracién trivial G (aproximacién
estadistica) versus la solucién bajo la filtracién completa F (aproximacion fisica); en la Seccién 4 se
muestra otra aplicacién de la solucién del problema basico 1 esta vez proponiendo la extensién en
la formulacién de dos politicas éptimas de burn-in estudiadas clasicamente desde la aproximacién
estadistica bajo una filtracion trivial G en la cual se considera una funcion de tasa de falla con forma
de banera, a una aproximacion fisica usando una filtracion F completa bajo la cual es definido un
proceso de intensidad de falla cuyas realizaciones son con forma de banera. En la Seccién 5, se
propone una extensién de una politica de garantia tipo reparacién-sustitucién gratis (FRW) bajo
una aproximacién fisica y se formula y se desarrolla la solucién de la determinacion del tiempo
optimo de garantia usando lo establecido en el problema béasico 2 presentado en la Seccién 2.
Finalmente, en la Secciéon 6 se presentan las principales conclusiones de lo desarrollado en este

articulo y unas consideraciones finales que pueden orientar el trabajo futuro en este campo.

2. PARADA OPTIMA DE UN PROCESO: REGLA ILA

Siguiendo a Jensen (1989) y Aven & Jensen (2013), sea (2,F,P) un espacio de probabilidad
completo con filtraciéon F = (F; )50, una familia de sub o-dlgebras de F satisfaciendo las condiciones
de Dellacherie, es decir, crecientes, continuas a derecha y completas. Considere los siguientes dos
problemas en los cuales una regla de parada 6ptima es usada en la definicién del tiempo éptimo en

el cual debe pararse cierto proceso estocédstico observado bajo la filtracion F.
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2.1. Problema basico 1

Sea ¢ un F-tiempo de parada. Considere inicialmente el problema de determinar un punto 6ptimo
en el tiempo, 7°, que maximice alguna funcién de utilidad. Tal punto serd un tiempo de parada que

maximiza E[Z;] para algiun proceso Z = (Z;)ss0, es decir, E[Z;+] = sup E[Z;]. Para resolver este
t

problema de optimizacion se recurre a la representacion SSM del proceso Z y se busca a 7* dentro

de una clase apropiada de tiempos de parada CICF en la que se cumple que Z;+ es un SSM. Sea

C? ={7:7 es un F-tiempo de parada, 7 < co, E[Z;] > -o00}. (10)

Para encontrar una solucién del problema de parada éptima es necesario establecer alguna con-
diciéon sobre el proceso Z, en particular se considera la condicién denominada caso mondtono
(Jensen, 1989; Aven & Jensen, 2013):

Caso monétono: Suponga que Z = (Z;)is0 es un F-SSM, es decir, un proceso que admite la

representacion,

t
7, = Zo+f0 fods + M7, (11)

donde (f;)ts0 es un proceso F-progresivamente medible tal que E [ fot | fs|ds] <oo, V120, (M)
es una F-martingala de media cero y E[|Zy|] < oo. Entonces el caso monétono corresponde a la

siguiente condicion,

(e <0} e {fuus0} VitueR"y U {fis0}=0, (12)
teR*

La regla ILA o Infinitesimal-look-ahead (Jensen, 1989; Aven & Jensen, 2013): Es el
F-tiempo de parada & que corresponde al primer tiempo ¢ en que se verifica la condicién del caso

mondtono, es decir,

£=inf{t: f, <0}, (13)

de forma que una vez que f; cruza cero desde arriba en el instante t = £, este proceso permanecerd
siendo negativo V t > . Ver Figura 1.
La regla ILA es una solucién éptima en el problema de hallar 7 € CICF, tal que E[Z+] = s%pE [Z],

bajo la siguiente condicién:

Teorema 2.1. (Jensen, 1989; Aven & Jensen, 2013). Sea Z = (Z;)s»0 un F-SSM dado por (11) y &
el tiempo de parada ILA en (13). Si la martingala M/ es uniformemente integrable, entonces bajo

el caso mondtono se cumple que 7* = £,

E[Z]=E[Z~]=sup{E[Z;]:TeC}. (14)
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¢=inf{t:f,<0}

Tiempo
Figura 1: Ejemplo Regla ILA

2.2. Problema basico 2

Siguiendo a Jensen (1989) y Aven & Jensen (2013), considere el siguiente supuesto,
Suposicién A: Sean Z; y X; dos F-SSM (los procesos Z y X son adaptados a la filtracién F, es

decir, son observables de acuerdo a la informacién acumulada en ) con las representaciones,

t

Zt=20+f0 fods + M?, (15)
t

Xt:X0+[O gsds + M, (16)

tales que E[Zy] > 0, E[Xo] >0, g5 >0, s e R" y M{ - y M}, son F-martingalas de media cero

uniformemente integrables.

Sea 7 un F-tiempo de parada. Se desea minimizar la funcién

B[Z]
K = 17
T E[XT]’ ( )
para T € C?’F,
C?’F {7 :7 es un F-tiempo de parada 7 < (,E[Z;] > -0, E[|X;|] < 00}, (18)

es decir, se desea hallar 77, tal que
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K* = Ko = inf{KT Te ch} (19)

En la soluciéon del problema 2 se podria usar la regla ILA reemplazando el problema de minimizacién
en (19), por uno de maximizacién equivalente (Jensen, 1989; Aven & Jensen, 2013). Para ello, note

que,
K*< E[Z]
E[X,]

y en la dltima desigualdad, la igualdad estricta se sostiene sélo para un tiempo de parada éptimo,

, Ve Cg’]F es equivalente a K'E[X,|-E[Z;]<0, V 7€ Cg’]F

asi el problema de maximizacién equivalente a (19) consiste en hallar 7 € C?’F, tal que

E[Y;] = sup {E [Y,]:7e cff} donde V; = K*X; - Zy y K* = inf{KT T e cé“*‘} (20)

Para el proceso Y = (Y}),50, con t € {¢ > t}, la representaciéon SSM es dada por

t
Yt:Y0+f (K*gs— fo)ds+ MY, con Yy = K*Xo—Zo y MY = K*M? - M. (21)
0

En este caso, para que el Teorema 2.1 sea aplicable es necesario que (K*g; — f;) satisfaga el caso
mondtono y desde que se pruebe que M, es una martingala de media cero uniformemente integrable,
la regla ILA 7% = inf{t e R*: K*g; — f; <0} serd la solucién éptima; sin embargo, este tiempo
de parada optimo depende de una cantidad desconocida K™, la cual debe ser determinada de
la igualdad E[Y;+] = 0. Por otro lado, el caso mondtono se cumplird sélo si la razén ry = fi/g; es
creciente (P-c.s) y tal que fo/go < K*y tlirglo ry > K* pero dado que K* es desconocido, serd necesario
usar limites que acoten a K™ y exigir que por lo menos r; sea creciente en tal intervalo. Luego, para

hallar 7* como una regla de parada dptima, se establecen los siguientes resultados (Jensen, 1990):

Lema 2.1. Bajo la suposicién (A), y si ademéds se cumple que

q:fnf{ft(w):03t<g(w), wEQ}>—OO, (22)
gr(w)

entonces, k; < K~ < k,,, donde estos limites son dados por

—E[gf;{q)](o] +q, siE[Zy-qXo]>0
ki = B{Z0] ¢ (23)
r)(?)], Si E[Zo—qX(]] SO,
E(Z
ke = [ C] . (24)
E[X(]
Teorema 2.2. Bajo la suposicién (A), considere el tiempo de parada,
pr=Inf{te R : kg, — fy <O} A(, nf@=00, keR (25)
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y los limites k; y k, dados en el Lema 2.1. Sea ademads el proceso (r¢)¢s0, con 1y = fy/gs. Si Ty es

(Ky, ky )-creciente c.s en {¢ > t}, esto es,
Vite{(>t}, h>0, r >k implica que 7y > 14 A Ky, (26)

entonces
" =pp con k' =inf{keR:kE[X,, |-E[Z, ]>0}=K". (27)

El resultado del Teorema 2.2 es ilustrado en la Figura 2.

Tiempo
Figura 2: Ilustracién regla ILA en Teorema 2.2

Observe que en la solucién del problema 2 bajo el Teorema 2.2, no es necesario considerar todos
los tiempos de parada T ¢ C?’F, sino tnicamente la clase de tiempos de parada en (25), y el nivel

optimo de la razén r¢, k* = K* es determinado de la igualdad,
R k,F
E[Y). | =sup{E[VE] = kE[X,,] - E[Z,]} = E[Vx] =sup {E[V;]: 7 e CF¥} =0

con Ytk, el proceso definido como Ytk = kX; - Z;, es decir,

t
Y-y / (kgs — o) ds + MY con Y = kXo - Zo, MY" = kMF - M7, (28)
0

k
y bajo la suposicién (A), V k € R, M/ es una F-martingala de media cero uniformemente integrable.
Corolario 2.1. Sean f; y g; deterministicos y t; = inf {t Ty = g—i > k}, k eR. Si Xy = 0, entonces

T* =t* A es 6ptimo, con t* =tx+ e RY U {oo} y

K*:inf{keR:fotk (kgs—fs)P(C>s)dszE[Zo]}. (29)
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Si ademds r; =g, V t € R, ry una constante, entonces,

E[Z]
E[X(]

K" = +roy 7 =C(. (30)

3. POLITICA OPTIMA DE MANTENIMIENTO BASADA EN
LA EDAD

3.1. Politica 6ptima bajo la filtracion G

En la literatura de confiabilidad se han formulado varias politicas de mantenimiento preventivo
que tratan de reducir la ocurrencia de fallas en un sistema o devolverlo al estado operativo cuando
éste ya ha fallado. Un tipo de politica bésica ha sido postulada (Barlow & Proschan, 1975; Aven
& Jensen, 2013), denominada Politica de sustitucion por edad, en la cual un sistema es sustituido
cuando falla o bien cuando alcanza una edad T', y por tanto el tiempo de operacién para la i-ésima

unidad o sistema corresponde a 7; = (; AT

Si en la politica de sustitucion por edad puede asumirse que la sucesion de tiempos de vida (q, (o, . . .,
conforma una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas o iid,
con funcién de distribucién de probabilidad F'(t), entonces también los tiempos de operacién T
constituyen una sucesién de variables aleatorias iid. Si ademads el costo para un ciclo dado puede

describirse por el proceso estocéstico (Z;)¢s0,

Zi=c1+ C21{C§t}> (31)

esto es, cuando hay una sustitucién sin falla se incurre en un costo ¢; mientras que si hay una falla
entonces se incurre en un costo ¢ + ¢g, entonces el costo incurrido en el i-ésimo ciclo de operacién
serfa dado por Zr, = ¢1 + c2ly¢<r;) ¥ pOr tanto el costo total después de n ciclos corresponderia a
Y1 Zy, observado en un tiempo total de operacién correspondiente a Y.i'; 7. De esta forma, el

costo promedio por ciclo seria,

n

i=1 ZTi

= .
21:1 Ti

De la condicién iid en (73, )nez+, Se tiene un proceso de renovacién asociado a tal sucesién y como

CPC,, = (32)

un resultado de la teoria de procesos de renovacién, se obtiene que,

E[ZT] _ Cc1 + CQF(T)
E[7] foT F(u)du

CU(T) es denominado el costo medio unitario asintético o de largo plazo por unidad de tiempo.

CU(T) = lfim CPC,, = (33)

El objetivo es determinar T tal que sea minimo CU(T"). Para ello, se aplicarfa la técnica usual del

calculo para hallar la solucién 6ptima T = arg 1%11’61 CU(T), de forma que
>
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CU(T") = inf{CU(T) : T e R* U {oo}}. (34)

Si CU(T™) = oo, significa que no seria 6ptimo hacer sustituciones preventivas de una unidad o
sistema y por tanto, sélo se realizarian reemplazos cuando la unidad falla. Puede mostrarse que
una solucién finita serfa obtenida cuando la tasa de falla A(t) = f(¢)/F(t) es creciente y en este

T* = nf {t R [ " Plu)du- F(t) > %} (35)

CU(T™) = cxM(T™). (36)

Una ilustracién de la solucién 6ptima dada por (35) es presentada en la Figura 3.

h(t) = A(t) fo F(u)du—F(t)

C1
C2

h(t)

i
T

Tiempo

Figura 3: Ejemplo solucién éptima en politica de sustitucién por edad, filtracién G, con A(t) creciente

También es posible resolver este problema aplicando los resultados para el problema basico 2
previamente presentado, es decir, mediante una regla de parada éptima. En este caso, la filtracién

a considerar es G y la clase de tiempos de parada en la cual se busca la soluciéon 6ptima serd C?’G,

C?’G ={7:7 es un G -tiempo de parada 7 < (,E[Z;] > —oc0, E[|X/|] < 0o}, (37)

con CU(T) =K, = E[[)Z(:]], 7 =T A donde

t t
Zt =C1+ 621{§§t} =C1+ [0 1{C>5}Cg)\(3)d5 + Cthg y Xt =tA C = [0 1{C>5}d8 P-C.S, (38)
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de modo que Zy = ¢; > 0, Xo = 0, M} = oM/ (una G -martingala de media cero y cuadrado
integrable), M} =0, V ¢t >0 P-c.s, con f;y =coA(t) y g: =1, en {¢ > t}, de donde r = fi/g¢ = coA(2),
en {¢ >t}. Se quiere hallar 7* = T* A { tal que,

K* = CU(T*) = Ko =inf { K :7 e CEE} (39)

Observe que para este caso la suposicién (A) es valida bajo la filtraciéon G. Veamos que también
bajo G el Lema 2.1 es valido desde que A(t) sea no decreciente, con A(0) = inf{\(¢):t e R*}:

q=1’nf{%:0£t<((a}), weQ}=62)\(0)20>—oo,
t

entonces k; < K* < k,, con

_E[Z]-¢Xo = «a
ky = E[XC] +q= B[(] + oA (0),
ko = E[ZC] _atc
" E[X] E[]

Por 1ltimo, aplicando el Teorema 2.2, se tiene que
pp=f{te R" : kg, — f1 <0, ke R}AC = pp =tp AC,

con t; = inf {t eR*:\(¢) > ’“2, k€ R}, entonces,

C

ty _
E[X,]=Eltincl= [ F(s)ds,
tg
E[Z,]=c+xE [f() 1{<>5})\(s)ds] =c1 + o F(ty),

de modo que,

K*
T*ZpK* =tr* /\C7 con Ty+ =fnf{t€R+3)\(t)Z B }ZT*,
2

F
K*:inf{ke]R:kE[ka]—E[Zpk]20}:fnf{ke]1§;k2w}’

Ot’“ F(s)ds
por tanto,
K* = c1 + CQF(tK*)
/OtK* F(s)ds
y
F t_
tre = T" =inf |t € R* - A(1) > M = fnf{t eR* (1) f F(s)ds - F(t) > C—l}.
¢ [y F(s)ds 0 (&)
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3.2. Politica 6ptima de mantenimiento bajo modelo generalizado de sustitucion
por edad

A continuacién se propone una extension de la politica de sustitucién por edad presentada
previamente. Considere ahora que en esta politica la unidad o sistema es observado bajo la filtracién
completa F en (3). Sean como antes, ¢ el tiempo de vida del sistema, un F-tiempo de parada
totalmente inaccesible, y los procesos Z; = c1+c2lyc<py y Xt = tAQ. Se desea hallar 7* = (T* A¢) eCr,
tal que

CU(T")=K" =K~ :inf{KT = L)Z(T] :TEC?’F}. (40)

Sea (/\{ )t>0 la F-intensidad de falla del proceso Ny = 1 {¢<t}, un proceso estocdstico no negativo

progresivamente medible. Entonces, de (4) Z; es un F-SSM con la representacién,

t
Zy=c1+ f 1{<>S}02A5d8 + Mtz, con Mtz = Cthf € Mg, (41)
0

en tanto, X; es un F-SSM con la representacién X; = /Ot Liesrds, P-c.s (es decir, M} =0). Como
antes, Zy = c1, Xo = 0 y se cumplen las condiciones de integrabilidad sobre las martingalas M7 y

M. También se tiene que en {¢ >t}, fi = cal v g+ = 1, y por tanto, 1y = fi/g: = cadg, t € {( > t}.

En este caso las condiciones de la suposicién (A) también son satisfechas y por tanto el Lema 2.1,
desde que g = inf{ry(w), 0<t <, weQ}=coyxinf{M\(w), 0<t <, we}>-o00,lo cual es cierto

ya que todas las realizaciones de (\¢)t0 son no negativas. Por tanto K™ estd acotado por,

cl Cc1t+cC2
+CoAint Y by =
E[(] E[(]

con Aipf = Inf { M\ (w), 0<t<(, weN}.

Ky

(42)

Finalmente, para que la solucién 6ptima en el Teorema 2.2 sea aplicable en este caso, es necesario que
¢ tenga realizaciones (ky, ky, )-crecientes en {¢ > t}, o bien con forma de bafiera tal que Ajy¢ < Ao < ky.

Entonces,
. + k
pr=mf{teR " : Ny >— keRA(=>pp =T A,
C2

con T}, = inf {t eRY: )\ > %, ke R}, pero a diferencia del caso bajo la filtracion G, aqui T} puede

ser una variable aleatoria, entonces

T
K*=mf{keR:kE[X,, |-E[Z,,] 20}:inf{keR:E[fo k1{<>8} (k—CQ)\S)dS] 201}, y

prx =Ti= A C.
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4. BURN-IN OPTIMO

Burn-in es un procedimiento usado en algunos procesos de fabricacién con el fin de eliminar items
defectuosos (sistemas o componentes) con tiempos de vida menores a un tiempo minimo esperado,
con el fin de asegurar que sélo sean puestos en operacién aquellos que cumplan con la calidad y la
confiabilidad deseadas. Con este objetivo, durante el periodo de burn-in, los items son sometidos a
pruebas que simulan condiciones de uso tipicas o adversas. Aquellos que sobreviven a tal periodo

son luego puestos en servicio, vendidos o sometidos a pruebas adicionales.

Una revision sobre los antecedentes clasicos relativos al burn-in es presentada en Jensen & Petersen
(1982) y Kuo & Kuo (1983). Segun Block & Savits (1997), como principio bésico en el uso de
este procedimiento, se recomienda su aplicacién cuando el tiempo de vida de los items puede ser
modelado como una mezcla de funciones de distribucién de probabilidad, al considerar la existencia
de dos tipos de items dentro de una poblacién, clasificados de acuerdo a su confiabilidad y calidad:
aquellos que son débiles y aquellos que son fuertes. Se asume que el tiempo de vida de un sistema
también tiene este comportamiento dicotémico, de tal forma que la sub poblacién de defectuosos
presenta una mortalidad infantil, es decir, una tasa de falla inicial alta. Asi, un procedimiento
de burn-in es efectivo cuando el tiempo de vida del sistema tiene una tasa de falla inicial alta que
luego decrece con el tiempo. Los sistemas que sobreviven al burn-in poseen la misma distribucién del
sistema inicial pero truncada a la izquierda, y por tanto el procedimiento elimina la parte del tiempo
de vida inicial en la cual el sistema tendria una alta propensién a fallar. La clase de tiempos de vida
con forma de batiera o bathtub-shaped failure rate satisface la anterior propiedad. Especificamente,
para este tipo de distribucién la tasa inicial de falla es alta (periodo de mortalidad infantil) que luego
decrece hasta aproximadamente una constante (periodo de vida 4itil) y finalmente crece a medida
que aumenta la edad del item (periodo de desgaste), como se ilustra en la Figura 4. Respecto a
la formulacién de modelos de distribuciones con tasa de falla con forma de bafnera, Raharshi &
Raharshi (1988) presentan una revisién y describen los métodos propuestos para la construccién de
distribuciones con este tipo de tasa de falla, como por ejemplo, modelos exponenciales, polinomiales

y exponenciales-polinomiales, modelos de mezclas, entre otros.

La determinacién de un tiempo éptimo de burn-in ha sido considerada previamente en la literatura
de confiabilidad usando diferentes criterios relacionados con la operacién, mantenimiento o garantia
del producto, por ejemplo, Cha (2000), Cha (2001), Cha (2003), Kar & Nachlas (1997), Mi (1991),
Mi (1994), Mi (1997), Nguyen & Murthy (1982), Sheu & Chien (2005), Yun, Lee & Ferreira (2002),
entre otros. Block & Savits (1997) examinan diferentes modelos de mezclas de distribuciones y
describen varios criterios usados para determinar el tiempo 6ptimo de burn-in, los cuales son clasi-
ficados en dos grupos bésicos: Aquellos basados en el desempeno sin considerar alguna estructura
de costos y aquellos basados en costos. Ye, Tang, & Xie (2011) estudian la relacién entre burn-in

y el desempenio de un producto durante su periodo de garantia, desempeno evaluado considerando
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ortalidad ! Desgaste
infantil ! !

Tasa de Falla

Vida util

S Sz
Tiempo

Figura 4: Ilustracion de una tasa de falla con forma de banera

indicadores tales como la probabilidad de falla, el niimero esperado de fallas y de la vida residual
dado una proporcion de fallas durante el uso en el periodo de garantia. Recientemente, modelos de
procesos de degradacién han sido incorporados en la determinacion del burn-in 6ptimo en productos
con alta confiabilidad, con este enfoque Feng, Peng, & Coit (2010) presentan un modelo basado en
andlisis de degradacién para determinar conjuntamente el burn-in éptimo y decisiones de inspeccién
y de mantenimiento en productos con alta confiabilidad, minimizando el costo total esperado por
el tiempo de vida durante el uso del producto; Tsai, Tseng, & Balakrishnan (2011) consideran el
problema del burn-in éptimo en productos con alta confiabilidad incorporando informacién sobre
el proceso de degradaciéon de una caracteristica de calidad relacionada con el tiempo de vida del
producto, proponen un proceso Gamma mixto para describir las trayectorias de degradacién y me-
diante un modelo de costos determinan el tiempo ptimo de burn-in; Ye, Xi, Tang, & Shen (2012)
consideran la planeacién de procedimientos de burn-in en casos donde existe el fenémeno de riesgos
competitivos de productos electrénicos con alta confiabilidad, en los que compite la falla debida
a procesos de degradacién considerados como un modo de mortalidad infantil y un modo de falla
catastrdfica, y proponen modelos de burn-in basados en degradacién y Xiang, Coit, & Feng (2013)
consideran el uso del burn-in en la fase de disefio y fabricacién de nuevos productos o tecnologias,
en las cuales la manufactura es todavia altamente variable o se encuentra en proceso de madu-
raciéon y proponen un modelo que permite determinar politicas de sustitucién preventiva basadas
simultaneamente en burn-in y la edad del producto con varios componentes sujetos a degradacién

estocastica. Otras trabajos hallados en relacién al burn-in y su optimizacién aplican enfoques ba-
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yesianos, entre otros, Yuan & Kuo (2010) analizan mediante una aproximacién bayesiana la tasa

de falla de forma de banera y sus puntos de cambio, y el tiempo éptimo de burn-in para aparatos
electronicos, considerando como funcién objetivo los costos totales esperados durante el burn-in y
el periodo en garantia; Ulusoy, Mazzuchi, & Perlstein (2011) aplican un enfoque bayesiano para
incorporar la incertidumbre en las distribuciones de tiempo de vida y por tanto en la confiabilidad
y los costos asociados en la selecciéon del tiempo de burn-in éptimo, de manera que sean minimi-
zados los costos totales durante el periodo de garantia y a la vez sea maximizada la confiabilidad
de los productos; Kurz, Lewitschnig, & Pilz (2014) proponen modelos de estimacién bayesiana en
distribuciones con tasa de falla con forma de banera, usando datos obtenidos en procedimientos
de burn-in y muestran que es posible adaptar dindmicamente el procedimiento de burn-in para

mejorar su eficiencia.

Con respecto al burn-in de un sistema coherente, todos los trabajos previos analizan el tiempo
de vida del sistema bajo la aproximacién estadistica. A continuacién se presentan dos problemas
simples de optimizacién clasicos en esta area pero a diferencia de la aproximacién estadistica, se
propone una formulacién y una solucién bajo la aproximacion fisica mostrando cémo la regla de

parada ILA puede ser aplicada incorporando de esta forma la dindmica del tiempo.

4.1. Minimizacién de la probabilidad (incondicional) de falla durante un
periodo de operacién fijo después del burn-in

Siguiendo a Bueno (2007), un sistema coherente con tiempo de vida ¢ es sometido a un
procedimiento de burn-in durante un periodo de tiempo b. Después de este procedimiento, el
sistema es puesto en operacién por un periodo adicional (fijo) 7. Se quiere hallar b que minimiza a
E[Z]]=P(b<(<b+T), donde el proceso Z; es dado por,

Zy = Lipecsbiry = Licsbry — Licsty- (43)

Para ello, asumiendo que ¢ es un tiempo de parada totalmente inaccesible, se usa la representacién
SSM. De (4), se obtiene,
T T b T
Zy =2y - fo [1{cos) s = Licosiry Asir | ds + MY, (44)

donde Z§ = 1ic¢ry = fOT LiessiAsds + My y el proceso My = Mp,r — My — M, es una martingala de

media cero, uniformemente integrable. Por tanto,
T T b
E(Z]] = BIZ5] - B{ [ [Licos)hs = Ligsosryerrds}: (45)
Luego, para 7 fijo, b que minimiza E[Z] ] es el mismo b que maximiza a,

118 Revista Facultad de Ciencias Universidad Nacional de Colombia, Sede Medellin



APROXIMACION AL USO DE UNA REGLA DE PARADA OPTIMA SOBRE SISTEMAS COHERENTES

b
K(T, b) = E{]O [1{C>S})‘3 - 1{C>5+T})‘3+"'] ds}

Si se considera el proceso ZbT = —Z], el problema inicial de minimizacién de E[Z]] puede ser
redefinido como el problema de maximizacién de E[Zg ]. En particular, se busca un F-tiempo de

parada B” en la clase Cg’F de F-tiempos de parada,

Cg’F = {B >0: B es un F-tiempo de parada, B+ 7 < (,E[(] < 00, E[B] < oo}, (46)

tal que
K(r,B*) =sup{K(7,B): Be Cg’]F}. (47)

Desde que sélo son considerados los tiempos de parada B € CE’F, se tiene que ( > B+, y por tanto,
¢ > B. Luego,

K(r,B") :sup{E[/OB()\s—)\5+T)d5]: BeC’g’]F}. (48)

Para resolver este problema se asume que el proceso de intensidad de falla del sistema (¢ )¢, tiene

(P-c.s) forma de banera, para lo cual se propone la siguiente definicién y el Teorema 4.1.

Definicién 4.1. Un proceso (A\¢)i>0 F-progresivamente medible es un proceso de intensidad con
forma de banera (P-c.s) si existen F-tiempos de parada S; y Sz tales que \; es decreciente si
0 <t <51, A\ es aproximadamente constante si 57 <t < So, v A es creciente si ¢ > S9. Los tiempos

de parada S7 y S9 son llamados tiempos de cambio de ;.

Teorema 4.1. Suponga que el proceso de intensidad de falla del sistema (\;)s>o tiene forma de
banera con tiempos de cambio 0 < 57 <52 v Ay < Ao = limy, 00 Ar. Entonces, el tiempo 6ptimo de

burn-in B* € CE’F que maximiza a K (7, B) es tal que,
i. B* = inf{B i BeCY¥, Ap < )\B+T} y,
i. B* <5].
Nota 4.1. En este problema se considera el proceso fi = A¢ — A en {( >t + 7}, sobre el cual

es necesario mostrar que el caso mondtono se cumple para que bajo el Teorema 2.1 la regla ILA

produzca la solucién 6ptima enunciada en el Teorema 4.1. Ver prueba en el Apéndice A.

4.2. Maximizacion de la utilidad unitaria por operacién sin falla durante un
periodo fijo

Suponga ahora que un sistema coherente con tiempo de vida ¢ es sometido a un procedimiento de
burn-in durante un tiempo b. El sistema que no sobrevive al burn-in es desechado y produce un

costo Cp, mientras que el sistema que sobrevive al burn-in es colocado en operacién por un periodo
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adicional 7 y si la unidad falla durante este lapso, ésta es desechada a un costo C > Cy. Finalmente,
si el sistema sobrevive b+ 7 unidades de tiempo entonces hay una ganancia de K. El objetivo es

hallar el tiempo de burn-in que maximice la utilidad esperada por unidad, es decir, a G(7,b),

G(r,b)=K P((>b+71)-Co P((<b)-C P(b<(<b+T)
=K+(C-Cy)P(C<b)-(C+K)P(C<b+71). (49)

Sea Z, el proceso dado por,
Zy =K +(C-Co)licapy = (C+ K)liccpiry- (50)
Observe que E[Z]] = G(r,b). Definimos el problema de optimizacién como hallar el F-tiempo de
parada B* ¢ C’?F que maximice E[Z}], es decir,
T % . b,F
E[Z}.]=G(r, B") =sup{G(r,B): BeC™}. (51)

Suponiendo que ¢ es un [F-tiempo de parada totalmente inaccesible, la representaciéon SSM de Z

es,

B
ZE = Zg + A [1{{>s}(0 - CO)AS - 1{(>s+7-}(0 + K)/\s+7]d5 + RTBa E € M(Q)a (52)

con Zg =K - (C+K)1{C§T} y RE = (C—Co)MB + (C+K)(M7— _MB+T)'
Luego,

E[Z3] = E[Z]] + E{fOB[1{<>S}(C = CoMXs = Lcsaary(C+ K)Aoir]ds]. (53)

Desde que sélo consideramos tiempos de parada B € C’b’]F, se tiene que ¢ > B+ 7 y por tanto ¢ > B.
Asi

E[Z%.]=G(r,B") :sup{E[Zg]+E{_/OB[(C—CO)/\S—(C+K))\S+T]d3}: BeC’g’F}

= sup{ B[2§] + (C+ K) - B{ fo B[Xs ~Aserds}: BeCtt, (54)
donde 5\3 = (g;i{b))\s.

Observe que el tiempo de parada B € C?F que maximiza E[Z}] es el mismo que maximiza

H(t,B) = E{fOB[S\s - )\S+T]ds}, es decir,

H(r,B*) =sup{H(r,B): BeCl"}. (55)

Luego, para la aplicacion de la regla ILA consideramos el proceso fs = As — Assr €0 {¢(>B+71},

para s < B. Note que,

C-Cy
C+K

P <A} conO<(C_CO)<1. (56)

{f <0y = {( P
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Teorema 4.2. Bajo las condiciones dadas en el Teorema 4.1,

i. B =mf{B: BeC", A\p < Apir}, donde Ap = (%}?Q)AB,

ii. B*<B*=mf{B: BeCF, A\g<Api}<5Si.

Nota 4.2. En este problema es necesario mostrar que el proceso f; = A = Misr €n {(>t+7}
satisface el caso mondétono, de modo que bajo el Teorema 2.1 la regla ILA produzca la solucién

Optima enunciada en el Teorema 4.2. Ver prueba en el Apéndice B.

4.3. Ejemplo

Sea ( el tiempo de vida de un sistema coherente de dos componentes en paralelo, esto es, ( = T1V15, y
los tiempos de vida de estas componentes dados por T = Z1AZ1 2, To = ZoAZy o, donde 21, Zo, Z12
son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con funcién de tasa de falla
r(t) = et +0,1t, t >0, la cual tiene forma de bafiera con un tinico punto de cambio en t,, = 2,30

y 7(0) =1 < r(o0) = +00. Luego, en {¢ > t}, el F-proceso de intensidad de falla de ¢ es dado por

)\t = T(t) + T(t)l{TlAT2§t<T1VT2}7 €s deCir7

r(t), si0O<t<TI ATy

A = ®) (57)
27’(t), siTh ATy <t<TyvTh.

Por tanto, el proceso de intensidad de falla A\; tiene un tnico tiempo de cambio S1 = 59 = tmm, v

A0 < Aoo = +00. Una ilustracién del proceso Ay en {tm < T1ATo} y en {tmm > T1 ATh}, es presentada

en las Figuras 5(a) y 5(b), respectivamente.

Suponga que este sistema es sometido al procedimiento de burn-in descrito en 4.2, con constantes

de costos C' =10, Cy =2y K =5,2 y que el periodo de operacién es fijado en 7 = 1.

Sean 7(t) = (%)r(t) v A= (%‘5(0 ))\t. Es necesario considerar los casos siguientes para hallar la

solucién 6ptima:

(a) En {B ¢ C?’F : Ty ATy < B}: En este caso se debe resolver 27(B) = 2r(B + 1), o

equivalentemente, 7(B) =r(B + 7).
(b) En {B ¢ Cg’]F :B<T) ATy < B+71}: En este caso se tiene que resolver 7(B) = 2r(B + 7).
(¢) En {Be¢ C?IF 2Ty ATy > B+ 7}: Aqui se resuelve la ecuacion 7(B) =r(B + 7).

Para la ecuacién 7(B) = 7(B+7) la solucién es B* = 0,319, mientras que la ecuacién 7#(B) = 2r(B+7)
no tiene solucién, pues V t >0, 7#(t) — 2r(t + 1) < 0, como muestra la Figura 6.
La interpretacién de estos resultados es como sigue: Si al iniciar el sistema (en ¢ = 0), sélo uno de las

componentes funciona, el sistema debe ser sometido a burn-in hasta B* = 0,319. Si en ¢ = 0 ambas
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Figura 5: (?],) )\t en {tm{n < T1 A Tg}, (b) )\t en {tmfn > T1 A Tg}
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Figura 6: Funciones para andlisis de las soluciones en el Ejemplo 4.3

componentes funcionan, es necesario decidir si se hace o no el burn-in. Segtin el analisis anterior,
B* = 0,319 es 6ptimo si ocurre el evento A = {T} AT, < 0,319} U{Ty AT, > 1,319}. Pero no es posible
saber con certeza si tal evento va a ser observado. Sin embargo, si la probabilidad de A es mayor
que la probabilidad de A = {0,319 < T1 ATy < 1,319}, entonces someter al sistema a burn-in ain

cuando para algunas unidades sea observado el evento A.
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5. PERIODO OPTIMO DE GARANTIA

Muchos productos, reparables o no reparables, son vendidos mediante alguna pdliza o contrato de
garantia. Blischke & Murthy (1994) definen garantia como una obligacién contractual mediante la
cual un fabricante, en conexién con la venta de su producto, se compromete a asegurar su funcio-

namiento apropiado durante un periodo de tiempo llamado el periodo de garantia.

Entre las politicas de garantia méas comunes se encuentran las de tipo reparacién-sustitucion gratis
(FRW) y las de tipo pro-rata (PRW). En el primer caso, el fabricante se compromete durante el
periodo de garantia a reparar o sustituir el producto asumiendo cualquier costo derivado de este
servicio. En el segundo caso, el fabricante se compromete a devolver una fraccién del precio de venta
del producto cuando suceda una falla durante el periodo de garantia y en general se ofrece para
productos no reparables. Las politicas tipo FRW también se subdividen en dos grandes categorias:
con renovacion y sin renovacién. Estas dos clases se diferencian en que en el primer caso, cuando
el producto sufre una falla catastréfica, éste es sustituido por uno nuevo y se expide una nueva
garantia, mientras que en el segundo caso, la sustitucion del producto que falla no altera el plazo
original de la garantia. Diferentes asuntos relacionados a las politicas de garantia y sus costos son
tratados extensamente en Murthy (1990), Blischke & Murthy (1992a), Blischke & Murthy (1992b),
Blischke & Murthy (1992¢), Blischke & Murthy (1994) y Blischke & Murthy (1996), entre otros.

Aunque las garantias constituyen una estrategia competitiva en el mercado, también pueden llegar
a representar una suma importante de los costos totales del fabricante, y por tanto, es necesario
minimizar los costos derivados de este servicio. Ja, Kulkarni, Mitra & Patankar (2001) consideran
el problema de la estimacién de los costos y de las reservas de garantia durante el ciclo de vida de
un producto reparado minimamente y bajo una politica de garantia sin renovacién, en la cual los
costos de los reparos dependen de la edad del producto, e indican cémo usar la informacién de los
costos de garantia para determinar el periodo de garantia; Kim, Djamaludin & Murthy (2001) estu-
dian modelos para el andlisis del costo esperado de garantia bajo una politica FRW para productos
con intensidad o tasa de falla dependiente del uso; Bai & Pham (2004) discuten el problema de la
estimacion y la prediccién de los costos de garantia descontados, usando politicas FRW y PRW,
para sistemas en serie reparados minimamente, y aplican sus resultados en la determinacién del
periodo de garantia y de las reservas para el servicio usando el Teorema de Limite Central. Chien
(2005) considera el problema de la determinacién del periodo éptimo de garantia y de la edad de
sustitucion del producto después del vencimiento de la garantia, segiin las perspectivas del ven-
dedor y del comprador, respectivamente, que minimizan las funciones de costos correspondientes,

considerando el modelo denominado de falla general.

Block, Borges & Savits (1985) describen el modelo de falla general. En este modelo el proceso de
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falla de un item presenta dos posibles tipos de falla a la edad t: falla de tipo I, reparable minima-

mente, es decir, la tasa de falla del item es restaurada a su condicién inmediatamente anterior a
la falla y ocurre con una probabilidad de 1 - p(t), o falla de tipo II, la cual es catastréfica y por
tanto no reparable, y ocurre con probabilidad p(t). Los procesos de conteo asociados a estos dos
tipos de falla son procesos de Poisson no homogéneos con tasas de falla deterministicas dadas por
M) = (1=p®))r(t) y A(t) = p(t)r(t), respectivamente, donde p(t) € [0,1] y r(t) es la funcién
de tasa de falla general del item.

Al igual que en los problemas ya citados relativos a mantenimiento y burn-in, los trabajos previos
en politicas de garantia analizan el tiempo de vida de un sistema ¢ bajo la aprozimacion estadistica
o de caja megra. A continuacién, se formula y se propone una aproximacién fisica para un sistema
coherente sometido a fallas de tipo I y II y observado a nivel de sus m componentes, a través de la

filtracion F = (F¢)es0, la cual es redefinida de la siguiente manera,

Fi= 0{1{TZ_>S}, i=1,2,...,m, Vi, 0<s gt}, (58)
donde T;, i = 1,---,m, los tiempos de vida de los componentes, respectivamente, definidos en un
espacio de probabilidad completo (2, F, P), junto con la marca V; € {1,2}, indicando para una
falla del sistema en t: falla de tipo I o falla de tipo II, respectivamente. Suponemos que los procesos
de intensidad para las fallas de tipo I y IT, (Al)s0 y (A)ss0, son procesos estocasticos F-medibles.
Llamaremos proceso de falla general al proceso de falla del sistema coherente bajo la filtracion F.

5.1. Costo de garantia bajo el proceso de falla general

Sea un sistema coherente con tiempo de vida (, compuesto de m componentes, con tiempos de vida
ﬂ7 i = 17 27 ey M.

Definicion 5.1. Proceso de falla general para un sistema coherente. Sea ( el tiempo de
vida de un sistema coherente, un tiempo de parada totalmente inaccesible con proceso de intensidad

de falla (\¢)s»0 y tal que:

= En un instante ¢ > 0, uno de dos tipos de falla puede ser observado: falla de tipo I o falla de
tipo II.

» El sistema es observado bajo la filtracion F = (F; )0 dada en (58).

= Existe un F-tiempo de parada finito totalmente inaccesible ¢! = inf{t > 0: V} = 2}, el tiempo

de la primera falla de tipo II.

» Existen (Ao v (A0, procesos no negativos, F-progresivamente medibles, tales que

E[/Ot)\ids]<oo, E[Ltkild8]<m, VO<t<oo, y (59)
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At = 1{Vt=l})\t + 1{\/}:2})\15 = )\115 + )\%I, vV t>0. (60)

Bajo la definiciéon anterior, se asume que el proceso de conteo del nimero de fallas del sistema en
[0,t] es dado por

- t - -
Nt: f )\sd8+Mt, MtGM(Q),
0
el cual descompone en N; = N} + N/, con,
N t - - - t - -
NI- f Mds+ N, N'eMZ NM-= f Mg+ 071 Ve M2, (61)
0 0

Donde los procesos NtI y NtH no tienen saltos simultaneos, es decir, en un instante ¢, s6lo uno de

los dos tipos de falla puede ser observado.

Los procesos N! y NI parados en ¢!, son dados, respectivamente, por [ver Aven & Jensen (2013,
Teorema A.48)],

~ t ~
NtIACH = [) 1{411>S}/\£d8 + MtI/\CIh (62)

1 L A Alds + ! 63
{¢T<t} EACTE 0 {¢T>s} A AS [N ( )

con NI} o y NI1L o

1 representa el nimero de fallas tipo I, y por tanto, de reparos minimos, realizados

F-martingalas uniformemente integrables de media cero. En nuestro contexto,
cont=w, NtI/\G
hasta el vencimiento de la garantia, mientras que 1y es el proceso de conteo simple hasta la

primera falla de tipo II observada durante el periodo de garantia.

Definicion 5.2. Proceso de costo de garantia bajo el proceso de falla general. Bajo la
Definicion 5.1 considere el siguiente proceso. Las fallas de tipo I son reparadas minimamente hasta
el periodo de garantia w o hasta la primera falla de tipo II, lo que ocurra primero, a un costo para
el fabricante de C!. Una falla de tipo II (catastréfica) a la edad ¢! < w produce el término de la
garantia y un costo para el fabricante de C', C™' > €. Ademés de los costos por reparacién o falla
en el periodo de garantia, cada unidad vendida bajo este servicio genera un costo adicional de Cy,
Cp < C'. Entonces el proceso del costo unitario de garantia bajo el proceso de falla general, es dado
por

29, = Co+C Ny, e + O Lyengyy. (64)

Bajo las condiciones dadas en la Definicién 5.1 y por las ecuaciones (62), (63) y (64), el proceso Zy

tiene la siguiente representacién SSM,
v I\I | A1 2
79 = Cy + fo Lertogy (CTAL + YA ds + My, My, € M2, (65)
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donde M,, = C" MVIV actt t ct MVIVIA cun €8 una martingala de media cero uniformemente integrable, y

E[ [ (C'AL+ M) ds | < o0, ¥ 0 < w< o0,
Por otra parte, el ciclo de garantia durante el cual es observado el proceso de costo es dado por X3,

X9 = wacll= /0 Lensgyds, s, (66)

tal que E[X%] = [ P(¢C"'> s)ds < 00, ¥ w2 0.

5.2. El problema de optimizaciéon
El objetivo es hallar el perfodo de garantia w e {C s W}, que minimice el costo unitario de garantia
esperado por unidad de tiempo, es decir, que minimice a la funcién K9(w) = E[Z§] / E[X7],
Co+ B[ [ 410y (CINL + CUA s

K (w) - :
i E[ [ g sy ds]

5.3. Tiempo 6ptimo de garantia basado en una regla de parada 6ptima

Considere los procesos Z9 v XJ y la funcién de costo unitario esperado por unidad de tiempo
K9(w) = E[Z§]/E[X%]. Se desea hallar inicialmente un F-tiempo de parada #* en la clase de

tiempos de parada,

Cgf = {W: W es F-tiempo de parada, W < CH, E[CH] < 00, E[ng] < Oo}7 (68)
tal que
K i = KO(77) = i {KI(W) : W e C?f : (69)

Para aplicar el Teorema 2.2 en este caso, definimos el proceso
rf = Cl+ CINL e f0,¢), (70)

para el cual se tiene

Tfnf:inf{rtg(w), 0<t<¢M(w), weﬂ}. (71)
Sean f, = (C'A;+ CYA') y g: = 1 en {¢" > t}. Entonces en {¢"' > t}, r{ = fi/g: = C'A} + CUALL
Luego, por el Lema 2.1 y el Teorema 2.2, usando en lugar de ¢ a ¢!, X = X9, Z =29y K = K9(w),
desde que la martingala M en (65) es uniformemente integrable y

E[Z8 -r9 .- X9 = E[CI -r9,-0] = Cy >0,

inf nf

es acotado por las cantidades kj y ki, tal que & < K7 . <k, donde,

g
entonces K optim <

optim
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Co+C+C! E[[f)nxgds]

k9 = K9(¢c) = ,
Co
g _ g
0<k/ = E[gﬂ] + 7 (72)
En este caso se define
pe = nf{w>0: a;—rgvSO}/\CH:inf{WZO: Tﬂ,Zaj}/\g‘H: we ACT con z e R (73)

Proposicién 5.1. (Gonzalez, 2009). Sea el proceso r{ en (70) y los limites k] y ki en (72).

Suponga que r{ es (kf, k{)-creciente P-c.s. en {t < ("'}, es decir,

Vie{t<¢"byh>0, rf/>k! implica 1, >r!AkJ. (74)

Entonces, el tiempo de parada éptimo #* € Cgf que minimiza a K9(W), es tal que

W =weee ACT, con wy=mf{w>0: rf>a} (75)
y
Tinf = Kgptim = inf{x >0: E[/OWI Ly (:U - rg)ds] > Co} (76)

W obtenido en la Proposicién 5.1 puede resultar aleatorio, sin embargo en la practica es necesario
fijar el periodo de garantia bien sea en términos de tiempo o intensidad de uso del producto. En el

siguiente ejemplo ilustramos como podemos hacer uso de #* para encontrar un w fijo apropiado.

5.4. Ejemplo

Considere un sistema coherente de tres componentes con tiempos de vida T;, i = 1,2, 3, variables
aleatorias iid con tasa de falla ordinaria r(t) = t+0,1, V ¢ > 0. Suponga que la estructura del sistema
es como se ilustra en la Figura 7. Sea ¢ = (T1 v T») A T3 el tiempo de vida del sistema; entonces el

proceso de intensidad de falla del sistema, en {¢ > ¢}, corresponde a

)\t = T(t) + T‘(t) [1{T1§t} + 1{T2§t}] . (77)

Suponga que una falla de tipo I ocurre cuando falla el subsistema formado por las componentes
1 y 2 mientras que una falla de tipo II ocurre cuando falla la componente 3, entonces el tiempo
hasta la primera falla de tipo II es ¢! = T3, con F-intensidad de falla A}' = r(¢) y funcién de
supervivencia F‘Cn(t) = exp {— fot r(s)ds} , ¥V t >0, mientras que el F-proceso de intensidad para los

reparos minimos debidos a las fallas de tipo I es )\1 =r(t) [1 (m<ty +1 {T2st}]. Luego,
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Figura 7: Estructura supuesta del sistema coherente formado por tres componentes

Cl.r(t sit<Ty AT
. (1) LAL2 (78)
(CT+CM)r(t) siTiATy <t<TyvT.

Suponga ademds que las constantes de costos son Cy = 2, C! = 5y C! = 10. En este caso, el proceso rd

de este sistema, es creciente P-g.c. para todo ¢ > 0, con rf . = r§ = 1. Sea r1(w) = C™-r(w) = 10w+1,

entonces,

1. 0,1z-0,1 si0,1z-0,1>0
W, =inf{w>0: ri(w) >z, £20}=
0 en caso contrario.

Sea también ro(w) = (C*+ C™")r(w) = 15w+ 1,5, entonces,

) +2x-0,1 si{zz-0120
We=inf{w>0: ro(w) >z, 20} = ‘
en caso contrario.

Note que ¥V z > 0, W} > W2. Los limites k{ e kf definidos en (72) corresponden a 2.725 e 14.665
respectivamente. La Figura 8(a) presenta la funcién K9(w), con los limites kiq e ki, en la cual

observamos que KY9(w) alcanza un minimo de 7.919 en wotim, = 0,564.

Para hallar el tiempo p, definido en (73), considere las Figuras 8(b) a 8(d). Tenemos que
» Si Ty ATy > W, (ver Figura 8(b)), entonces w, = inf{w>0: rf >z} = W}
» Si 71 ATy < W2 (ver Figura 8(c)), wy =inf{w>0: r% >z} =W2.
= Si W2 <Ty ATy < W) (ver Figura 8(d)), entonces w, = inf{w>0: % >z} = T3 A Tb.

Resumiendo, w, = Wi A [W2 v (T1 ATy)], y por tanto,

Pz = WJ'} A [Wg \ (T1 /\Tg)] AT3.

Para hallar zg,¢ en (76), calculamos E[fow'r Licnsgy (z- rﬁ)ds],
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14 kd=14.665
12
10
= min K (w)=7.919 s 4
o B e M = =
¥ B
N A
X
]
K'=2.725
27 Woum=0.564 1
T T
0 5 10 15 0 TiATs C=T1vT,
w w
(a) (b)
X
C\LE
ro -

Figura 8: (a) Funcién K9(w) y limites k{ y k%; (b) wy en Ty ATy > W3 (¢) wy en Ty AT <W72 y (d) wy en
W2<Ty ATy < WL

E[/(;WJC 1{411>5}(a: —rg)ds] =

2

P(Ty ATy < Wa?)[fowl P(Ty > s) (2= r(s)[CO1(P(Th < 5) + P(Th < 5)) + C2''] ) ds]
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1

+P(Ty ATy > Wg)[[owx P(T5> s)P(Ty > s)P(Ty > s)(x - Cg’Hr(s))dS].

Hallamos la solucién para (76), para x € [k:lg , k2] y obtenemos xg,r = 7,92, esto es, el minimo indicado
en la Figura 8(a). Para este valor tenemos que Wa}mf = 0,692 con Kg(WQ}inf) =8,082y P(T1 ATy >
W, ) =0,539, en cuanto que W2 =0,428 con K9(W2 ) =8204y P(Ty ATy < W72 ) =0,236. Por
tanto concluimos que el valor fijo w que buscamos no debe ser menor que 0.428 ni mayor que 0.692
pues fuera de ese intervalo la funcién K9(w) es mayor que 7.92 y/o con una alta probabilidad de

Wi 1y (Wi +W2 )/2=05602

Tinf

donde K9(0,5602) ~ 7,92 y P(T1 ATy > 7,919) = 0,653. Entonces, fijando el perfodo de garantia en

0.56 tenemos una alta probabilidad de minimizar los costos de garantia por unidad de tiempo.

observar fallas de tipo I. Ademads, note que Wotim = 0,564 € [VV2

Tinf’

6. CONCLUSIONES Y CONSIDERACIONES FINALES

En sistemas coherentes con estructuras relativamente simples es posible incorporar informacién
sobre el estado del sistema y de sus componentes a un nivel mas completo que el observado bajo
la filtracion trivial y utilizar esa historia en la determinacién de tiempos de parada 6ptimos en

problemas de optimizacién que involucran costos o probabilidades de eventos de particular interés.

Si bien los resultados presentados fueron establecidos bajo una filtracion completa, sin embargo,
también es posible considerar su aplicacién cuando sélo se dispone de informacién parcial sobre el
estado del sistema y sus componentes. Para ello, las técnicas de la teoria de filtracion deben ser
aplicadas y luego validar si se cumplen las condiciones de las soluciones de parada 6ptima bajo
tal subfiltracién, pues no necesariamente los procesos de intensidad de falla conservan las mismas

propiedades bajo diferentes filtraciones.

Se debe tener en cuenta que lo méds importante para la aplicacién de la regla ILA, bien sea bajo
informacién completa o parcial, es obtener una representacién SSM apropiada de los procesos in-
volucrados en el problema y evaluar sobre éstos la validez de las condiciones dadas en los Teoremas

2.1 y 2.2 presentados, segin sea el caso.

Por ultimo, vale la pena aclarar que aunque los casos de aplicacion presentados son relativamente
simples, sin embargo, es posible considerar procesos de falla/reparo més complejos, como por
ejemplo, procesos de falla con multiples estados, donde las componentes y/o el sistema pasan por
varias etapas de deterioro, o cuando diferentes niveles de reparacién imperfecta pueden presentarse,
o cuando politicas de mantenimiento y/o garantia combinadas tienen lugar de acuerdo a la edad

del sistema, entre otros casos.
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APENDICE A. Prueba del Teorema 4.1
i. Considere los siguientes casos,

(a) Ar >N,

(B) Ar < o

En (a): Ver Figura 9(a). Desde que (A;)s0 tiene forma de banera y Ao < Ao, entonces 7 > Sy. Por
tanto, Vs > 0, A\s < Agir, y asi Vs 2 0,h > 0, Ag1p < Asirrn- De lo anterior se concluye que en este

caso el proceso fs = s — Agyr €s tal que Vs >0, f4 <0y
Vs, h e R, {f, <0} € {furn <0}, U{fs <0} = 02
5>0

En (b): Ver Figura 9(b). Como (\;)s0 tiene forma de banera y Ay < Aso, se tiene que Yw € €2, existe
s* >0 tal que s* =inf {s>0: Ag < A\gyr}. Luego,

(b-1) Sis* < Sy, entonces s* +7 > S2 ya que A4 tiene forma de banera. Asi, A\s < Agir, V$ 2 s* y por
tanto, Agip < Agpran, V8> 8* h>0.

(b-2) Si s* > S, entonces A\g < Mg Vs > s*, puesto que s es (P.c.s.) no decreciente en {s > S1}.

Consecuentemente, Agip < Agyrip, V828" h>0.

o < e

>\'S+1:+h N

T >
S+T s+T+h s Sis s+h S; ts+1 s+t s+1+h

12
(7)1
Y
[%2]
+
>
(7,8
d
R

Figura 9: (a) Ejemplo caso (a), prueba Teorema 4.1; (b) Ejemplo caso (b), prueba Teorema 4.1.
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De (b-1) y (b-2) se concluye que si A\ < Ao ¥ A\g < Moo, para todo w € Q existe s* > 0 tal que para el

proceso fs = As — Agir, S€ cumple que

Vs> s* heRY, {f, <0} € {fon <0}, U{fi <0} =02

520

Observe que en (a) para todo w € £, s* = 0. Luego, de (a) y (b) se tiene que el proceso fs = A\s—Asir
satisface el caso mondtono y como la martingala M es uniformemente integrable, se puede aplicar

la regla de parada ILA dada por
B*=if{BeC{: fp <0} =inf{BeC{: Ap < Apir},

tal que .
K(r, B") :E[/OB (A = Ausr)ds] :sup{E[fOB()\s—)\SJrT)ds] BeCEl.

i1. Del andlisis en i. se concluye que bajo las condiciones dadas en la hipotesis, Vw € 2 existe un
F-tiempo de parada S*(w) = s* > 0, tal que Agx < Agrir y Vs 2 5%, h € RY, {\g < Agir} € {Asqn <
Asther ). Luego, en {S* < S1} se tiene que B* = inf{B ¢ C’g tAB < ABir) =Inf{s <51 : As < Agir ),

mientras que en {S* > S1}, B* = S7. De lo anterior se concluye que B* < Sj.

APENDICE B. Prueba del Teorema 4.2

1. Observe que
5\5 < )\s’ v520- (79)

Consideramos los dos siguientes casos
(a) 5\0 <Ag, -
(b) 5\0 > )\51 .

En (a): Ver Figura 10(a). Por la forma de banera de As se tiene que, V s’ >0, As > Ag, y por tanto,
Ao < Xs', V 8" > 0. Como el proceso \s también tiene forma de banera, entonces para todo 0 < s < .5

tenemos que Ay < Ag y asi, por el resultado anterior, As < Ay, V 0 < s < S5, s" > 0. Por tanto,
As < Agir, ¥V 0 <5< S5 (80)

Si s> Sy, por la forma de bafnera de \; y de (79), tenemos que para todo s’ > s > Sy, As < As < Ay,
entonces,
As € Agir, ¥V 5> Sy, (81)

De (80) y (81) se concluye que

As € Asir,V s> 0y por tanto (con s=s+h) Asih € Asirin, ¥ 8> 0,h>0. (82)
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XO < 7\,31 5;0 > 7»31

?\s+-c+h
N 7¥3+1:+h T

T T T T T T
s Sis+h S; S+1T S+T+h

Figura 10: (a) Ejemplo caso (a), prueba Teorema 4.2. (b) Ejemplo caso (b), prueba Teorema 4.2.

En (b): Ver Figura 10(b). Por la forma de bafiera de los procesos (Ar)is0 ¥ (A¢)es0 y de la desigualdad
en (79), se concluye que para todo w € Q existe 0 </ < Sy tal que t' = inf{s > 0: A, < As, b Sea
s* =inf{s >0: A\s < A\gir}. Del Teorema 4.1 tenemos que V s > s*,h > 0, A\ < Ag1r y por tanto
As+h € Astr+h- En consecuencia, de (79) también obtenemos que V s > s*,h > 0, 5\5 <As £ Asir ¥
por tanto Nssh < Asth < Asirih- Ademis, observe que V s > t',s" > 0, As < As, < Ay, luego, para
s' = s+ 7, obtenemos que V s > t/, As < Agsr, v por tanto, ¥ s > ', h > 0, Agrn < Asrrin. Del andlisis

anterior se concluye que

Ns € Asir == Agsh < Asirsn, ¥V 8> 8" At/ R >0. (83)

Finalmente, de los resultados obtenidos en el andlisis en (a) y (b), concluimos que el proceso
fs = 5\5 —Xsiry S< Be C’?F satisface el caso mondtono y como la martingala R es uniformemente
integrable, la regla de parada monétona ILA definida por B* = inf {B ¢ C’é”F, A <A B+r} €s Optima,

es decir,

H(r,B*) =sup{H(r, B): Be CZ*}.

#. De la definicién de B*, tenemos que V B < B*, A > A\p.r. Suponga que B < B*, entonces

C+K
C-Cy

AB* < Ap+4+r, lo cual contradice lo anterior. Luego, B* > B*.

S\B* > Ap+4r, ¥ pPOr tanto Ags > ( ))\B*M > Ap+yr. Pero de la definicién de B* tenemos que
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