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RESUMEN: La incertidumbre en los datos puede ser considerada mediante un intervalo numérico en el
cual una variable puede asumir sus posibles valores, esto se conoce como datos de intervalo. En este articulo
se extiende la metodologia de regresion PLS al caso donde tanto las variables explicativas como la variable
respuesta y los coeficientes de regresion son del tipo intervalo. Se propone una metodologia de regresion que
resuelve tres problemas que se presentan con los datos de tipo real: en primer lugar problemas de multi-
colinealidad tanto en las variables explicativas como en la variable respuesta, en segundo lugar problemas
cuando los datos no pertenecen a un espacio Euclideo y por ultimo problemas cuando la incertidumbre en los
datos se representa por medio de intervalos. Hoy en dia existen tareas del comun, tales como planificacion y
operacion de sistemas eléctricos, planificacién de produccion, logistica del transporte, inventarios, gestion de
carteras de valores, entre otras, que involucran incertidumbre. Por lo anterior se requieren modelos que ten-
gan en cuenta dicha incertidumbre y puedan dar la posibilidad de tomar decisiones para resultados éptimos
desde una gama de posibilidades o escenarios posibles. Por otro lado, el anélisis de datos reales a menudo se
ve afectado por diferentes tipos de errores tales como: errores de medicion, errores de cédlculo e imprecision
relacionada con el método adoptado para la estimacion de los datos. Este articulo es una propuesta metodo-
16gica de tipo tedrico y esta fundamentada en los desarrollos tedricos sobre optimizacién matemédtica sobre

los conjuntos de multi-intervalos y multi-matrices.
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ABSTRACT: Uncertainty in the data can be considered as a numerical interval in which a variable can
assume its possible values, this has been known as interval data. In this paper the PLS regression methodo-
logy is extended to the case where explanatory, response variables and coefficients regression are intervals.
In this way a regression methodology solves three problems encountered with actual data type is proposed:
first multicollinearity in explanatory and response variables, second real data does not belong to a Euclidean
space and finally, problems when uncertainty in the data is represented by intervals. Today there are common
tasks, such as planning and operation of electrical systems, production planning, transport logistics, inven-
tory, management of securities portfolios; among others, involving uncertainty; this way models that take
into account and the ability to make decisions for optimal results from a range of possibilities or scenarios
are required. Furthermore, the analysis of real data is affected by different types of errors as measurement
errors, miscalculations and imprecision related to the method adopted for estimating data. This paper is a
methodological proposal of theoretical type and is based on development about mathematical optimization

on multi-interval and multi-matrix spaces.

KEYWORDS: Principal components regression, partial least squares regression PLS, interval-valued
optimization, interval eigen values and eigen vectors.

1. INTRODUCCION

La regresién por minimos cuadrados parciales (PLS) es una técnica de relacién de variables introducida por
Wold (1972,1975,1985) y extendida posteriormente al campo de la quimiometria por su hermano Wold et al.
(1984), Wold (2001). Es conocido que la regresién lineal miltiple ordinaria generalmente manipula variables
controlables o facilmente medibles para predecir el comportamiento de otras variables y es usual cuando
las variables explicativas son pocas, cuando no existen problemas de multicolinealidad y cuando existe una
relacién clara entre las variables. Si alguna de estas tres condiciones falla entonces éste tipo de regresién no
es eficaz. Por otro lado, la regresion lineal multiple puede utilizar varias variables explicativas, pero cuando
el nimero de variables es demasiado grande se puede generar un modelo que ajuste muy bien los datos,
pero que falla en la prediccién de nuevos datos. En estos casos, donde existen muchas variables explicativas,
puede que existan pocas variables latentes que recogen la mayor variabilidad de la variable respuesta. El
objetivo general de la regresién PLS es extraer estas variables latentes, recogiendo la mayor variaciéon de
las variables explicativas de manera que sirvan para modelar la variable respuesta de la mejor manera posible.

Hoy en dia la planificacién y operacién de sistemas eléctricos y de la produccion, la logistica del transporte,
inventarios, la gestién de carteras de valores, entre otras, son tareas que involucran incertidumbre, ocasio-
nada en algunos casos por carencia de datos fiables, por errores de medida 6 pardmetros que representan
informacién sobre el futuro. En cualquiera de las tareas mencionadas se requieren modelos que acojan estas
situaciones y que tengan en cuenta la incertidumbre y la posibilidad de tomar decisiones para resultados
optimos desde una gama de situaciones o escenarios posibles. El andlisis de datos del mundo real a menu-
do se ve afectada por diferentes tipos de errores como: errores de medicién, errores de calculo, imprecision
relacionada con el método adoptado para la estimacion de los datos. La incertidumbre en los datos, que
esta estrictamente relacionada con los errores anteriores, puede ser considerada, en lugar de un tnico valor
para cada uno de los datos, como un intervalo de valores en los que la variable puede caer, esto se conoce
como datos de intervalo. Las unidades estadisticas descritas por los datos de intervalo se puede asumir como

V 5 N°1 Enero-Junio de 2016 e ISSN 0121-747X / ISSN-e 2357-5749 e DOI: https://doi.org/10.15446 /rev.fac.cienc.vbn1.54616 e Articulo 149

Investigaciéon



CARLOS GAVIRIA PENA, RAUL PEREZ AGAMEZ, MARIA EUGENIA PUERTA YEPES
un caso especial de objetos simbdlicos. En el andlisis simbdlico de datos, estos objetos se representan como
cajas. Basados en la extension del andlisis de componentes principales a datos de intervalo, la intencién del
presente articulo es extender la metodologia de regresién por minimos cuadrados parciales PLS a datos de
intervalo, que no constituyen un espacio Euclideo. Para lograr dicho objetivo se utilizan, cuando es posible,
los instrumentos de algebra de intervalos para adaptar los modelos matematicos, sobre la base de PLS cla-
sico, para el caso en que se da una matriz de datos de intervalos.

El presente articulo esta estructurado de la siguiente manera: primero se presenta la extensién del andlisis
de componentes principales con datos de intervalo, luego se presentan varios enfoques de regresiéon con datos
de intervalo y por ultimo se presenta la metodologia de regresion PLS con datos de intervalo.

2. ELEMENTOS PRELIMINARES

Se han tratado diferentes enfoques para llevar a cabo el andlisis de regresién lineal para los datos de intervalo,
desde que se presenté el primer enfoque Billard & Diday (2000). Primero se hace una propuesta donde se
ajusta un modelo de regresion lineal para el punto central de los intervalos, luego, se aplica el modelo ajustado
a los limites inferior y superior de las variables independientes para hacer predicciones de los limites inferior
y superior, respectivamente. Neto et. al. (2004) y De Carvalho Et. al. (2004) transforman las variables de
intervalo originales en variables de punto central y rango y luego llevan a cabo un andlisis de regresiéon clasica
en cada una de las variables de punto central y variables de rango por separado. Posteriormente Billard &
Diday (2007) extienden los conceptos de Lima Neto y de Carvalho considerando el punto central y el rango
del intervalo de manera simultdnea. Neto et. al. (2005,2010) mejoran su propuesta proponiendo un problema
de programacién lineal restringida. La principal desventaja de todos estos métodos es la pérdida de infor-
macion al realizar las regresiones, dado que no trabajan con el intervalo sino que pasan de intervalos a puntos.

Por otro lado, teniendo en cuenta que los modelos de regresiéon lineal son la solucién a un problema de
optimizacién, se han hecho propuestas de modelos de regresién lineal donde el problema de optimizacion
que conlleva al modelo de regresién lineal, es un problema de optimizacién intervalo-valuado Gioia & Lauro
(2005).

2.1. Estimacién de parametros con optimizaciéon intervalo-valuada

A continuacién se presentan algunos resultados obtenidos en Gallego-Posada & Puerta-Yepes (2015). En
dichos resultados se muestra la estimacion de pardmetros intervalos usando una metodologia analoga a
minimos cuadrados sobre el conjunto Z.

2.1.1. Ajuste polinomial generalizado

i (L U
Considere c; = [c}, ¢;

expresado de la forma:

] €Z para j=0,1,2,...,n. Se dice que p(z) es un polinomio generalizado si puede ser
p(x) = chxj = Z[Cj ) Cj JEa
J
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Considere un conjunto de observaciones y; = [yZ,y"] € T para i = 1,2,--,p. Se puede modelar el fenémeno

usando un polinomio de grado n en forma matricial como sigue:

Y1 1 x x% m‘(f -2l eo €1

Ya 1 z9 :v% x%’ -xh|la N €9
2 3 n

Yp 1 zp x, z, - z,llen Ep

o de manera compacta como y = Vc + ¢, donde V es la matriz de Vandermonde y el vector de error
€= (e1,e9, sp)T se supone media cero, varianza constante, no correlacién, independencia con las variables

independientes en la matriz de Vandermonde.

En Gallego-Posada & Puerta-Yepes (2015) se considera un polinomio de grado 10 con coeficientes de intervalo.
Se toma una muestra aleatoria de intervalos tedricos y con esta informacién se busca estimar los valores
originales de los coeficientes que generan este comportamiento. En la figura 1 se muestra el polinomio
intervalo-valuado, donde las bandas verticales representan la muestra aleatoria de intervalos.
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Figura 1: Gréafico polinomio intervalo-valuado.

Para estimar los coeficientes deseados se utilizaron varias técnicas de optimizacién. La primera técnica
que se utiliza es la metodologia de minimos cuadrados ordinarios, donde la estimacién de ¢ estd dada por
T = (VTV)1VTy siempre y cuando la inversa de la matriz V7V exista. Estos resultados pueden ser
obtenidos minimizando la norma ¢s de los residuales entre los puntos medios del modelo estimado y las

medidas reales

min i(m@» (@)’

donde m(y;) representa el punto medio de las medidas reales y m(%;) representa el punto medio del modelo

estimado.

La segunda metodologia que se implementa en Gallego-Posada & Puerta-Yepes (2015) para estimar los

coeficientes del polinomio intervalo-valuado, es un algoritmo evolutivo llamado Differential Evolution (DE)
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desarrollado originalmente por Price al tratar de resolver un problema de ajuste del polinomio de Chebychev
propuesto por Storn. Una completa descripcién de DE aparece en Storn & Price (1997). Las estimaciones
obtenidas utilizando la metodologia DE muestran que no hay una mejora sustancial en la calidad de la
estimacién en relacién con los valores reales de los pardmetros. La mayoria de las estimaciones caen casi en
el punto medio de los intervalos reales. Sin embargo, algunos de los coeficientes se subestiman o sobrestiman
en la longitud del intervalo. Ademds, dada la naturaleza de la heuristica, la calidad de las estimaciones no
es muy uniforme y, en algunos casos, la biisqueda no converge a valores adecuados de los parametros.

Como otra alternativa, en Gallego-Posada & Puerta-Yepes (2015), se utiliza la implementacién en el software
CV X para optimizacién convexa desarrollado en I.CVX Research (2012) y Grant & Boyd (2008). Para evitar
la sobre estimacion de la longitud de los intervalos, la métrica inducida en Z por la norma {5 se utiliza para
medir los residuos, que se pueden expresar en términos de la distancia Hausdorff en Z. de esta manera, el
problema de optimizacién puede ser expresado como:

m
min Y dy (yi,7;)
i1

donde dgr es la métrica de Hausdorff (1914) sobre el conjunto Z. Para A = [aX,aY] y B = [bL,bV], intervalos
de Z, se tiene que:

dy (X,Y) = méx {|a” - b"|,|a” - Y|} .

Los resultados de esta metodologia muestran que las estimaciones coinciden con éxito con los valores reales
de los pardmetros, con errores de magnitud de 107 en relacién a los puntos finales tedricos. De esta mane-
ra puede inferirse la potencia de la metodologia y como esta captura la incertidumbre dada por las mediciones.

Con el fin de mostrar la potencia de la metodologia, en Gallego-Posada & Puerta-Yepes (2015), se toma una
funcién no tan suave como un polinomio.

2.1.2. Funcion de Welierstrass

Se considera la funcién de Weierstrass Hardy (1916) dada por:

flx) = i a"cos(b" ).
n=0

En este caso la intencién es estimar el coeficiente a que es tomado como un intervalo, basados en un conjunto
de medidas para x € [0,1]. Basados en la métrica £s inducida en Z, se resuelve el problema de optimizacién
mencionado previamente. En la Figura 2 se muestra la estimacién de la funcién de Weierstrass junto con los

intervalos estimados.

Como se puede ver en la figura, los coeficientes estimados para este modelo son capaces de manejar el
comportamiento caético y ruidoso de esta funcién, asi como la extrema sensibilidad que existe en el pardmetro.
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Figura 2: Estimacién de la funcién de Weierstrass.

3. REGRESION POLINOMIAL Y LINEAL MULTIPLE CON
DATOS DE INTERVALO

3.1. Regresion lineal simple con datos de intervalo

En Gioia & Lauro (2005) se hace una extensién de la metodologia de regresién lineal simple al caso intervalo
valuado. A continuacién se muestran de manera general dichos resultados.

Considere un conjunto de p pares (Xlz,le), (XQI,YQI), e (XpI,YpI), donde:

_ T _ .
XjI:[fjﬁij Y} :[gjwyj]v .7:1727"'717'

El propésito de la propuesta es considerar todas las posibles combinaciones de pares ordenados (x;,y;) con

x; € XiI VY € YiI y determinar los estimadores /E, AlI de los parametros Bg , BE, tales que:

YI=p8F+pEX% +e

Para dicho propésito se consideran los conjuntos:

% (@ -2) (0 -7)

B\l: B1(x1,~~~,xp,y1,“'7yp):Z P :xiEXéZayiEY;'I (1)
Y (2 - 7)?
i=1
BO = {B\O(xla"'axpaylv"'ayp) :g_Blf:xi € Xil—vyl € Y;I} . (2)

Maximizando y minimizando las funciones 1 y 2, se obtienen los siguientes intervalos:

AT . = [ =

By = min [, mix [ (3)
IiEXiI,inX/iI x,;eXf,yﬁYf

yA , o , )

By = min 0 max G- 4

0 a:,ieXﬂyieYiIﬁ ’ zieXT yey T ( )

En Gioia & Lauro (2005) se muestran varios ejemplos utilizando esta metodologia.
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3.2. Regresion de polinomios con datos de intervalo

En la subseccién 2.1 se hace una primera extension de la metodologia de regresion por minimos cuadrados
ordinarios en el caso de variables explicativas en el conjunto de los ntimeros reales R y variable respuesta
intervalo. Dicha extensién se hizo utilizando la métrica inducida en Z por la norma f5; esto es, por medio de
la distancia Hausdorff en Z. La intencién ahora es extender dichos conceptos considerando tanto las variables
explicativas como la respuesta de tipo intervalo.

El propédsito es determinar los estimadores Bg, B?, e B:f de los parametros Bg, L. Bg tales que:

YT =85+ BLXT + B (XT)? + -+ BE(XT) 4,

con (XT)F = XT(XT)*1 donde k=2,...,q.
Dicho propésito se logra resolviendo el problema de optimizacién:

min Y. dy (Y7, V7).

i=1

3.3. Regresion lineal miiltiple con datos de intervalo

El objetivo de la regresién lineal miltiple con datos de intervalos, es construir un modelo que relacione una
variable dependiente de tipo intervalo YZ con un conjunto de variables explicativas de tipo intervalo XZ,
X7, -+, XI. La relacién de tipo lineal mencionada estd dada por:

Y =Bf +BIXT + By XS+ + BIXT +e (5)

De manera andloga a la regresion de polinomios con datos de intervalo, la estimacién de los parametros Bg,
Bf, e ﬁf, se logra resolviendo el problema de optimizacion:

min Y dy (Y, V).
i=1

3.4. Metodologia de regresion por componentes principales con datos de
intervalo

En Federica & Carlo (2006) se hace una extensién del dlgebra lineal en relacién al cdlculo de valores y vec-
tores propios para el caso de matrices con entradas de intervalos. Por otro lado, se muestra como se utiliza
el andlisis de componentes principales cuando se tiene este tipo de datos. Si bien el cédlculo de valores y
vectores propios estd propuesto de manera tedrica, existen actualmente algoritmos numéricos que permiten
llevar a cabo los calculos de una manera més sencilla (Hladik et al., 2008; Hladik et al., 2009; Hladik, et
al., 2011; Stoyanov, 2014; Rhon, 1993).

Utilizando los elementos desarrollados en Federica & Carlo (2006) y la metodologia de regresién lineal
multiple con datos de intervalo propuesta en la expresiob dada en (3.3), se propone a continuacién la
metodologia de regresién por componentes principales con datos de intervalo. Considere una variable
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dependiente de tipo intervalo YZ y un conjunto de variables explicativas de tipo intervalo X%, XZ, -,
X qI , que presentan multicolinealidad.

1. Se utiliza el andlisis de componentes principales desarrollada en Federica & Carlo (2006) y se calculan
las componentes principales C’lz , C’QI S C’,f , donde k < p, que recogen la mayor variabilidad.

2. Con las componentes principales calculadas en el punto 1, se utiliza la metodologia de regresién lineal
miltiple con datos de intervalo propuesta en la ecuacién (3.3); esto es, se determinan estimadores ’y\g ,

AL ‘y‘% de los parametros 'yg, vE, 'y% tales que:
YE=q0 +FCL + 7505+ + 7 Cf +e. (6)

Como sucede en el caso cldsico, la metodologia de regresién por componentes principales con datos de
intervalo, sélo tiene en cuenta las variables explicativas para resolver el problema de multicolinealidad y
en ningtn paso del algoritmo tiene en cuenta la variable respuesta. De esta manera entonces, tiene sentido
pensar en una metodologia de regresién que resuelva el problema de la multicolinealidad pero teniendo en
cuenta la variable respuesta. Dicha metodologia se lleva a cabo en la siguiente seccién.

4. REGRESION PLS CON DATOS DE INTERVALO

El propésito de la presente seccion es extender la metodologia de regresién por minimos cuadrados parciales
PLS sobre espacios euclideos, al caso de metodologia de regresién por minimos cuadrados parciales PLS con
datos de intervalo. Como se menciona en Moore et al. (2009), el conjunto de intervalos Z no es un espacio
vectorial; sin embargo se puede inmersar (Fernandez, 2008) en un espacio vectorial usando el teorema de
Radstrom (1953). De esta manera se extiende la metodologia de regresién PLS sobre un espacio no Eucli-
deo. La extensién de la metodologia PLS al caso intervalo-valuado se presenta de manera teérica; resultados

numéricos con datos reales y simulados se presentaran en trabajos futuros.

Considere dos multi matrices X7 y YZ, cuyos datos en las filas provienen de n individuos u objetos, donde
X7 contiene la informacién de p caracteristicas y Y7 describe ¢ propiedades. El objetivo es determinar una
relacién lineal:

Y%~ XTB®
En lugar de determinar esta relacién directamente, se tiene que tanto X% como Y7 son modelados mediante

variables latentes con base en los modelos de regresion:
XE=T5PHYT'+E y YI=UHQ"H" +F,

donde las matrices E y F son las matrices de error y la relacién entre los scores estd dada por:

Uz -T7IpT
A partir de los métodos del centro, del centro y el rango, bivariante y restringido, se extiende de manera
natural la metodologia de regresiéon por minimos cuadrados parciales PLS al caso intervalo-valuado. De esta

manera se da lugar a los siguientes métodos cuando hay presencia de multicolinealidad en el caso intervalo-
valuado:

1. Método del centro para la metodologia PLS con datos de intervalo.
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. Método del centro y el rango para la metodologia PLS con datos de intervalo.

Método bivariante del centro y el rango para la metodologia PLS con datos de intervalo.
Método restringido para la metodologia PLS con datos de intervalo.

metodologias son una propuesta inicial para resolver el problema intervalo-valuado; sin embargo su

principal inconveniente es que botan la informacién de los intervalos desde el principio.

A continuacién se propone la metodologia de regresién por minimos cuadrados parciales con datos de

intervalos; donde la informacion de los intervalos no se bota en principio.

4.1.

Algoritmo Kernel para PLS con datos de intervalo

Por razones técnicas, se utilizan otros vectores de cargas, w’ para los 2Z-variables y ¢ para las y*-variables;

esto es t£ = XTw? y ¢ = Y2, De manera andloga a la metodologia clasica, se tiene el siguiente algoritmo:

1.

156

Se hallan w? es el eigenvector asociado al eigenvalor mas grande de (XT)TYZ(YDH)TXZT y el

eigenvector, ¢f, | al eigenvalor més grande de (Y1)T XZ(XT)TyZ,

. Se calculan los scores de las direcciones encontradas, dadas por las proyecciones:

T_ I, T I _~TI,1T
7 =X wy, uy =Y ¢y
Se calculan las siguientes variables latentes:

3.1 p? es calculada en relacién al modelo X% = TZ(PZ)T | utilizando la metodologia de regresion
lineal multiple con datos de intervalo propuesta en 3.3.

3.2 ¢t es calculada en relacién al modelo YT = UZ(QT)T, utilizando la metodologia de regresion
lineal multiple con datos de intervalo propuesta en 3.3.

A partir de las variables latentes £, pf, ul y ¢f; se construyen las matrices desinfladas X7 y Y,
dadas por:

Xt=XTeti(r))", Y=Y eoul(q)",
donde la diferencia Hakuhara © es un tipo especial de sustraccién entre intervalos de Z. Si A = [, a"],

B =[b",bY] € T, entonces:
Ao B=[a" -b* a¥ - Y], sii a¥ - bF <a¥ - Y.

Utilizando las matrices XT y Y, se tiene que wi es el eigenvector asociado al eigenvalor mas grande

de (XHTYE(YE)T XE. De manera andloga, ¢} es el eigenvector asociado al eigenvalor mas grande de
(V)T XT (XY,

VA

. El proceso contintia de manera andloga v se calculan w?®, wZ, .- w? &L .. ¢E o de manera
1>%2> y Ya 142> )

a
compacta, las matrices W72 y WZ. De esta manera, se propone:

BT - wZ ((PI)TWI)—l (CHT,
donde la inversa de una multimatriz se calcula segin Rhon (2011).
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4.2. Algoritmo NIPALS para PLS con datos intervalo

A continuacién se muestra una versién del algoritmo NIPALS para PLS con datos intervalo, con los
principales pasos. Si se quiere calcular la primera componente PLS se procede asi:

1. Inicialice u{ , por ejemplo, con la primera fila de la matriz Y.
2. Calcule w? resolviendo X7 = uf (wf)T.

3. 1T = XTuT.

4. Calcule ¢ resolviendo Y7 = t¥(cf)T.

5. (u})T=vZcl

6. Aut =dg((u})f,uf).

7. Si Au” < ¢, entonces pare; sino u? = (u})? y vuelva al paso 2.

8. Calcule p? resolviendo X7T =t (pf)T.

9. Calcule ¢7 resolviendo Y7 = uf(¢%)7.

10. Calcule d7 resolviendo uf =% (d%)T.

11. XF = X7 (DT v Y7 = YT o dft ()T

Finalmente se tiene que:

BT -wZ ((PI)TWI)—l (CHT.

5. CONCLUSIONES

En la presente propuesta se presentan, de manera general, los elementos bésicos que se han desarrollado hasta
el momento para abordar el problema de regresién lineal miltiple con datos de intervalo. Como se menciond
antes, la gran mayoria de propuestas metodologicas no consideran toda la informacién aportada por los
datos sino que desechan la informacién pasando de intervalos a puntos. Basados en estas construcciones,
hemos propuesto una extension de la metodologia de regresién por minimos cuadrados parciales PLS al
caso intervalo-valuado donde se resuelve, al menos de manera tedrica, el problema de la multicolinealidad
para este tipo de datos. A modo de trabajo futuro se haran simulaciones que permiten evaluar la pertinencia
de la metodologia propuesta en el presente articulo y la comparacién con otras metodologias existentes.
Por ejemplo, la regresion PLS sobre Espacios Euclideos se puede comparar con metodologias que resuelven
el problema de la multicolinealidad, tales como: regresiéon por componentes principales, regresién de Ridge,
regresion de Lasso, andlisis y correlacion candnica, entre otros. De esta manera, ademas de hacer simulaciones
para evaluar el desempeno de la metodologia propuesta en este articulo, también se puede pensar en proponer
las metodologias mencionadas para el caso intervalo-valuado.
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