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RESUMEN: En este trabajo se aborda el problema de un flujo bifasico, el cual consiste de la interaccién
de un fluido con particulas sélidas inmersas en él, debido a la dificultad tedrica que aparece al calcular
todos los esfuerzos provenientes de la interaccién entre fluido-sélido o sélido-sélido, asi como las condicio-
nes de contorno; se propone un enfoque numérico en el que se simula el movimiento fundamentado en las
ecuaciones macroscopicas tanto para el fluido como para las particulas sélidas. Se creé un compendio de
programas en ROOT (ROOT, 2014)- Root es un entorno orientado a objetos para andlisis de datos a gran
escala desarrollado en el marco del experimento NA49 del CERN | https://root.cern.ch/drupal-, que solu-
cionan las ecuaciones de Navier-Stokes que describen la fase liquida usando el método de elemento finito,
y para las particulas se usa un método explicito que soluciona las ecuaciones de movimiento de Newton,
en donde conforme se realiza un paso en el tiempo, las posiciones de los sélidos y el campo de velocidades
son calculadas iterativamente. La simulacién numérica permite investigar la dinamica del sistema, y calcular
tanto el movimiento de las particulas como el del fluido en cuestién, obteniendo de esta manera importantes
caracteristicas en el estudio de los flujos bifasicos, las cuales son contrastadas con resultados experimentales.

PALABRAS CLAVE: ecuacion de movimiento de Newton; ecuacion de Navier-Stokes; flujo bifdsico; mé-
todo del elemento finito; simulacion.

ABSTRACT: In this paper we study a two-phase flow, which consists of the interaction between fluid
with immersed solid particles to it, due to the theoretical difficulty that appears to calculate all the stress
from the interaction of both solid-solid and fluid-solid, and the boundary conditions, we propose a numerical
approach in which the movement is simulated, based on the macroscopic equations for both the fluid and the
solid particles. We developed a compendium of programs in ROOT that solve the Navier-Stokes equations

#Vargas, J., Jacome, C. & Giraldo, C. (2016). Estudio numérico del movimiento de particulas en fluidos mediante
el método de elemento finito. Revista de la Facultad de Ciencias, 6 (1), DOI: 10.15446 /rev.fac.cienc.v6n1.60740
bUniversidad Distrital Francisco José de Caldas, Grupo de Fisica Tedrica y Desarrollo de Software, Bogota.

jeavargasf@correo.udistrital.edu.co
“Universidad Distrital Francisco José de Caldas, Grupo de Fisica Tedrica y Desarrollo de Software, Bogot4.
dUniversidad Distrital Francisco José de Caldas, Grupo de Fisica Tedrica y Desarrollo de Software, Bogots.

39



JEISON VARGAS, CARLOS JACOME, CARLOS GIRALDO
which describe the liquid phase using the finite element method, and an explicit method that solves the
equations of motion of Newton for the solid particles; thus, at the step at the time increases the positions of
the particles and the velocity field are calculated iteratively. The numerical simulation allows to understand
the system dynamics, and calculate both the movement of the solid particles and the movement of the fluid.
We got important features in the study of two-phase flows which are contrasted with experimental results.

KEYWORDS: finite element method; Navier-Stokes’s equation; Newton’s equations of motion; two-phase
flow.

1. INTRODUCCION

En el estudio de los flujos bifasicos se ha evidenciado que a pesar de que existan diversas teorias
que indagan en las interacciones entre liquidos y sélidos (Hilton et al., 2010; Hoomans, 2000; Deen
at al., 2007), no se conoce la naturaleza de las interacciones detalladas entre éstos, y su descripcién
total no ha sido ain recopilada en una teoria especifica. De ahi que este trabajo procure propor-
cionar un enfoque mas general en donde se puedan incluir todas las fuerzas de interaccién entre
las particulas y el fluido, por medio de los resultados nimericos para el campo de velocidades que
resulta de la solucién de la ecuacion de Navier-Stokes. Una de las ecuaciones mas completas que des-
cribe el movimiento de particulas sélidas en fluidos es la ecuaciéon BBO (Basset-Boussinesq-Oseen)
(Crowe et al., 2012), la cual incluye términos de fuerza como el de la historia de Basset o el de masa
anadida que generalmente son despreciados dado que complican bastante los calculos. Sin embargo,
aqui esas fuerzas apareceran incluidas en la segunda ley de Newton, lo cual se vera evidenciado en
conocer para cada particula sélida su trayectoria X (¢). Existen trabajos experimentales sobre este
fenémeno, tal como los estudiados en Werther (1999), Fortes et al. (1987), Huang et al. (2017),
estos consisten basicamente en el estudio experimental de particulas en lechos fluidizados de dos
o tres dimensiones, y sirven de sustento para contrastar los resultados acd obtenidos. El montaje
experimental (Fortes et al., 1987), consta de una cama o lecho de dos dimensiones presentado en
la Figura (1] El fluido de trabajo que se suministra es agua de un tanque a presién a través de una
valvula de aguja. Esta valvula permite un control fino de la velocidad de flujo de modo que hay

una presién de trabajo bastante estable en la entrada del lecho fluidizado.

Con el fin de resolver el problema de las interacciones entre el sélido y el liquido, se toman como
punto de partida las ecuaciones mas generales y confiables que describen el comportamiento de
los sélidos y de los fluidos. Estas son las ecuaciones de Navier- Stokes (1) para el liquido y las
ecuaciones de Newton (2) para las particulas sélidas. Dada la complejidad connatural que aparece
al pretender solucionar estas dos ecuaciones, que ciertamente estan acopladas, es necesario abordar
una soluciéon numérica, permitiendo asi obtener una descripcién mas exacta del problema, como lo
es calcular el campo de velocidades, las trayectorias de las particulas sélidas, los esfuerzos que el

fluido realiza sobre los sélidos y el movimiento inducido por parte de los sélidos en el fluido. De esta
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manera, el dominio de flujo es discretizado para la implementacion del método del elemento finito y
se usa un esquema explicito para las ecuaciones de movimiento de Newton. Hay muy pocos trabajos
en simulaciones tales como Patankar et al. (2000), Hu et al. (2001), ademéds un desarrollé llamado
DSD / ST (Deforming-Spatial-Domain/Space-Time), que es un procedimiento para los célculos
de elementos finitos que involucran fronteras méviles e interfaces (Tezduyar et al., 1992; Tezduyar
et al., 1992b), los cuales son un importante precedente, porque uno de los més grandes retos de
este trabajo consiste en manejar las fronteras conforme avanza el tiempo, dado que el niimero de
particulas sélidas es muy grande, y realizar un enmallado dindmico que también cambie con el
tiempo, que sea estable y que proporcione la solucién para el campo de velocidades. De tal manera
también se implementa un criterio de convergencia para dar validez a los resultados numéricos.
Existen otros tipo de simulaciones que toman variantes del método de elemento finito (Rutger et
al., 2007; Chen et al., 2017; Lee et al., 2008; Zhao et al., 2014), con el fin de calcular las fuerzas de
interaccién cuando las fronteras de las particulas sélidas se encuentran, aunque, en algunas no se
toma en cuenta el cambio de el campo de velocidades por la presencia de las particulas sélidas tal

como se hace en el presente articulo.

—Lecho
| fluidizado.

Fluido (agua)

Particulas

Entrada
del flu.ida.l

Bomba de inyeccion, 0.72 cm

Figura 1: Aparato para crear lechos fluidizados bidimensionales. Fuente: Elaboracién propia.

2. DESCRIPCION DEL PROBLEMA

FEn este problema se considera un flujo bidimensional en un canal infinito de anchura W. El fluido en
el canal se toma como Newtoniano e incompresible, se denotard su densidad como py y su viscosidad
dindmica como py. La coordenada x se toma en la direccion axial, es decir en la direccion del campo
gravitacional e y estd en la direccién del ancho del canal (perpendicular), como se muestra en la

Figura [2, Hay N cilindros rigidos de didmetro d y densidad ps, los cuales estaran en movimiento
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dentro del canal, ¢ es el tiempo, §2; es la regién ocupada por el fluido para un tiempo (¢) y I'; es la

frontera de esta region, el segundo subindice para la frontera I'y;, mostrado en la Figura [2| permite
reconocer la frontera entre el cilindro i-esimo y el fluido. Supongase que el centro del cilindro -
esimo, donde ¢ = 1,2, ..., N se encuentra en la posicién (X; , Y;), su dngulo de rotacién con respecto
al dngulo inicial es ©; , sus componentes de la velocidad en la direccién z e y son (U;, V) y su

velocidad angular es €2;. En la Figura [2| se muestra la situacién para N = 2 en el canal.

Figura 2: Esquema para dos particulas sélidas. Fuente: Elaboracién propia.

Para este caso el movimiento del fluido y de los cilindros esta acoplado, ya que el fluido ejerce fuerzas
y torques sobre los cilindros, cambiando asi el movimiento de estos, y a su vez, el movimiento de
los cilindros induce el flujo en el fluido por el cambio de la posicién de la frontera y las velocidades.
Entonces, se hace necesario utilizar la ecuacién de Navier - Stokes (Kundu et al., 2016; Donea
& Huerta, 2003), ya que la velocidad u(x,t) y la presién p(x,t) en el liquido se rigen por estas
ecuaciones:
u 2
Prpy =P8 — VPt usViu
en Q, Vte(0,T) (1)
V-u=0

g es la gravedad, (0,7") es un intervalo de tiempo de computo y V - u = 0 es la condicién de

incompresibilidad.

Por otra parte, el movimiento de los cilindros satisface la segunda ley de Newton, la cual se puede

escribir de una forma maés generalizada comprometiendo los torques y las fuerzas simultdneamente,

dU;(t)

M——= =F; 2
0, 2)
y la velocidad de la particula i-ésima,
dX;(t ,
dt( ) =U;(t), i=1,2,.,N, V te(0,7) (3)
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En donde M = diag{m,m, I} es la matriz diagonal de masa, I el momento de inercia de los cilin-
dros y m es su masa, U;(t) = (U;, Vi, ) es el vector velocidad, X;(t) = (X;,Y;, ©;) es el vector
de posicién, F;i(t) = (Fiz, Fiy, Fim) es el vector de fuerza que actia sobre el cilindro i-esimo. Es
de resaltar la importancia que el vector de fuerza contiene la fuerza total que actia sobre cada
particula, incluyendo un término de cuerpo como consecuencia de la gravedad y un término de

superficie resultante de los esfuerzos del fluido sobre el sélido.

Las ecuaciones diferenciales y que describen el movimiento de las particulas y del fluido
deben satisfacer condiciones de frontera I';, en general I'; se puede dividir en dos partes (I't)q y (I't)5,
conocidas como condiciones de frontera de Dirichlet y Neumann respectivamente (Chung, 2010),

que consisten en el conocimiento del campo de velocidades en la frontera y del esfuerzo basicamente.

u=uy en (I't)y, V te€(0,7) (4)

m=h en (Ty), V te€(0,T) (5)

Aqui uy es un valor prescrito de la velocidad y h el esfuerzo, sobre los cuales se discutird su valor

ulteriormente, T = —pI+ ur(Vu+(Vu)?) es el tensor de esfuerzos y n es el vector normal en (I';),,.

Los cilindros que se estudian son més densos que el fluido {ps > ps}, y parten de un fluido
inicialmente en reposo. Haciendo referencia a la Figura [1 se denota como I'y; la frontera en la
superficie del cilindro 7-esimo. También hay que hacer uso de la condiciéon de no deslizamiento, la
cual enuncia que la velocidad del fluido en un punto (z,y) en I'y; es igual a la velocidad del cilindro

en el mismo punto, lo que se puede escribir de la manera siguiente:

u=[U; —Qi(y—Yi)lex + [Vi + Qi(z — Xi)]€y

V(z,y) que satisfaga (v —X;)*+ (y—Yi)® = d*/4 ©

En las dos fronteras de los canales estacionarios I'; y I's, la condicién de no deslizamiento exige que
la velocidad del fluido sea cero. Tedricamente el canal es infinitamente largo, aunque el dominio
computacional se toma lejos de los cilindros con el fin de disminuir el enmallado. Por lo tanto, en
el limite I's, el cual se encuentra lo bastante alejado de los cilindros se supone que la perturbacién
causada por el movimiento de los cilindros es muy pequena hasta el punto de hacerse cero, de esta

manera,
u=0 en Fl, FQ y Fg (7)

Y muy por detras del ultimo cilindro, en la frontera I'4, se aplica la condicién de traccion libre, lo

que implica que la fuerza debida al esfuerzo es nula.

™m=0 en I'y (8)
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Ademss, si se supone que el liquido esta inicialmente en reposo, se tienen las siguientes condiciones
iniciales: Su velocidad es cero y la presién es hidrostatica, y los cilindros tienen una posicién inicial

bien definida, lo que se reduce a:

u(z,0) =0 en Q, 9)

Xi(0) =X v Uj(0)=0 Para i=1,2,3,...,N. (10)

En el caso donde el niimero de particulas es muy grande, se hizo necesario recurrir a generar ntme-
ros aleatorios dentro del dominio, para asi establecer las componentes de los vectores de posicién
inicial X;(0), siempre y cuando se garantice que dos particulas no se encuentren en el mismo lugar

en t = 0 y que se encuentren dentro del canal.

Entonces, para un tiempo mayor que cero, se dejan los cilindros libres para que se desplacen dentro
del fluido, y lo que se busca es conocer el movimiento de estos cilindros X;(t) y el campo de
velocidades para el fluido u(x,t), con el fin de calcular la velocidad de cada uno de los cilindros

mediante la condicién de no deslizamiento (6]) para asi determinar Uj(¢).

3. METODOLOGIA

El desarrollo de esta simulacién compromete aplicar el Método del elemento finito para las
ecuaciones de Navier-Stokes descrito (Chung, 2010; Rannacher, 2000), de igual manera solucionar
la ecuacién de Newton de manera explicita, en busca de ilustrar a manera general el procedimiento
se diseno el diagrama de flujo mostrado en la Figura

3.1. Esquema Explicito

El siguiente esquema corresponde al esquema explicito para la solucion de las ecuaciones de

movimiento de Newton.

1. Inicio: Se establecen las condiciones iniciales para el campo de velocidad y la presién del
fluido

to=0, n=0 (donde n es el indice para el paso de tiempo.)

u(x(t),0) =0,  p(x(t),0) = prgx(to) (11)
y se definen los vectores iniciales de posicion y velocidad para cada una de las particulas.

Xi(to) = Xio, Ui(t()) = 0, para 1= 1, 2, ceey N (12)
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ALGORITMO DE LA MODELACION NUMERICA.

. INICIO. /
Ingreso de las
condiciones iniciales y los parametros

de la simulacidn (densidad, viscocidad,
nimero de cilindros . entre otros).

l

Realizar la discretizacidn descrita en

la figura 4, para obtener la solucidn de
la velocidad del fluido. —

1

Aplicar la condicién de no
deslizamiento (6), para asi conocer la
velocidad de cada cilindro en el canal.

l

Actualizar las posiciones de los
cilindros para cada paso de tiempo. Incrementar el
paso.

Realizar test de
canvergencia

l

sl

El tiempo es menor
que un tiempo T.

Imprimir los valores obtenidos para la
posicidn, la velocidad y la aceleracidn y
realizar las graficas correspondientes.

FIN.

Figura 3: Diagrama de flujo para el esquema numérico. Fuente: Elaboracién propia.

2. Actualizacién: Escogiendo un paso de tiempo apropiado At 1.

tn—l—l =tn+ Atn—f—l

Xi(tn+1) = Atny1U(tn) (13)

Ui(tn+1) = Uz(tn) + ai(tn)Ath para t=1,2,...,N (14)

Donde, a;(t,) representa la aceleracién del cilindro i-esimo, que puede ser obtenida a partir

de la ecuaciéon multiplicando por la inversa de la matriz diagonal de masa a ambos lados.

a; = Mlei (15)
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1
En donde M ™! = diag { — } representa la inversa de la matriz diagonal de masa.

m' m’ T
3. Remallado y proyeccién: Al obtener las posiciones X;(¢,+1) de los cilindros, se genera una
nueva malla x(¢,41) y el campo de velocidades u(x(t,),t,) tiene que ser proyectado en el

nuevo enmallado w(x(tn+1),tn)-

4. En la nueva malla x(¢,+1), con u(x(t,+1),t,) como valores iniciales y U;(tg) prescrito en la
superficie de los cilindros, se realiza la discretizacion explicada en la seccién [3.2] con el fin de
obtener la solucién para la velocidad u(x(t,+1),tn+1), ¥ para que calcule las fuerzas en los
cilindros F;(tp+1).

5. Convergencia: Para esta condicion, se comparan dos valores de la velocidad para un tiempo

fijo, esto es

A= U (1) = UF Vi) | (16)

Donde UE )(th) es el valor de la velocidad de la particula a un valor fijo ¢ calculado a partir
de un nimero k de iteraciones, si A es un valor muy grande comparado con un valor anterior
entonces los valores no estan presentando convergencia, de tal manera que el programa en

este punto se romperd, de lo contrario,
U(k) t =U;(t 17
i ( n+1) z( n+1) ( )

el criterio anterior se tiene que realizar para cada una de las particulas y ademas para el
campo de velocidades. En las iteraciones del esquema para las ecuaciones de Newton, las
fuerzas que actian en los cilindros y los residuos de la iteracién son monitoreados para asi

garantizar la convergencia del campo de velocidades en cada paso de tiempo.

La escogencia del paso en el tiempo depende de algunos factores, en particular un criterio
para escoger el paso es limitar la distancia que el cilindro pueda desplazarse conforme avanza
el tiempo, asi como restringir el aumento maximo de las velocidades en los cilindros y evitar
las colisiones entre los sélidos y entre ellos con las paredes del canal. Ademads de eso hay que
dar una estimacion inicial para la velocidad de los cilindros. Dicha estimacién usualmente
causa variaciones en la iteracion, de modo que se requieren mas iteraciones para alcanzar la

convergencia, e incluso asi en algunos casos los programas se rompen.

6. Si el tiempo es menor que un tiempo 1" correspondiente a la longitud del intervalo de interés,

entonces incrementar n y empezar en el paso dos de nuevo, de lo contrario detener el programa.

Dificultades La simulacién numérica conlleva con sigo algunas dificultades, entre ellas se encuen-

tra programar la simulacion de tal manera que genere un remallado automaético, ya que este se debe
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realizar a cada paso de tiempo, y debe corresponder con las posiciones de las particulas en ese ins-
tante. Ademads, aparece la dificultad de proyectar el campo de velocidades en la malla que aparezca
de incrementar el paso de tiempo, y por supuesto lograr que los programas creados para discretizar

las ecuaciones acopladas de Navier-Stokes y de Newton sean tanto eficientes como estables.

Por otra parte, el programa ROOT, aunque fue creado por fisicos, es generalmente usado en fisica
de altas energias en el CERN, y no se cuentan con muchos trabajos en el campo de la dindmica
de fluidos, pero dado que esta disenado para ofrecer una gran eficiencia computacional y cuenta
con herramientas matematicas, del dlgebra matricial, visualizacién y andlisis de graficas, es muy
atil para este tipo de trabajos que requieren de simulaciones numéricas y del anélisis de los datos
que se obtengan. De modo que se estd usando una herramienta computacional de gran significacion
creada en uno de los experimentos mas importantes de la ciencia e incursionando en un campo en

el cual no existen trabajos a la fecha.

3.2. Discretizacion de las ecuaciones de Navier-Stokes

Se realiza una aproximacién unidimensional al problema, implementando el elemento finito, a través
de una interpolacién de Lagrange (Chung, 2010), asumiendo la simetria de la distribucién de los
cilindros en el canal, se realiza un mallado que responde a la localizacién de los cilindros. El canal
creado que se muestra en la Figura |4 es uno de los resultados obtenidos apartir de los programas
desarrollados en Root; éstos permiten crear N particulas dentro del canal y observar su evolucién
en el tiempo mediante el uso del esquema explicado en la seccién de igual manera, los calculos
para la ecuacién de Navier-Stokes se hicieron en este programa y las gréaficas a partir de los datos

obtenidos.

Se encontré que para que la simulacién fuese mas estable, es conveniente aumentar la densidad de
los elementos y nodos cerca de las particulas sélidas como se muestra en Figura[d] ya que la mayor
interaccién entre el fluido y los cilindros se da justamente en su frontera y contorno maés cercano;
de esta manera también se contribuye a disminuir el error de discretizacién, ya que la malla esta

siendo refinada conforme avanza el tiempo.

3.2.1. Meétodo de Galerkin

La idea general de esta formulacién de elemento finito es aproximar la variable de la ecuacién

diferencial como una combinacién lineal de funciones de prueba ¢;,
n
u(z,y) =Y Cidi (18)
i=1

Donde C; son constantes y las funciones de prueba que se han escogido deben satisfacer todas las

condiciones globales de contorno para este problema en cuestién.
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Figura 4: Discretizacién unidimensional del canal para N = 5 | resultado de la simulacién en Root. Fuente:

Elaboracién propia.

En este caso particular, la aproximacién se realiza sobre la velocidad resultante de la ecuacién
diferencial de Navier-Stokes, por lo cual aparece un residuo (¢) proveniente de aproximar la solucién,
la idea basica es entonces construir un proceso matematico en el cual dicho error que aparece se
minimice, de tal manera que se haga nulo en el sentido ponderado. Esto se logra mediante una
proyeccién ortogonal o producto interno entre las funciones de prueba ¢; y el residuo en el dominio

€, de modo que:

/€(ﬁidQ:(€,¢1):0 i:1,2,...,n (19)
Q

Uno de los pasos mas cruciales en el analisis del método es la escogencia de las funciones de
interpolacion, ya que pueden o no converger a la solucion de la ecuacién diferencial en cuestiéon; en
general, las funciones de interpolacién son polinomios de cierto grado o productos de éstos; para
este caso se hizo la escogencia de la funciéon de interpolacién de Lagrange Ly, la cual se define
como:

n

Ly = H LT rIM (20)
M=1MzN TN T IM

Aqui el elemento es dividido en segmentos de la misma longitud en n nodos, como se muestra en

la figura

Figura 5: Discretizacién unidimensional mediante polinomios de Lagrange. Fuente: Elaboracién propia.
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Los polinomios de Lagrange se eligieron ya que satisfacen las condiciones de contorno, y su grado
es de primer orden, debido a que es menester conocer los esfuerzos que aparecen de la interaccién
entre el fluido y las particulas sélidas, para lo cual basta con conocer la primera derivada de la
velocidad, aunque dada esta escogencia se debe aumentar el mallado para que disminuya el error,
también es necesario incrementar la densidad de la malla alrededor de los cilindros, porque de otra

manera la iteracién podria no converger.

4. RESULTADOS Y DISCUSION

Para el primer céomputo se eligié que el fluido fuese agua, py = 1000K g/m?, y por tanto
= 121072 Poise = 121073N - s/m?, adem4s la densidad de los sélidos se escogié tan solo un
poco mayor que la del agua ps = 1100K g/m3. Por otra parte, este computo se realizé con tan solo
un particula sélida en el canal (N = 1), y los resultados que se obtuvieron tanto para la posicién

como para la velocidad se muestran graficamente en las Figuras [6] y [7] respectivamente.

Como se menciond, para la discretizacion se usa el mallado descrito en la Figura [5], el didmetro
del cilindro es d = 2c¢m y el ancho del canal es W = 2m. En este cémputo el cilindro se dejé caer
desde el centro del canal y se obtuvo su posicién como funcién del tiempo, la cual se muestra en
la Figura [6] alli se evidencia un movimiento que tiende a mantener una velocidad constante, lo
que se sustenta en la Figura[7] la cual muestra que la velocidad aumenta hasta su maximo en unos

dos segundos y después de esto propende a mantener un valor constante en el transcurso del tiempo.

Esta tendencia que muestra la velocidad a permanecer constante da buen indicio de los resultados
obtenidos para este caso, ya que este comportamiento es justamente el que la Ley de Stokes explica
(Kundu et al., 2016), fisicamente las fuerzas de arrastre y gravitatoria que actian sobre el sélido
se equiparan, lo que conlleva a que la aceleracion del sdlido se haga nula, por lo cual la velocidad
tiende a ser constante, alcanzando asi un valor critico o maximo al moverse dentro de un fluido,
tal como ocurrié en este caso, mds aun haciendo uso de dicha ley la velocidad critica es de 1.9m/s,
obteniendo un error de menos del 1% respecto a la media de los valores obtenidos numéricamente.
Otro de los resultados importantes que se obtuvieron mediante las simulaciones realizadas, corres-
ponden al caso de dos particulas sélidas en el canal (N = 2), en donde los pardmetros que se
escogieron fueron; de nuevo agua y la densidad de los sélidos ligeramente mayor a la del agua
ps = 1100K g/m3. El didmetro de los dos cilindros es igual d; = da = 0.5¢m, y el ancho del canal
es W = 20cm. En este cémputo se ubicé el primer sélido en una posicién con un mayor valor de
la coordenada z respecto al segundo, es decir, X7 > X», andlogo a la Figura[2] y a partir de dicha
configuracién, se estudié el comportamiento de los dos sélidos después que empiezan a moverse
dentro del fluido.

Cuando se estudia la interaccién de dos cilindros dentro del canal la soluciéon numérica ofrece como
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Posicion (X) Vs. Tiempo (t)
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Figura 6: Posicién X (¢) para un solo cilindro en el canal. Fuente: Elaboracién propia.

Velocidad (U) Vs. Tiempo (t)
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Figura 7: Velocidad U(t), con un solo cilindro en el canal. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 8: Posicién X (¢), para dos cilindros dentro del canal. Fuente: Elaboracién propia.

resultados las graficas que se muestran en las Figuras [§ y [0} en donde se presentan los resultados
obtenidos para las posiciones y velocidades de cada una de las particulas a medida que se desplazan

dentro del lecho fluidizado conforme avanza el tiempo.

El resultado de la velocidad U(t), adquirido mediante la solucién numérica se encuentra expuesto
en la Figura[J], alli se muestran dos velocidades que corresponden a cada uno de los cilindros por
separado. Al indagar en la velocidad del primer cilindro se puede notar que ésta aumenta hasta
un maximo en unos dos segundos, y luego de esto decrece hasta hacerse practicamente cero; esto a
simple vista parece ilégico o erréneo porque si dos cilindros se dejan caer en el canal de agua, en

este caso no habria de existir algiin motivo para que una de estas disminuyera su velocidad.

Velocidad (U) Vs. Tiempo (t)

1.8

1.6
1.4

1.2

U(m/s)

> Primer cilindro.

=

0.8 B Segundo cilindro.
0.6
0.4

0.2

Figura 9: Velocidad U(t), para dos cilindros en el canal. Fuente: Elaboracién propia.

Este comportamiento se debe a que cuando se colocan los dos cilindros uno detrds del otro, y se
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dejan caer bajo esa configuracién, el segundo cilindro es arrastrado en la estela que deja el pri-

mero a su paso, y puede decirse que éste le abre paso al de atrds (tal como los ciclistas en un
velddromo), de tal forma que esta particula alcanza a la primera y ahi interactian de modo que
el cilindro de atras pasa al primero, lo cual se evidencia en la grafica del resultado de la simula-
cién; ademas esto estd acorde con lo que se conoce como Drafting, Kissing y Tumbling, los cuales
son efectos importantes en la fluidizaciéon de camas de particulas con agua, asi que estos resultados

numéricos dan cuenta de los fendmenos descritos en los trabajos experimentales (Fortes et al., 1987).

Lo descrito anteriormente se puede constatar en la grafica presentada en la Figura [§] ya que justa-
mente en el tiempo en que la velocidad de la primera particula sélida tiende a hacerse nula es donde
las trayectorias mostradas para la posicién de las dos particulas se cruzan, lo que indica que fue en
ese instante en donde una esfera alcanzé a la otra dando lugar al kissing, y después de ese momento
la esfera que se encontraba detras ahora toma la delantera, que es lo que se conoce como tumbling,
que puede entenderse como un giro o rotacion que da un sélido alrededor del otro.En realidad la
simulacién atin no incluye el caso en el que los cilindros realmente colisionen, fisicamente el movi-
miento relativo entre ellos crea una fuerza de lubricacién que los mantiene ligeramente separados,
aunque para el caso de niimeros de Reynolds bajos (Re = psUd/uys), donde U es la velocidad del
sélido, el numero de Reynols es un nimero adimensional que resulta de la comparacién entre las
fuerzas inerciales y las fuerzas viscosas, si se disminuye el didmetro de los cilindros, se encontré
que la simulacién se rompe, dado que la iteracién entre el esquema de Newton y las ecuaciones de
Navier-Stokes no converge. Cuando los cilindros estdn muy cercanos uno del otro, aparentemente
para bajos nimeros de Reynolds las particulas realmente colisionan y por un instante permanecen
pegadas una con la otra para luego realizar el tumbling. Dado esto, hay una restriccién en la elec-
cién del didmetro de los cilindros, por ejemplo si d = 0.1cm el ntimero de Reynolds es del orden de
Re = 0.8 y para este caso no se presenta convergencia segin lo explicado, al realizar comparacién
de muchas simulaciones para diferentes diametros, se establecié que estos han de ser mayores que

0.4cm, para que haya convergencia.

También se corrieron algunos otros programas con diferentes combinaciones en el didmetro de los
cilindros, las densidades y el ancho del canal, y en los resultados arrojados aparecia de nuevo un
instante en que ocurria el encuentro entre las particulas sélidas debido al arrastre (drafting), y en
algunas ocasiones el kissing, es decir, el encuentro de dos particulas solidas dentro del fluido, ocurria
mas de dos veces, lo que indica que un cilindro alcanzaba al otro y lo pasaba, luego de estar a la
delantera canal abajo era alcanzado de nuevo por el otro cilindro y volvia a ocurrir de nuevo el

fenémeno de kissing y tumbling.

Al colocar gran cantidad de particulas dentro del fluido, se obtienen resultados similares para la

velocidad y la posicién de cada uno de ellos, aunque el mecanismo de interaccién suele presentarse
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Figura 10: Resultado para el campo de velocidades u(x,t), (a) para un cilindro, (b) para 3 sdlidos. Fuente:

Elaboracién propia.

de una manera mas compleja; alli se siguen presentando intersecciones entre las trayectorias y los
resultados para la velocidad se comportan similares a una funcién que oscila en el tiempo similar a la
de la Figura[9] lo que evidencia que las mismas particulas provocan aceleraciones y desaceleraciones
entre ellas mismas a lo largo del canal, en la Figura 10| se muestran dos graficos para el campo de
velocidad hallado numéricamente. El resultado mostrado en la Figura[10] manifiesta para un tiempo
fijo la forma del campo de velocidades debido a la presencia del movimiento de las particulas en el
fluido, y esta alteracién del campo de velocidades, a su vez, establece qué trayectorias han de seguir
las particulas una vez aumente el paso de tiempo (recuérdese la condicién de no deslizamiento @)
En las Tablas y se muestra el valor de A, correspondiente al criterio de convergencia , ambas
tablas muestran la convergencia de la simulacién numérica, pero se puede notar que la convergencia
es mucho mayor cuando se incrementa el nimero de elementos (e ), que para el caso en el que
se aumenta el nimero k de iteraciones. La Tabla [I| presenta la convergencia para un ntmero de

iteraciones fija k = 1000, mientras se aumenta el nimero de elementos.

Tabla 1: Convergencia para un nimero de iteraciones fijo, £ = 1000.

Nelem A
100 773612103
200 2.805421073
500 6.0128210~*
1000 1.4475210~4
1500 3.9318z10~°
2000 4.635221076

En la Tabla [2] se muestra la convergencia para un nimero de elementos fijo nee, = 1000, v se
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incrementa el nimero de iteraciones en la misma taza que se hizo con el nimero de elementos en

la tabla[I, como resultado se obtiene que la convergencia es més lenta que en el caso anterior.

Tabla 2: Convergencia para un nimero de elementos fijo, neienm = 1000.

k A
100 1.3897x1072
200 1.2516210~2
500 1.103421072
1000 6.6021210~3
1500 3.5156210~3
2000 7.8229x10~%

Aun queda por resolver el problema: jqué ocurre cuando los cilindros se tocan?, ya que en ese
instante las fronteras se encuentran en el mismo lugar del dominio y el programa automaticamente
se rompe, igual sucede si algin cilindro toca la pared del canal; también se pretende realizar la
simulacién para otro tipo de geometrias y estudiar el movimiento de particulas inmersas en vortices

(flujos vorticiales).

5. CONCLUSIONES

Se cred un compendio de programas en ROOT que es un entorno orientado a objetos, el cual realiza
una discretizacién unidimensional del dominio conforme avanza el tiempo y ademds permite variar
el ancho del canal, las densidades de los sélidos y del liquido, la viscosidad cinematica, el didametro
de las particulas, su posicion inicial y el nimero N de ellas, con el fin de solucionar las ecuaciones

planteadas conforme evoluciona el sistema.

Para dos cilindros (N = 2), se obtuvo un resultado que concuerda con los datos experimentales de
Fortes et al. (1987) conocidos como drafting, tumbling y kissing, los cuales desempenan un papel
fundamental en el estudio de los lechos fluidizados bidimensionales, se encontré que aunque los
cilindros realmente no se tocan para grandes nimeros de Reynolds, el esquema falla para pequenios
nimeros de Reynolds, dado que para esos ntmeros las particulas realmente colisionan, haciendo
que el programa diverja, queda por tanto incluir en el programa el hecho de que las particulas
colisionen. Para el caso N = 1 se evidencié un comportamiento que esta sustentado en la Ley de
Stokes para la velocidad limite hallando un error menor al 1% entre el resultado numérico y el

predicho por la teoria.

Mediante la formulacién de Galerkin se han discretizado las ecuaciones de Navier-Stokes en una
dimension con los elementos unidimensionales del polinomio de Lagrange, obteniendo asi, como

resultado las velocidades U;(t), con la que se mueven cada uno de los cilindros dentro del canal y
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sus posiciones X;(t), para cualquier N arbitrario.

Se identificaron puntos criticos donde el programa falla, es decir, para didmetros de particulas me-
nores a 0.4cm inmersas en agua, se cree que para estos valores, la fuerza que mantiene a los cilindros
alejados unos de otros (fuerza de lubricacién) es tan pequena que estos alcanzan a colisionar, si se
cambia la densidad del fluido, es necesario que Re > 10, lo cual implica que dependiendo del fluido el

didametro critico tendra que cambiar para que ocurran los fenémenos de drafting, kissing y tumbling.

Se crearon programas computacionales que conforme aumenta el paso del tiempo genera una
nueva malla que se estructura de acuerdo con el cambio en las fronteras debido al movimiento
de las particulas dentro del fluido, y presenta mas densidad en el contorno de ellas con el fin de
proporcionar mayor estabilidad en la simulacién, ademas que con este esquema se computan todas
las fuerzas que actiian sobre las particulas mediante la segunda ley de Newton y que generalmente

son despreciadas.
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