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RESUMEN: En este trabajo se aborda, de una forma alternativa a las ideas sugeridas por Fonseca, Linares y Ponce en
(Fonseca, G. et al., 2015), el buen planteamiento local del problema de Cauchy asociado a la ecuacién Korteweg-de
Vries

du(x,t) +u(x,t) +u(x,0)ou(x,t) = 0, xt€R.
u(x,0) = wup(x).

Con base en la férmula de Duhamel y utilizando el teorema de punto fijo de Banach se demuestra la existencia y unici-
dad de solucién en un subconjunto del espacio de Sobolev con peso Z; , := H*(R) N L?(|x|"dx). Para esta finalidad se
emplean estimativas lineales sobre el semigrupo unitario asociado y su derivada de Stein, argumentos similares a las
ideas de Kenig, Ponce y Vega y un lema de interpolacion de Nahas y Ponce. La dependencia continua del dato unicial

ug se deriva directamente del método empleado.
PALABRAS CLAVE: Problema de Cauchy; KdV; Espacios de Sobolev con peso.

ABSTRACT: In this work we will face, in an alternative way to the ideas suggested by Fonseca, Linares and Ponce
in (Fonseca, G. et al., 2015), the local well-posedness of the Cauchy problem associated to the Korteweg-de Vries
equation

du(x,t) +u(x,t) +u(x,)ou(x,t) = 0, xt€R.
u(x,0) = up(x).

Based in the Duhamel’s formula and using the Banach fixed point theorem we are going to show the existence and
uniqueness of solution in a subset of the weighted Sobolev space Z; , := H*(R) N L?(|x|"dx). To this end, we will use
linear estimates over the unitary semigroup and it’s Stein derivative; arguments based on Kenig, Ponce y Vega’s ideas
and an interpolation lemma due to Nahas and Ponce. The continuous dependence on the initial data is obtained directly
from the used method.
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1. INTRODUCCION

En este trabajo se va a estudiar el problema de valor inicial (PVI)

{ duu(x,t) +Bu(x,t) +u(x,t)ou(x,t) = 0, xteR. 0

u(x,0) = up(x).

La ecuacioén (1) fue derivada por Korteweg y de Vries en Korteweg, D. J. & de Vries, G. (1895) como un
modelo que describe la propagacion de ondas de longitud (de onda) larga en medios dispersivos y en una
dimension. La propagacion de ondas solitarias en la superficie del agua en canales de poca profundidad es
un ejemplo de contextos en los que aparece esta ecuacion. En adelante se referird a la ecuacion como
ecuaciéon KdV.

Desde el punto de vista matematico la ecuacién KdV es una ecuacién de evolucién en derivadas parciales
que incluye efectos de dispersién y no linealidad. El término o,u(x,?) se puede entender como la evolucién
temporal de la perturbacién u(x, ) mientras que d3u(x,t) se traduce en la dispersion del sistema. El término

restante u(x,#)d,u(x,t) es de cardcter no lineal.

En la literatura la ecuacién KdV ha sido ampliamente estudiada (Colliander, J. et al., 2003; Kato,
T., 1983; Kenig, C. & Vega, L., 1993; Miura, R., 1976). La descripcion de diversos problemas fisicos y ma-
temadticos asociados a esta ecuacion, que abarcan desde aspectos geométricos y algebraicos hasta cuestiones
propias del andlisis no lineal, puede ser consultada en Miura, R. (1976). Los esfuerzos serdn direccionados

a establecer el buen planteamiento local del problema de Cauchy (T).

Durante las dltimas décadas el buen planteamiento del problema ha sido objeto de estudio por varios
autores, ver por ejemplo (Bourgain, J., 1993; Colliander, J. et al., 2003; Kato, T., 1983; Kenig, C. & Vega,
L., 1993) y las referencias alli citadas. Dichos autores estudiaron el problema en los espacios de Sobolev
H*(R). Dado que el indice s en la definiciéon de H°(R) mide el grado de diferenciabilidad de una funcién
en L*(R), tales espacios son un contexto funcional natural para estudiar el PVI . Recientemente se ha
incrementado el interés por estudiar el buen planteamiento del problema de Cauchy en espacios que no solo
midan el grado de diferenciabilidad de las funciones sino también el tipo de decaimiento que las soluciones
del problema puedan tener ((Bustamante, E. et al., 2013), (Bustamante, E. ef al., 2018), (Fonseca, G. &
Ponce, G., 2011); entre otras). Tal estudio viene motivado por la existencia de soluciones especiales (ondas
solitarias) que tienen un decaimiento particular y por el estudio de la persistencia de soluciones para las cua-

les el dato inicial ug pertenezca al espacio de Schwartz S(R) (Kato, T., 1983) tiene un abordaje ilustrativo).

El trabajo pionero en esta direccidn es debido a Tosio Kato. Con el objetivo de estudiar las soluciones del
PVI (1) con dato inicial g € S(R), Kato propone abordar el problema del buen planteamiento en los espacios
de Sobolev con peso H™(R) N L?(|x|"dx), donde n 'y m son enteros positivos Kato, T. (1983). Los resultados
de este trabajo han sido extendidos para los casos en que m y n no son necesariamente enteros positivos y

para otros modelos dispersivos no lineales como las ecuaciones Benjamin-Ono o Zakharov-Kuznetsov (ver
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por ejemplo Bustamante, E. et al. (2013), Fonseca, G. et al. (2015), Fonseca, G. & Ponce, G. (2011), Nahas,
J. & Ponce, G. (2009) y sus referencias).

A diferencia de otras ecuaciones dispersivas, el efecto de dispersion de la ecuacion KdV es significativo y
permite estudiarse a la luz de los teoremas de punto fijo. Existen ecuaciones en las que la dispersion es mds
leve, lo cual exige que la conclusién de buen planteamiento deba ser obtenida con herramientas adiciona-
les. Por ejemplo en Molinet, L. et al. (2001) se demuestra que la funcién dato-solucién de la ecuacién de
Benjamin-Ono no es localmente C2. M4s atin, Koch, H. & Tzvekov, N. (2005) garantiza que la misma no

es localmente uniformemente continua.

En contraste con las ideas desarrolladas en Colliander, J. et al. (2003), las herramientas principales que seran

usadas en este articulo recaen indirectamente sobre la transformada de Fourier (ver Teorema [2.2)).

El objetivo entonces es extender el Teorema 2.1 en Kenig, C. & Vega, L. (1993) para demostrar en una forma
alternativa a las ideas presentadas en (Fonseca, G. et al., 2015), el buen planteamiento local del problema

de Cauchy asociado a la ecuacién KdV en los espacios de Sobolev con peso H*(R) N L?(|x|"dx).

En Fonseca, G. et al. (2015) los autores demuestran en el Teorema 2 que el problema de Cauchy para la

ecuacion KdV modificada

{ Ouu(x,t) +Ru(x,t) +u?(x,t)du(x,t) = 0, xteR. )

u(x,0) = up(x),

esta bien planteado en los espacios de Sobolev con peso. Los autores sugieren que las ideas pueden replicarse

para concluir el buen planteamiento de la familia de ecuaciones

{ Ou(x,t) +Bu(x,t) +uf(x,0)ou(x,t) = 0, xt€ER. 3)

u(x,0) = up(x).

donde k es un entero positivo.

A diferencia de lo desarrollado por ellos, en estre trabajo se utilizan estimativas alternativas que no recaen
directamente en el uso exhaustivo de la transformada de Fourier (compare Lema 1 de Fonseca, G. et al.
(2015) con los lemas [2.4]y [2.5)) e ideas de interpolacién como las desarrolladas en la demostracién del teo-
rema 2.4 de Bustamante, E. ef al. (2013) para demostrar que el PVI (1) (caso k=1) est4 bien planteado sobre

los espacios de Sobolev con peso mencionados anteriormente.

Con base en la férmula de Duhamel (ver la seccién 5 del capitulo IX en Kato, T. (2013)) se va a entender

como una solucién al PVI (I]) una funcién u que satisfaga

u(x,t) =U(t)up(x) + /Ot U(t—s)u(x,s)ocu(x,s)ds, 4)
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donde la familia de operadores {U (¢) },>0 es el semigrupo unitario asociado a las soluciones al problema (1)
linealizado. De forma que, teniendo en cuenta la expresién (4)), una buena forma de afrontar el problema (1))
es intentar que el operador que define el lado derecho de (@) sea una contraccién en algtin espacio métrico

razonable. En otras palabras demostrar que el operador

D, (u)(x,1) :=U(t)up(x) — /Ot U(t —s)u(x,s)ou(x,s)ds ®)

tiene un tdnico punto fijo en cierto espacio Y.

Esta idea fue implementada en Kenig, C. & Vega, L. (1993) por Kenig, Ponce y Vega en los espacios de
Sobolev H*(R), con s > 3/4; donde usando el teorema de punto fijo de Banach, estos autores obtuvieron
el buen planteamiento local del problema de valor inicial sobre un subconjunto de H*(R). Dado que el
objetivo de este articulo adicionalmente involucra el estudio del decaimiento de las soluciones del PVI (T),

observando (@) y (5) se puede notar que va a ser necesario controlar expresiones del tipo

1T @) f 1| ks ()2 (1xfra) - (6)

En virtud del Teorema de Plancherel, se satisface que
L3~
KU @)1z = 1D (¢ folllzz:

donde D’ (f) se define por (|x|"f)". Es decir, en lugar de estimar la norma de U (¢) f en L(|x|"dx) se puede
estimar la norma de D (¢% fy) en L2(R).

Con el objetivo de estimar la norma L? del término D’(e"’?fo), se usa una version alternativa a la derivada
fraccionaria usual, que se denotard por D". Este operador fue introducido por Stein en Stein, E. (1961) con
la finalidad de caracterizar los espacios de Sobolev generalizados L] (R"). Haciendo uso de esta caracteriza-
cidn, se va a estimar el término ]\D’(ei’§3f) I 2 via estimativos sobre la expresion || Q)’(ei’§3f) I 22 A su vez,
D¥ £,z y de [|lx/" £l

De tal manera que, tanto los estimativos lineales sobre el semigrupo U (¢) obtenidos por Kenig, Ponce y Vega

este mismo es acotado en términos de || f|| .2,

y el acotamiento de |||x|"U () f]| 2, permiten escoger un espacio de Banach adecuado en el cual se pueda

encontrar soluciones para el problema (I) por medio del teorema de punto fijo de Banach.

Este articulo estd organizado de la siguiente manera: en la seccién 2 la teoria lineal relacionada al problema.
La solucién del problema linealizado, la definicién del semigrupo unitario asociado, estimativas sobre la de-
rivada de Stein del semigrupo, los estimativos lineales de Kenig, Ponce y Vega junto con algunos lemas de
interpolacién serdn abordados. Al inicio de la seccidn 3 se explica la relacién entre los indices de regularidad
y decaimiento s y r enunciados en el teorema principal. La demostracion de este teorema serd presentada en
dos pasos: inicialmente se recuerda la existencia y unicidad de soluciones locales para el problema (I) en
H*(R) obtenidas en (Kenig, C. & Vega, L., 1993). El segundo paso involucra el decaimiento de las solucio-
nes y serd dividido en dos subcasos; cuando 3/4 < s < 1, con base en los estimativos lineales, se usard el

método de punto fijo de Banach y cuando s > 1, usando la propiedad de regularidad de Kenig, Ponce y Vega
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junto con los lemas de interpolacién, se demostrard que la solucién que se tenia en H*(IR) también pertenece
al espacio L?(|x|"dx).

2. TEORIA LINEAL PARA LA ECUACION KORTEWEG-DE VRIES

Es importante resaltar que para esta seccion y las siguientes la constante C serd usada para representar

cantidades escalares que pueden variar linea a linea y cuya dependencia serd siempre especificada.

2.1. Solucion del problema de valor inicial lineal asociado

Considere el problema lineal homogéneo asociado a (]

(N

duu(x,t) +Bu(x,t) = 0, xteR.
u(x,0) = up(x).

Via transformada de Fourier se puede ver que la solucién a estd dada por el operador U : [0,00) —
C'(R;R) definido por

U1)uo(x) = (@ (§)e™ )" (x.1). ®)
Este operador es 1lamado el grupo unitario asociado a la ecuaciéon KdV linealizada y la familia {U(¢) },>0
define un semigrupo de operadores lineales. La parte constante en el exponente, 87°, serd omitida frecuen-
temente cuando se invoque U(¢). La razén de tal simplificacién es que, en adelante, el término 87> solo
aportard constantes en las estimativas y por lo tanto lo que se demuestre para el exponente it&3 serd vélido

tambien para el exponente 87°itE3, a menos que se especifique lo contrario.

2.2. Derivada de Stein

Para una funcidn con las propiedades adecuadas (por ejemplo una de la clase de Schwartz) y b > 0 se definen

los siguientes operadores:

,(f)(x) == (&2 F)" and Jy(f)(x) == [(1+ &) Z 7] ©)

Definicién 2.1. Denote por Ly (R") el conjunto {f = J,(g) | ¢ € L*(R)}.

Note que en el caso p = 2, el espacio L! (R") coincide con el espacio de Sobolev H?(R").

Una caracterizacién simple de los elementos de L} (R") en términos de su suavidad sin utilizar la transfor-

mada de Fourier queda condensada en el préximo teorema extraido de (Stein, E., 1961).

Teorema 2.2 (Stein). Sean b € (0,1) y ni’éb < p < 0. Una funcién f pertenece a L})(R") si, y solo si,
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1. feL’(RY).

i A\
2 i ([ L1 ) ey

115, = 11F 1z = I e + 1D () er = ([ Fllr + (1D (F)l2r (10)

La expresion D’ f definida en el numeral 2 del Teorema se conoce como Derivada de Stein y tiene varias

ventajas con respecto a la derivada fracionaria cldsica

D’ f(x) = DP(f)(x) = (&) (x). (11)

Un ejemplo de la afirmacién anterior es que no se conoce atin si se puede o no obtener una regla del producto,
similar al Teorema (abajo), pero con D’ en lugar de D". Ver la Proposicién 1 de (Nahas, J. & Ponce,
G., 2009).

Teorema 2.3 ( (Nahas, J. & Ponce, G., 2009)). Seanb < (0,1)y 1 < p <. Si f,g:R" — C son funciones

medibles, entonces

D’ (f)(x) < |f D" (8) (x) + |g(x)| D" () (), (12)
12 (f)ller < £l D" (@)l + 118D ()lr (13)

y
1D (fe)ll2 < IFD° ()l + 18D ()2 (14)

2.3. Estimativos sobre el Semigrupo

Se comienza la seccién con el Lema [2.4] que es debido a Bustamante, Jiménez y Mejia (ver Lema 2.2 en
Bustamante, E. ef al. (2018)). Este lema permite acotar la derivada de Stein del multiplicador que aparece

en la definicién del semigrupo unitario asociado a la ecuacién KdV linealizada en términos de potencias de
ty |xl.

Lema 2.4. Sea b € (0,1). Existe una constante Cp, > 0 tal que para todo t > 0y todo x € R se tiene que

D) (1) < Gy (¢F +34F 4 (F ¥ ). (15)

El siguiente lema se encarga de acotar |||x|°U (¢)ul| 12 en términos de [|ul|2,

D?ulz y ||[x1Pullz junto con
sumas de potencias de ¢; permitiendo incluir el decaimiento en el espacio de Banach donde mds adelante se
definird una contraccioén en la biisqueda de obtener (). La prueba de este hecho se sigue de una pequefia
adaptacion de la prueba del Lema 2.4 en Bustamante, E. et al. (2018).
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Lema 2.5. Para b € (0, %] existe una constante Cy > 0 tal que para todo t > 0y para toda f € Zop ), :=
H?*(R) N L2(|x|*dx) se tiene que

IO ) f iz < Co |1+ 142 7

+(l1/3+2b/3+12b/3)HD2beL;+\HXIbeLg]- (16)

Definicién 2.6. Dada una funcién f : R x [0,T] — R (o C) se define la norma mixta

T pla \ VP
2y = (/R (f 1rtorar) dx> . a7

Cuando p = o 0 g = o= se deben hacer los cambios naturales con essup. Adicionalmente cuando en la norma

aparezca t en lugar de T, se entenderd que el intervalo de tiempo es [0,).

El espacio formado por las funciones con norma mixta finita es llamado espacio anisotropico o espacio
de Bochner uniforme. Estos conceptos fueron introducidos por Benedek & Panzone (1961) y fueron
investigados a profundidad por Besov et al. (1979).

Teorema 2.7 (Estimativos lineales).

1. Siug € L*(R), entonces
105U (1)uto | o2 < Clluo]lz2- (18)

2. Siug € L2(R), entonces
IDY4U (t)uo || 31 < Clluo]|z2- (19)

3. Sea s > 3/4. Para toda uy € H*(R) y todo p > 3/4 se cumple que
1U(t)uoll 2z < C(L+T)Pluolls,2, (20)
donde ||ug||s2 se definic en (10).

Para las justificaciones de cada literal se le sugiere al lector revisar en Kenig, C. & Vega, L. (1993) el Teo-

rema 3.5, parte (i); el Lema 3.18 parte (i) y el Lema 3.19 respectivamente.

El siguiente teorema es una aproximacién cercana a la regla de Leibniz (en una versién vectorial) para
derivadas fracionarias. La prueba de este resultado puede consultarse en el Apéndice A8 de Kenig, C. &
Vega, L. (1993).
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Teorema 2.8. Sea a € (0,1). Considere 0,0, € [0,0] tales que ot = 0 + 0. Sean p,pi,p2,4,91,92 €
111
p ;Y g

1D (f8) = fDYg — 8D fl1prg < CIDY fll o pon 1Dl 2 oo

1_ 11
(1,00) tales que -, = = .+, Entonces

Mds aiin, para o,y = 0 el valor g, = o también es vdlido.

Se concluye este capitulo incluyendo dos resultados: un lema de interpolaciéon debido a German Fonseca y
Gustavo Ponce (Lema 1 en (Fonseca, G. & Ponce, G. , 2011)) y una consecuencia de la regla de Leibniz
encontrada en Bustamante, E. et al. (2013) que nos permitirdn aclarar en primera instancia la relacion
entre la regularidad y el decaimiento de las funciones en los espacios intermedios en el sentido expuesto

a continuacion.

Lema 2.9 (Fonseca-Ponce). Seana > 1yb> 0. Suponga que J,f € L*(R) y que p(x)’f := (1+|x|?)?/2f €
L?(R). Entonces para todo © € [0,1] :

Woa(p(®) = £)[12 < Cllp@)? 115 17 () 1.

Mds atin, la desigualdad sigue siendo vdlida para el peso truncado

] plx),  |x|<N.
WN(x)—{ N, >N, @1

en lugar de p(x) y con la constante C independiente de N.

La demostracion del siguiente lema se sigue de aplicar induccién y la regla de Leibniz (ver Lema 2.2 en
Bustamante, E. ef al. (2013)).

Lema 2.10. Sean b >0y n € N. Suponga que J,(p(x)’uo) € L*(R). Entonces
1p(x)*Quoll 2 < C(b,m)|[u(p(x) u0)|2-

Mas aiin, el resultado sigue siendo vdlido para wy(x) en lugar de p(x) y con la constante independiente de
N.

3. TEOREMA PRINCIPAL

En esta seccién se presenta el resultado principal de este trabajo. Se prueba la existencia de soluciones para
el PVI asociado a la ecuacién KdV cuando el dato inicial pertenece a cierto espacio de Sobolev con peso.
Antes de presentar la prueba de dicho resultado se discuten algunos aspectos relacionados con el método
para encontrar soluciones para el PVI (I)) y se motiva la escogencia del espacio de Sobolev con peso en el

cual se estudia este problema.
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3.1. Formulacion del problema

Una buena manera de encontrarle una solucién al problema de valor inicial de la ecuaciéon Korteweg-de
Vries
ou(x,t) +Bu(x,t) +u(x,t)ou(x,t) = 0, xtcR
{ u(x,0) = uo(x),
es usar el teorema de punto fijo de Banach junto con la férmula de Duhamel. En otras palabras se llama
solucién del problema (1)) a una funcién u € C([0,T];Z), para cierto espacio de Banach Z, que satisfaga la

expresion integral

D, (u)(x,1) :=U(t)up(x) — /Ot U(t — s)u(x,s)0xu(x,s)ds (22)

sea una contraccion.

La bisqueda de tal espacio de Banach Z adecuado para esta labor depende directamente de los estimativos
lineales (Teorema [2.7)) disponibles para el semigrupo asociado.

Como el interés es establecer la buena colocacién para el problema de Cauchy en espacios de Sobolev con
peso Z , := H*(R) N L?(|x|"dx) es necesario saber la relacién (si existiera) entre los ndices s y r; es decir,
entre el decaimiento y la regularidad de la posible solucién. La respuesta en el contexto presentado serd
r =s/2 y se motiva de los siguientes razonamientos formales basados en las ideas de Tosio Kato en Kato,
T. (1983).

Suponga que se tiene una solucién para (1)), u € C([0,0); H*(R)), para algin s suficientemente grande. Se

desea garantizar que la cantidad | u?(x,1)p(x)"dx sea finita y acotada en ¢, donde p(x) := (1 + |x|>)!/2.
R

Procediendo formalmente, se multiplica la ecuacién KdV a ambos lados por u(x,7)p(x) y se usa integracion

por partes para obtener:

d 2
;§<u,up>::——3@uwuxpx>%f<u,upxu>+f§«u3px,1>, (23)

donde (-,-) es el producto interno en L*(R).

Los dos términos que aparecen sumando al lado derecho de la expresién (23) pueden controlarse facilmente
como se mostrard en (#9) y (51)). El término restante es un poco mds delicado.

El Lema[2.9|afirma que para 6 € [0,1] y f € Z,,

17 (PO )12 < Cllp IO £11%

es decir, en términos de u:
PO | yos < Cllp"ul| 5 e 5 24

Para controlar la expresion 3(u,,u,py) se puede utilizar (24) cuando 6s = 1 pero requiriendo entonces que

(1-6)

|px| sea del orden de p? ". Dado que |p,| < p* 1, la igualdad 2r — 1 = 2(1 — 8)r lleva a concluir que

r=s/2.
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Tal y como se mencion en la introduccién, el estudio del buen planteamiento de (I)) en los espacios de
Sobolev cldsicos H*(R) fue desarrollado por Kenig, Ponce y Vega en Kenig, C. & Vega, L. (1993). Més

precisamente en el Teorema 2.1, se afirma lo siguiente:

Teorema 3.1 (Kenig-Ponce-Vega). Sea s > 3/4. Para toda ug € H*(R) existe T > 0, que depende solo de
||luol|s,2, y una inica solucion u(t) del PVI (1) que satisface

ue C([=T,TIH (R)), 9wl pare < oo, [[DxOuutllpzpz < oo

[[ull2zs < oo (25)

Para cualquier T' € (0,T) existe una vecindad V de uy en H*(R) tal que el mapeo iy — ii(t) desde V hacia
el espacio definido por (23), con T' en lugar de T, es Lipschitz.
Siugy € HY (R), con s’ > s, entonces los resultados mencionados arriba se mantienen con s' en lugar de s y

en el mismo intervalo de tiempo [—T,T].

Teniendo en cuenta que la relacién de s y r es r = s/2 y el Teorema se puede enunciar el resultado

principal de este articulo.

Teorema 3.2 (Teorema Principal). Sea s >3 /4. Para toda ug € Zg s := H*(R) NL?(|x|*/?dx) existe T >0

s/2

(que depende solo de ||ug||s2 si s > 1y también de |||x|*/“up||;2 si 3/4 < s <1)y una vinica solucion u(t)

del problema (1) que satisface

ue C([=T,Tl: Zsspa)s  N0wtllpgry < oo [[Dxduutllpeps < oo

l[ul| 21z < oo
Se presenta la prueba en dos pasos.

3.2. Demostracion del Teorema Principal
Paso 1

Este paso recapitula la demostracién del Teorema 2.1 en Kenig, C. & Vega, L. (1993).

Para todo T > 0, todaw € C([—T,T|;H*(R)) y todo p > 3/4, se define

A (w) = max W)z, Mg () = [[0xwlla

A5 (w) = [D0xw g2 Ay (w) = (1+T) P [lwllp2rz
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y
AT (w):= max AL (w).

j=1,-4 7
Se puede probar que dado up € H*(R), sisetoma T > 0y a > 0 tales que
) CT'2(14+T)P(a+a)<1 'y i) Cluglls2+CT*(14+T)P(a)* <a,
se tiene que para u,v € X! := {w € C([-T,T]; H*(R)) | AT (w) < a} se cumple que
AT (D (1) — Puy (v)) < CTV2(1+T)P (AT (u) + AT (v))AT (1 —v).

lo cual probaria el teorema la existencia y unicidad de solucién sobre los espacios H*(R).

Paso 2
Caso1,si3/4<s<1.

Para todo 7' > 0, toda funcién w € C([~T,T};Z,/») y s > 3/4, se define
QT (w) := AT (w) + || |5 wll 5.2 (26)
Se trabaja de nuevo en un espacio semejante a X/, en este caso
Y, = {weC([-T.T}:Z;p) | Q7 (w) < b}, 27)

para algtin b > 0 que se define mas adelante.
Se comienza estimando Q7 (U (t)ug).

En primer lugar se observa que

Q" (U(t)uo) = AT (U (t)uo) + ||1xI*U (t)uo|| 12
< Clluolls2+ [1x*/2U (t)uol| 212 (28)

En virtud del Lema se tiene
I1xI/2U (t)uol 2 < Cy [(1 180 13T o] - (¢1/3H2/6 4 £25/6) | DS || 12

It uollz |
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y asi

X120 (¢ uonz <
(14 T) (Jluoll iz + 11Dl 2) + Coll [l w0 2
(14 T)A] (uo) + |1 2uo | 12

S(1+T)QT (ug).

QQQ('}

De lo anterior y (28) se tiene que

QT (U(t)uo) < Cllug||s2 +Cs(1+T)QT (o)
< C(1+T)Q (up).

Defina ahora ¥, : Y,/ — Y,/ Parau € Y, dado, se estima Q7 (¥, (u)).

En primer lugar note que del paso 1,

Q (Wi (1)) = AT (W () + |13 (1) | 2

< Clluolls2 +CT2(14T)P (AT () 4[| kel ¥y (1)l 2-

En segundo lugar es claro que parat € (0,7) se tiene
2 2 r 2
/2 W (1) (1) |2 < [ x[*2U (1) oI +/0 x>0 (¢ — $)udsul| 2 d5
=1+l

Argumentando con base en el Lema[2.3]se obtiene para I:

1<C, |:(1+ts/6 +t1/3+2s/18)||u0||L)2r+(t1/3+2s/6 +t2s/6>HDsuoHL%+H’x‘s/ZMOHL)% '

s (G141 uoll 2+ Co(1+T) D uoll 2) + Coll1x* 2uo | 2

(29)

(30)

3D

(32)

(33)

De otro lado, escribiendo #, :=r — § e invocando el Lema 2.5] junto con la desigualdad de Hélder, se tiene

para II que

T
ug/ C, [(1+t/ e P g 2+ (1P 4+ 279 | D udu| 2
0 x X
o |l ud 2| 5
SCS‘ [(1_'_ts/6+t1/3+2s/18)HuaquLITL%+<t1/3+2s/6 +t2S/6)HDsuaXuHL1TL§

ol 2udnl

SCST]/Z |:(1+ts/6+t1/3+25/18)||uaxu”L%L%+(t1/3+25/6+t2s/6)||Dsuaxu||L%L%

ol D 3.2 ]
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Utilizando que
2 utell 22 < Il 2ull gz [9atll 2. < Nl P ull 2 T4 9uta]| 1
< (L4 )Pl g2 [3utal 3 < (1+T)PQT () AT ()
< (14+7)°P(Q (w))?,
se puede continuar el acotamiento de // como
1< CST1/2 [(1 +ts/6 +t1/3+2s/18)‘|uaquL%L§ + <t1/3+2s/6 +t25/6>HDsuaquL%L)%
+ (1+T7)PH Q" (w)?]. (34)
Combinando (32)), (33) y (34) se concluye que

el 2o () 522 < C ((1 +T)|luolls2 + Gl IXIS/ZMOHL;Lg)

+C,T'? ((1 +T) sup ||udul

s2+(1 +T)P+1(QT(M))2>
[-T.7]

< C(14T) [luo|ls 2+ Cill|x[* a0l 2
+CT (14 T) sup ||udeulls2+CT>(1+T)PTHQT ()2 (35)
[_TvT}

Finalmente, por (35) se tiene que
2oy () 522 < Co1+T) |52 +C el uol| 512 + T2 (1+THPHHQT ().
Regresando a se ha probado que
QT (Wi (1)) < Clluolls2 +CT' (1 +T)P(Q" (u)* + Co(1+T) [luo]ls.2

+CSHx’S/2u0HL°T°L§ +CTP(14+ TP QT ()
< C(1+T)lug|ls2+CT > (1+T)PTHQT () + Gyl ¢ 2w |2 (36)

El estimativo (36) da la primera condicién sobre b y T para seleccionarlos de manera tal que la funcién ¥,
esté bien definida. Se debe ahora intentar establecer una condicion razonable para obtener que ¥, sea una
contraccion.

Inicialmente se acota QT (¥, (1) — Py, (v)). Para u,v € YT, se tiene que

Qf (\Puo (u) - lPuo (V)) =AT (‘Puo (u) - lPuo (V)) + H ‘x‘s/z(lyuo (u) - ‘Puo (V)) ”L"}Lﬁ
<CT'2(1+T)PAT (u—v) (AT () + AT (v))
S LEEC OEL ARO[ (37)

donde se usa que para u,v € X se tiene

AT (D, () — Doy (v)) < CTV2(1+T)P(AT (1) + AT (0))AT (u—v).
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Se verd que para u,v € YbT se tiene que
2 (W () = W W)l 222 < CTV2 (14 TPHHQT () + Q7 (v) QT (u—v).
En efecto,

T
el (W () = W D522 = || 5172 /O U(t = 3)(u0yu — vo,v)ds§

L3712

T
< sup [ K20t = 5) (udsut — vdu)|| 25,
—7.71/0 *

[-T.7]

Como consecuencia del Lema[2.5]y la desigualdad de Holder:
T
/ X720 (¢ = ) (udtt — vd) | 25
0 X
T T )
<Cy(1+ T)/ || (u0xu — vOv)||s2dS + Cs/ || |x|*/? (u0 1t — vav) || j2d§
0 0 *

T
< CGs(1+ T)/ |t — 3 v) |5 2d5 + CsT 2| |x]*/? (u e — vO,v) 22
O X

<CTP(1+ TP (AT () + AT (0) AT (=) + CT2| x40t — v0,) |22

Usando nuevamente la desigualdad de Holder:
el (s = v3u) I3 12 = Cll 205l (1 = v) (w40 2.2
< Cl|x[?0x(u—=v) - (u+v) 212
+Cllx20u(u+v) - (=)l 2
< |l (4 v) 522105 = V)l 2 1
+Cl[xl2 (=) 2 19 (4 v) | 3.1
< C(Q () + Q" ()T 4|0x(u = V)| 3 -
+CQT (=)0 (4 ) | 3 1
<SCA+TPQ (u)+ Q" (v)Q" (u—v).
Recopilando los estimativos (38)), (39) y (@0) se obtiene que
el (g () = P Oz < G2+ TP (AT () + AT () AT (u—v)
+ G214+ T)P(QT (u) + Q7 (v)QT (u—v)
<CT'?1+T)P QT () + QT ()QT (u—v).

Combinando lo anterior y (37) se concluye que

QT (W, (1) — W,y (v) < G214+ TP (QT (u) + Q7 (1)@ (u — v).

(38)

(39)

(40)

(4D
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En este punto lo tnico que queda restando es seleccionar Ty b para que ¥, : YbT — YbT sea una contraccion.

Para alcanzar esto se deben garantizar las siguientes dos condiciones:
L C(1+T)|fuolls2 +CsT (1 +T)PH b2 + Cyl| x| 2uo |12 < b.
2. GT'Y2(14+T)PH12b < 1.

La condicién 1, como se mencionaba antes, viene de para garantizar la buena definicién de ¥,,. La
condicion 2 aparece explicita en (#I)) para que ¥,, sea una contraccién.

Si se estudia la desigualdad para b se obtiene que T debe satisfacer
4CTV2(14-T)P+! (C(l +T)Juolls2 + G| IXIS/ZuoHL;) <1 (42)

para que pueda existir una solucion.
Defina T > 0 por

. 2p+4 1 _
7 1= min { (255 (8C, (o2 + I 2u0ll12)) 7%) ™" (22 4(8C (a2 + 1l uoll2)) ™'}

y b >0 como
b:=2C(1+T)|[uo|ls2+ 2G| |x|**uo | 212 (43)

Como el lector puede verificar, esta escogencia satisface las condiciones 1 y 2.

Aplicando entonces el Teorema de punto fijo de Banach, debe ser el caso que exista una tnica u € YbT tal
que ¥, (u) = u.

Esto se concluye el caso 3/4 < s < 1.

Caso 2,sis> 1.

Para este caso se aborda un procedimiento diferente al llevado a cabo anteriormente. Del Teorema [3.1]
dado uy € H*(R) existe T > 0 (dependiendo solamente de ||uo||s2) y una tnica funcién u € X! que es
solucién del problema (I). Sea {uom}men una sucesién en C3(R) tal que uom ——up en H*(R). Sea
um € C([0,T); H*(R)) la solucién del problema (I)) con dato inicial ug,, dada por el Teorema[3.1} SE puede
suponer que todas las u,, estdn definidas en el mismo intervalo [T, T]. Adicionalmente por la dependencia
continua del dato en el Teorema U ———> uen C([0,T];H*(R)).

En un espiritu similar al descrito en la motivacién de la relacion entre s y r desarrollado al inicio del capitulo,

se multiplica la ecuacién (1)) para u,, por umsz”, donde wy es el peso truncado definido en el Lema para

obtener:
%(um(t),um(t)w]zvr> = _3<axu(t)maaxum(t)axwlzvr> + (um (1), ”m(t)aiwlz\lr>
20303 1), (44)

V 8 N°2 julio-diciembre de 2019 e ISSN-e 2357-5749 & DOI: https://doi.org/10.15446/rev.fac.cienc.v8n2.74794 e Articulo Investigacion 97



ALEXANDER MUNOZ GARCIA

donde (-,-) es el producto interno de L?(R). Integrando en el intervalo temporal [0,¢] y aplicando el

teorema fundamental del cdlculo se obtiene que
t
(i ()t (W) = (U, tlomWAT) — 3/ (051t() i Oty (5)OxWAr Vs
0
t 2 t
[ )0 )ds+ 5 [ ()23 1)ds. (45)
0 0

Como tanto w 7y sus derivadas estdn acotadas con constante independiente de N, al tomar limite cuando
m — oo en [@3) se obtiene que

(u(t),u(t)wir) = (ug, ugwsy ) — 3/t (Ou(s), 0xtt(5)0 W )dls

+/ a3w Yds+ = / wa, 1)dos.
=I+1+11+1V. (46)

Note que el lado izquierdo de converge a la norma || cuando N — oo; de modo que si se

ull7
L2((1+]x[?)dx)
logra dominarlo por algo finito independiente de N, se obtiene que u tiene el decaimiento deseado. Con este

propésito se procede a estimar cada término.

Para I, se tiene que

= [ @iy < [ g (1 Y= ol sy 7

En segundo lugar, usando el Lema yel LemaR9paraa=s, b=r,0s=1y (1-0)b=r—1/2se
tiene:

| <c / t / (eu(x, 5))2|Qsw | dxds < C / t / (utu(x, )22~V [,y |doxds
<C// (O (x,5))*wih ! 1dxds<C/ 71 (wy 1/2 u(-,s))||5ds
<C [t ka0 Vas < [ ka9l s
< [+ It 9) s < € [ Iogat )| ds
:Ct—l—C/()t(u(s),u(s)w,er}ds; (48)

donde luego de interpolar se usaa que u es continua de [0,7] en H*(R) y que para cualquier caso
] 2-1 ]
e s) 1277 < (1 + [wha(-,9)]2).

Para estimar /1] se deben considerar dos casos:
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Si 2r — 3 <0, entonces

t t
|11 :/ /uz(x,s)\aiwlz\,’]dxdsgC/ /uz(x,s)w,z\,’%dxds
0 JR 0o Jr

t
<C / / u®(x,s)dxds < Ct, (49)
0 JR

donde se utiliz6 que las derivadas de wy (x) son acotadas y que u es continua de [0,7] en H*(R).

Si2r—3>0:

Nuevamente en virtud de que las derivadas de wy(x) son acotadas y de que w3/ (x) > wi '(x) para

i € {1,2,3}; se tiene que
t

|11 <// (5)[>war |dxds§C/ /uz(s)w,zvrdxds
0o Jr
:C/ (u(s),u(s)war)ds. (50)
0

Por dltimo, para IV, usando la inmersién H*(R) < L*(R):
v = ‘ / / (x, s)wirdxds| < / e, )l (), u(s) w2 Ydxds
< C [ 5l ), s s < € [ Guts), s i), (51)
De (@0), @7), @8), @9). G0 y se concluye que

()W) < ol g+ Cr+C [ (), ls)i ) (52)

En virtud de la desigualdad de Gronwall (lema 1.1 en Adedayo (2001)) y usando la notacién L%V para
L?(p(x)*dx):
t
(u(t),u(t)wi) < ||uo||?» +Ct+C / (|luo||> +Cs)eCU=%)ds < C(T). (53)
w 0 w

Al tomar limite cuando N — oo, se obtiene:
lu(®) 172 < C(T). (54)

De lo anterior se concluye que u € L=([0, T]; L (p(x)* dx)).
Por dltimo nos resta por verificar que efectivamente u es continua de [0,7] en Z; /,. De es claro que

existe una constante positiva M tal que, para todo ¢ € [0, 7],
()72 < lluoll7> + M. (55)
Teniendo en cuenta que u € C([0,T]; L*(R)), dado & > 0 arbitrario, para & := ke > 0 existe 8 > 0 tal que si

|t —s| < & entonces ||u(r) —u(s)||2 <E&.
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Tomando k = H‘P”Zzl , es facil ver que para ¢ € L?(p(x)* dx) la funcién ¢ — (0, u(t)) 12 es continua. En efecto,
sift—s| <&

(0, u(t)) 12, — (@, u(s))r2 S/R|¢‘p(x)2r|u(t)_”(s)’dx§H¢‘|L3V‘|“(t)_”(s)‘|L2

<ol E=e¢.

Se probara ahora que u : [0,7] — L?(p(x)*"dx) es continua en ¢ = 0.
De (55)) se tiene que

lua(e) = u(O)I7 = (u() —(0),u(r) — u(0)).2
= [[u(t)l7; —2Re(u(0),u(r))7, + [u(0)7,
< [u(O)|7; + Mt + [[u(0) |7, — 2Re(u(0),u(r))j; —— 0.

W t—=0T

Por tanto, u : [0,7] — L?(p(x)*"dx) es continua en ¢ = 0.

Para ver la continuidad en #y € [0, T] arbitrario basta mencionar que al ser v (x,#) 1= u(x,fo +1) y va(x,t) :=
u(x,to —t) soluciones del problema , también son continuas en cero.

Finalmente se prueba que si i, € C([0,T];Z /) es la solucién de correspondiente al dato inicial

fom, donde {iigm }men forma una sucesion que converge a ugy en Z; s> ; entonces i, converge a u en
C([O,T];ZSVS/Z).

Del Teorema 3.1|se tieen que it,, — uen C([0,T]; H*(R)), por lo que sélo se debe probar que i, converge
Mm—yoo
auen L=([0,T];L*(p(x)*dx)).
Defina vy, := ilyy — U Y Vo := limo — u. Teniendo en cuenta que v,, — 0en C([0,T]; H*(R)) y argumentando
m—yoo

de la misma forma en que se obtuvo que u € L*([0, T]; L*(p(x)*"dx)) se puede establecer que

t
va(l)”iz(wlz\,’dx) < vaOH%gv +Cmt+c/0 va(s)Hiz(levrdx)dS, (56)
donde C,, — 0 cuando m — oo y 1 € [0, T]. De nuevo por la desigualdad de Gronwall para ¢ € [0,T]:

1 (012 iy < (1m0l +CT ) €7

Tomando limite cuando N — o y luego cuando m — oo, se tiene que v,, — 0 en

C([0, T:L?(p(x)* dx)).

La prueba del teorema queda completa. v
Comentario 3.3. Del Teorema Principal [3.2] se puede garantizar la existencia y unicidad de la solucién al
problema en el espacio de Sobolev con peso YbT definido en . El paso restante para establecer el
buen planteamiento del problema de valor inicial asociado a la ecuacién KdV se deriva directamente de la
técnica empleada en la demostracion anterior. Se debe justificar la continuidad de la funcién dato-solucién
desde Zj ;> hacia YbT. Para tal finalidad basta mostrar que esta funcién es continua en el sentido Lipschitz

argumentando de la siguiente manera:
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Para T' € (0,T), sean ug y vo datos iniciales en Z /2 con sus respectivas soluciones u y v dadas por el
teorema principal. Siguiendo las ideas utilizadas para obtener (41) junto con las condiciones y se
obtiene que

QY (P (1) = Wy (v) < CL+T") o = volls.2 + |47 (o = vo) [ 522
+Cr Q" (u—v)

< Crlluo —vollz,,,

< Crlluo —vollz,,,-
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