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RESUMEN: En este trabajo se demuestra computacionalmente la condicién critica del modelo Lotka-Volterra, par-
tiendo de la suposicién formal de crecimiento presa-depredador en relacién 1 : 1, utilizando el método Runge-Kutta y
asumiendo valores hipotéticos de las constantes fijas positivas A (tasa de crecimiento de la presa), B (tasa a la que los
depredadores destruyen a la presa), C (tasa de mortalidad de los depredadores), y D (tasa a la que los depredadores
aumentan al consumir presas respectivamente); interactuando entre si en el ecosistema, de forma tal que se estimé
la dependencia de las variables x(presa) e y(depredador) en funcién del tiempo a través de los diferenciales dx/dr y
dy/dt. Se consideré también un modelo depredador-presa de respuesta funcional de tipo II de Holling, observando
que el depredador presentd una saturacion y fue necesario un periodo de tiempo para la captura, segin las curvas
diferenciales de trayectorias y campos de direccion; el resultado concluyente es la variable presa que se superpone a la
variable depredador, ajustdndose los valores a una colinealidad en funcién del tiempo. Este estudio tuvo como objetivo
implementar el Modelo de Lotka-Volterra y Holling para ser aplicado a sistemas presa-depredador.

PALABRAS CLAVE: Colinealidad; condicidn critica; curvas diferenciales; reduccion paramétrica.

ABSTRACT: In this work, the critical condition of the Lotka-Volterra model was demonstrated, starting from the
formal assumption of prey-predator growth in a 1 : 1 ratio, using the Runge-Kutta method and assuming hypothetical
values of the positive fixed constants A (growth rate prey), B (rate at which predators destroy prey), C (death rate of
predators), and D (rate at which predators increase by consuming prey, respectively); interacting with each other in
the ecosystem, in such a way that the dependence of the variables x (prey) and y (predator) as a function of time was
estimated through the dx/dr and dy/dt differentials. A Holling type II functional response predator-prey model was
considered, observing that the predator had saturation and a period of time was necessary for the capture, according to
the differential curves of trajectories and direction fields; the conclusive result is the prey variable that is superimposed
on the predator variable, adjusting the values to a collinearity as a function of time. This study aimed to implement the
Lotka-Volterra and Holling Model to be applied to prey-predator systems.
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1. INTRODUCCION

En el desarrollo de un modelo estandarizado para evaluar el comportamiento de especimenes (presa-
depredador), el mds comun es el de Lotka-Volterra, pero se debe sefalar que existe una critica a este modelo
matematico, desde la comprension del investigador matematico, cientificos, entre otros; por ello, al estar
dispuesto a cambiar las tasas de natalidad y mortalidad no hace mas que modificar el periodo de la oscila-
cién, es decir, ninguna especie puede dominar, y no hay posibilidad de especie en vias de extincion (Lv et
al., 2018).

Sin embargo, se espera a que alguna especie ganara en reproduccion sobre la otra y es lo que sucede, siempre
en teoria al suponer la presa sobre el depredador (Wang & Zou, 2020). Por lo tanto, se quiere demostrar en
los tres modelos evaluados, que el primero es un modelo critico estacionario donde las tasas de mortalidad y
natalidad son variables y el segundo es un estudio de reduccion paramétrica, donde se observa una variabili-
dad de x e y, presa y depredador, respectivamente (Surendran et al., 2020), el tercer modelo es desarrollado

por el método Runge-Kutta, considerando la funcionalidad tipo II de Holling.

Ademds, se observa la representaciéon de estos modelos a través de curvas diferenciales (Dengata et
al., 2020), pues he aqui un caso bien interesante; siempre se observa bioldgicamente el modelo de Lotka-
Volterra, pero atn no existen estudios de geometria diferencial sobre este planteamiento, el hecho de que se
superpone a la presa sobre el depredador (Meng & Zhang, 2020), a fin de garantizar la no extincion. Este
articulo busca demostrar la colinealidad de la funcién tiempo segtin las tasas o bien llamadas coeficientes
fijos positivos de las variables x e y (Khan & Chaudhary, 2020).

En este sentido se desarrollan tres modelos interesantes, no sin antes abordar cémo se origind este mode-
lo. Aun cuando un conjunto (presa-depredador) sigue la dindmica de Lotka-Volterra con la premisa de no
extincion (Wang & Zou, 2020), eventos aleatorios como la caza furtiva es independiente de este modelo,
pues no se adapta a la dindmica de las poblaciones pequeiias, si es excesiva la caza. Una forma de enten-

der los sistemas de ecuaciones es considerar el alcance finito en su comportamiento (Arora & Kumar, 2020).

En este caso, hay cuatro comportamientos, que se dividen en dos clases amplias: la primera, si ambos
tamafios de poblacién son inicialmente positivos, las poblaciones oscilaran en un patrén fijo indefinidamente,
permaneciendo positivas, sin embargo, si ambos tamafios de poblacién son inicialmente cero, los tamafios de
poblacién seguirdn siendo cero. Ademds, si el tamafio de la poblacién de depredadores es cero y el tamaiio
de la poblacién de presas es positivo, el tamafio de la poblacién de depredadores sigue siendo cero y la
poblacién de presas crece sin limite. Por dltimo, si el tamafio de la poblacién de depredadores es positivo y
el tamafio de la poblacién de presas es cero, el tamafio de la poblacién de presas sigue siendo cero, mientras
que la poblacién de depredadores se reduce hacia el tamafio cero (Ito et al., 2020). Este es el escenario actual

sobre el modelo de Lotka-Volterra.
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2. MATERIALES Y METODOS

2.1. Modelo critico de Lotka-Volterra

El modelo Lotka-Volterra representa un sistema ecolégico depredador-presa y en el campo de la medicina
parasito-huésped (Mandal et al., 2020); entonces para un conjunto de constantes positivas fijas: tasa de
crecimiento de la presa A, tasa a la que los depredadores destruyen a la presa B, tasa de mortalidad de
los depredadores C, y la tasa a la que los depredadores aumentan al consumir presas D; se cumplen las

siguientes condiciones:

1. Una poblacién de presas “x”” aumenta a una velocidad proporcional al nimero de presas,

dx
A 1
— —Ax, M
pero es destruida simultdneamente por los depredadores a una velocidad proporcional al producto del

nimero de presas y depredadores (Mavinga, 2017).

dx
— = —Bxy. 2
I Xy ()

2. Una poblacion de depredadores “y” disminuye a un ritmo proporcional al nimero de depredadores,

dy
>~ __C 3
o Y, 3
pero aumenta a un ritmo nuevamente proporcional al producto del nimero de presas y depredadores
(Xie et al., 2016).

dy

=2 = Duxy. 4
7 Xy 4

Ahora, se acoplan las constantes fijas positivas A y B; similar se hace con C'y D,

dx dy
= = Ax— Bxy, — = —Cy+ Dxy. 5
7 x—Bxy, = y+ Dxy )

En este tipo de modelo, la curva de presa siempre lidera la curva de depredador. Se igualan los diferenciales
de “x”, “y” con respecto al tiempo a cero, porque allf estdn los puntos criticos del modelo; para obtener un

sistema de ecuaciones,

dx dy

o _ 4y 6
dt dt ©)
A—By=0 (7
—C+Dx=0. (8)

Por lo tanto, el dnico punto estacionario se encuentra en

(x, ) = <g,2>- 9)
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Figura 1: Sintaxis de programacién en Pydroid 3, tasa depredador-presa 1:1. Fuente: Pydroid 3 V 3.02
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Figura 2: Curvas de trayectoria y campos de direccién de presa-depredador. Fuente: Elaboracién propia

De forma tedrica, cuando las constantes fijas positivas tienen el mismo comportamiento, la condicién tnica
en matemdtica es hacer A, B, C 'y D igual a la unidad (Figura[I), caso contrario cuando la presa supera al
depredador (Figura[2)) (Meng e al., 2018). Se represent6 cada caso de forma grfica, utilizando el software

Pydroid V 3.02; este modelo también es llamado modelo de competitividad.

2.2. Reduccion paramétrica del modelo Lotka-Volterra

Los pardmetros (A, B,C,D) juegan un papel clave en la determinacion del comportamiento del sistema. Sin
embargo, no todos son independientes. Si se hacen las transformaciones x — x'(c/d) ey — y'(a/b)y

t — t'/a, entonces el sistema se puede escribir como:

d /
d—);/ =x —xy. (10)
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dyl /! a / ’or
a = ; 3 <_yi+xiyi> . (1D

e ., / / ., L. .
Se utiliz6 la ecuacién dx /dt en su solucién paramétrica, observando una serie de curvas de fase.

2.3. Modelo de respuesta funcional de Holling

En este método es fundamental el trazado de trayectorias y campos de direccién, modelando el mismo
en lenguaje Python. De esta manera, se investigé el equilibrio y la estabilidad del sistema en el sistema
depredador-presa, especificamente aplicando el conjunto de ecuaciones Lotka-Volterra con la respuesta
funcional Tipo II de Holling, pues se consideré saturacién del depredador y fue necesario un periodo de

tiempo para la captura (Yan, 2020). He aqui el modelo estudiado, a partir de la notacién de la derivada

parcial:
dx X axy
A (1 _ 7) _ . 12
a U T K) T T am (12)
dy caxy
- = —dy. 13
dr ~ 1+ahe (13)

[T

Donde “x” es abundancia de presas, “y” es abundancia de depredadores, “b” es la tasa de crecimiento de la

[TPRl)

presa, “d” es la tasa de mortalidad de depredadores, “c” es la tasa con que la presa consumida se convierte en
depredador, “a” es la tasa con la que un depredador mata a la presa por unidad de tiempo, “K” es la capacidad
de carga de la presa dadas las condiciones ambientales de la presa y “h” es el tiempo de manipulacién. Este
sistema tiene tres condiciones: la primera, cuando ambas especies estdn muertas (0, 0); la segunda, cuando
los depredadores estan muertos y la presa crece hasta su capacidad de carga (K, 0) y la tercera, un equilibrio

no trivial donde ambas especies cohabitan en el ecosistema (Zu et al., 2015), y es la més importante. Esta

y = g (1 +ahx”) (1 - ’;{) . (14)

" d

viene dada por:

3. DISCUSION DE RESULTADOS

En la investigacion se desarroll6 una sintaxis de programacién basado en lenguaje ©Python, utilizando el
software Pydroid 3 versién 3.02. Primero, se ejecutd el programa con el modelo critico de Lotka-Volterra
con valores ideales de tasa depredador-presa, A =1, B=1, C =1, D = 1, ver Figura|l| Para demostrar la
relacion entre presa-depredador en condiciones iguales o tasas en proporcién 1 : 1 (Liu & Bai, 2016a), se
observa que la curva azul correspondiente a la presa, estd en las mismas coordenadas (x,y) que la curva
naranja correspondiente al depredador, ver Figura[2]en este sentido, las especies cohabitan en condiciones

de equidad.
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Figura 3: Variacién de B a 0.5, en el cuadro de didlogo de Pydroid V 3.02. Fuente: Elaboracién propia

En el modelo critico de Lotka-Volterra, se supone que la coordenada “x” es la relacion entre “C” y “D” igual
a la unidad, mismo caso con la coordenada “y” cuya relacién es A/B. Ahora, se varia en un 50% la tasa a
la que los depredadores destruyen a la presa, es decir B = 0.5, ver Figura 3] El objetivo es mantener igual
la tasa a la que los depredadores aumentan al consumir las presas “D” (Li & Yin, 2016), esto se ve en la
comparacion entre las curvas azul y naranja, pues el depredador supera ampliamente a la presa, ver Figura
4

Comparando ambos resultados, se aprecié que el modelo de Lotka-Volterra estd estandarizado a la superio-
ridad de la presa sobre el depredador, sin embargo, variando la tasa a la que los depredadores aumentan al

consumir presas, el modelo se adapta a la superioridad del depredador.
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Figura 4: Gréfico presa-depredador, con reduccién de B a 0.50. Fuente: Elaboracién propia
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Figura 5: Valores de entrada a = b = d = 1 en Pydroid V 3.02 para el modelo. Fuente: Elaboracién propia

En el método de Lotka-Volterra con la respuesta funcional Tipo II de Holling, también se corrié en
lenguaje Python, el propdsito es obtener el valor de la abundancia de presas “x”, también la abundancia
de depredadores “y” (Abobakr et al., 2020); asumiendo la tasa de crecimiento de la presa “b”, la tasa con
la que un depredador mata a la presa por unidad de tiempo “a” y la tasa de mortalidad de depredadores “d”
con el mismo crecimiento de 0.1, ver Figura[3]

Luego de ejecutar el cddigo se obtiene los graficos de trayectoria y campos de direccidn del sistema presa-
depredador, ver Figura@ Con base en este grifico, se observa en la curva diferencial PO = (3,1) que hay
tres presas por cada depredador en tiempo de manipulacién de 0.1 dias, luego en la medida que se incre-
menta el tiempo, por ejemplo, en la curva PO = (114,45) tiene el mismo comportamiento hay 145 presas

en abundancia por cada 45 depredadores. Se demuestra entonces, con este modelo, el mismo estandar del
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Figura 6: Comportamiento de la trayectoria y campos de direccion presa-depredador. Fuente: Elaboracion propia
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Figura 7: Gréfico de incremento de la tasa de mortalidad de la presa en 90 %. Fuente: Elaboracién propia

modelo critico, que la curva presa se superpone a la curva depredador (Liu & Bai, 2016b).

Ahora se aumenta la tasa con la que un depredador mata a la presa por unidad de tiempo “a”, en un 90 %
de 0.1 en el modelo anterior a un valor de 1, manteniendo el resto constante, se obtiene el resultado de la

corrida y se aprecia en las curvas presa-depredador, ver Figura 7]

Aqui hay un comportamiento bastante significativo, por ejemplo en la curva PO = (182,35) hay abundancia
de presas en 182 contra 35 en la abundancia de depredadores, pero es interesante este resultado porque
a simple vista se esperaria una disminucién de las presas debido al aumento de la tasa de mortalidad, la
respuesta es que la tasa de crecimiento de la presa se hace mayor y la tasa la mortalidad del depredador se
hace menor en el tiempo de manipulacidn, en este sentido también se demuestra que la presa esta por encima
al depredador en los modelos de Lotka-Volterra. En este sentido el resultado mds significativo del estudio
estd en el estdndar de los modelos de Lotka-Volterra, la curva presa estd superpuesta a la curva depredador,

en condiciones ideales. Resultados que se demuestran en los tres modelos planteados de este estudio, ver
Figura[§]
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Figura 8: Grifico de superposicion en el sistema presa-depredador. Fuente: Elaboracién propia

4. CONCLUSIONES

El modelo de Lotka-Volterra mostré el resultado del modelado critico a partir de pardmetros ideales para el
estudio de la densidad del depredador la cual oscilaba mientras que la densidad de la presa permanecia casi
constante. Los resultados tedricos sugieren que la relacién entre presa-depredador en condiciones iguales o
tasas en proporcion es 1 : 1. Ademds, la rdpida evolucidn de las presas puede explicar este patrén, ya que
las grificas de la Figura [ muestran la comparacion entre las curvas azul y naranja, donde se observa que el
depredador supera ampliamente a la presa. El papel de la rdpida evolucién contemporédnea en la dindmica de
la poblacién ha sido ampliamente hipotético. En los dos casos, los resultados muestran que las caracteristicas
de los depredadores aumentan en frecuencia cuando la depredacién es severa, y las presas se vuelven
dominantes cuando la presion de depredacion estd ausente o baja. Ya se puede concluir que esta herramienta
permitird modelar cualquier tipo de sistema siempre que se tengan datos reales a utilizar, esto debido a que

‘4 99 ‘4 99

las variables , descritas anteriormente, dependen en si en su modelo més critico en una relacién
entre las constantes ﬁJas positivas, mds ain cuando la tasa de estas cuatro variables estudiadas es igual a
la unidad. Se ha demostrado aqui que existen condiciones relevantes en las cuales las oscilaciones en la

e 90

abundancia de“x” de “y” son casi exactamente compensatorias, de modo que la densidad total de la presa se
mantiene esencialmente constante. Incluso cambios sutiles en la tasa de la presa pueden producir respuestas
sustanciales en la densidad de depredadores, ésta es la realidad observada en el sistema presa-depredador;
porque los datos sobre las densidades de poblacién de depredadores y presas por si solos llevarian a la
conclusién incorrecta de que no habia interaccién presente. En conclusion, el modelo maés realista es el de
Holling, porque en el sistema de Lotka-Volterra, las presas son eliminadas por los depredadores sin control
alguno. En contraste, al comparar con Holling tipo II, existe un control en el tiempo, pues es una variable

manipulable (Ma et al., 2019).
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