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RESUMEN: Sin pretensiones de originalidad, se presenta una demostracidn elemental del Teorema Fundamental del
Algebra, que no precisa Andlisis Complejo y con uso minimo de nociones de Topologia, de manera que puede impar-
tirse en un primer curso de Cdlculo Diferencial.
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ABSTRACT: We present a simple short proof of the Fundamental Theorem of Algebra, without Complex Analysis
and with a minimal use of Topology. It can be taught in a first year Calculus class.
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1. ENUNCIADO

Teorema 1 (Fundamental del Algebra). Todo polinomio no constante P(z) € C[z] con coeficientes complejos

tiene alguna raiz compleja.

La demostracién se basa en los siguientes puntos elementales:

= Quitando a C un nimero finito de puntos queda un conjunto conexo.

Esto resulta de que el conjunto resultante es conexo por arcos, pues siempre se pueden unir dos
puntos mediante una linea poligonal que evita el conjunto finito de puntos eliminados. Por supuesto,

esta propiedad es falsa para la recta real R, para la cual cualquier punto es un punto de corte.
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= Todo polinomio tiene un nimero finito de raices.
Esto resulta de poder dividir P por z — & cada vez que o € C es una raiz.
» El Teorema de la Funcién Implicita.

El cual es un teorema bésico de un primer curso de Célculo Diferencial.

2. DEMOSTRACION DETALLADA

Basta considerar un polinomio ménico P de grado d > 1. Sea (C el conjunto finito de los puntos criticos
de P, estos son las raices de P, y D = P((C) el conjunto finito de los valores criticos de P. Sea R = {c €

C; el polinomio P(z) — ¢ tiene al menos una raiz simple y ninguna doble}. Entonces:

= RC C—D.Porquesic € D, entonces ¢ = P(z) para algiin punto critico zo € C, por lo tanto P'(z9) =0
y P(z) — ¢ = 0 tiene zp como raiz doble. Obsérvese que C — D es abierto y conexo puesto que D es
finito.

» R es abierto. Esto es una aplicacién simple del Teorema de la Funcién Implicita. Seacyp € RC C— D,
y 20 € C una raiz de P(z) — ¢o. Aplicando el Teorema la Funcién Implicita a la ecuacion F(z,c) =
P(z) —c =0, puesto que %—i(zo, co) = P'(z0) # 0, existe una vecindad U de ¢ tal que para ¢ € U se
tiene una raiz z(c) de P(z) — c¢. Tomando U suficientemente pequefio, y por continuidad de P’y de
¢ — z(c), se tiene que P'(z(c)) # 0 y la raiz z(c) es simple. Puesto que C — D es abierto, se puede
tomar U C C— Dy P(z) — ¢ no tiene ninguna raiz doble, por lo tanto U C R.

m R es cerrado. en C — D. Se considera una sucesion ¢, — c. € C— D, con ¢, € R. Se puede elegir
una raiz simple z, de P(z) — ¢,. La sucesion (z,)nen es acotada puesto que (c,),en es acotada, en
tanto que sucesion convergente y, cuando z — oo, P(z)/z¢ — 1 pues P es un polinomio ménico, por lo
tanto, cuando z es grande, z no puede ser raiz de P(z) — ¢,. Luego, se puede extraer una subsucesion
convergente (z,, )ken. Por continuidad, el limite es una raiz de P(z) — ¢, por lo tanto, este polinomio

tiene raices. Ademads, todas sus raices son simples pues c.. € C—D.

» R es un conjunto no vacio. Para cada a € C se tiene que para ¢ = P(a), P(z) — c tiene al menos z = a
como raiz. Si se toma a € C — P~!'(‘D), entonces para cualquier raiz zo de P(z) — c con ¢ = P(a) se
tiene P(z9) = P(a) ¢ D, luego zo ¢ P~ (D), pero C C P~ (D), z0 ¢ C, y laraiz zg es simple.

Por lo anterior, el conjunto R es no vacio, abierto y cerrado en el conjunto conexo C — 9D, lo cual demuestra

que R = C— 9D. Finalmente, una de dos:
= Si0 € D, entonces 0 = P(zp) para un punto critico zo de P, que también es una raiz de P.
= Si0¢ D, entonces 0 € R=C— Dy laecuacién a P(z) — 0 = 0 tiene raices simples.

En todos los casos, P tiene una raiz. Q.E.D.

V 10 N°2 julio-diciembre de 2021 e ISSN-e 2357-5749 e DOI: https://doi.org/10.15446/rev.fac.cienc.v10n2.94184 e Invited paper 7



RICARDO PEREZ-MARCO

3. COMENTARIOS

La demostracion precedente estd inspirada de una bella demonstracion de Daniel Litt (Litt, D., 2011), que
trabaja en el espacio global de polinomios ménicos de grado d > 1 (biholomorfo a C%). Quitando la variedad
algebraica D, de polinomios con una raiz doble, que estd definida por la anulacién del discriminante de los
polinomios. Utiliza entonces que el complemento de una varedad algebraica estricta en C? es conexo. Esen-
cialemente nuestra demostracion consigue lo mismo de una forma mads elemental trabajando en un espacio
de polinomios de dimensién 1. En particular, s6lo se precisa saber que el complemento de un conjunto finito
en el plano es conexo (lo cual, para d = 1, es lo mismo que la conexidad del complemento de un subconjunto

algebraico propio de C?). También se evita el uso de discriminantes.

Por supuesto, para un Teorema tan fundamental y con tantas demostraciones, es ilusorio pretender origina-
lidad. La demostraciéon mds préxima que se ha encontrado en la literatura es una demostracién publicada en
el American Mathematical Monthly de Anindya Sen (Sen, A., 2000) que es ligeramente menos elemental al

utilizar la propiedad topolégica de un polinomio de ser propio.

Es interesante observar, que todos los argumentos de la demostracién son validos cuando el cuerpo de base
es el cuerpo de los reales R, salvo la propiedad fundamental que cuando se quita un punto a R queda un

espacio disconexo.
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