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1. INTRODUCCION

En este articulo, argumento que los trabajos de Frege en l6gica iniciaron una revolucién en
esta materia. Ciertamente, la frase “la revolucién fregeana en 16gica” puede ser entendida en el
mismo sentido que “la revolucién copernicana en astronomia”, en tanto que Copérnico empezd
la revolucién pero no la completé. La revolucién copernicana comenzé con la publicacién de
De revolutionibus de Copérnico en 1543. Esta obra inici6 una serie de cambios fundamentales en
astronomfa, aunque el periodo revolucionario no culminé sino hasta la publicacién de los Principia
en 1687 y el establecimiento de la sintesis newtoniana. Andlogamente, la revolucién de Frege
comenzo con la publicacién, en 1879, del Begriffsschrif’. Las opiniones acerca de cuando termind
el periodo revolucionario en l6gica difieren; sin embargo, veo la publicacién de los teoremas de
incompletitud de Godel en 1931 como su forma de culminacién natural. Jean van Heijenoort, en
la edicién de su tamosa coleccion From Frege to Gidel. A Source Book in Mathematical Logic (1879-
1931), reconoce este periodo como uno natural en la historia de la l6gica. Pero no lo describe
como una revolucién, sino como “una gran época en la historia de la 16gica” (Heijenoort 1967 vi).

Existen interesantes paralelos entre las revoluciones de Copérnico y de Frege. Por ejemplo, De
revolutionibus de Copérnico fue un libro altamente técnico leido por unos pocos expertos, lo que no le
resta de ninguna manera su enorme influencia indirecta en el desarrollo posterior de la astronomfa.
Lo mismo podria decirse del Begriffsschrift de Frege. En ambas revoluciones, ideas filoséficas han
influenciado fuertemente desarrollos técnicos. Podemos mencionar el pitagorismo para Copérnico y
el logicismo para Frege. Asi pues, en ambos casos, los avances tedricos han suministrado aplicaciones
précticas importantes; la nueva astronomia formé la base de una mejorada navegacién, mientras la
nueva légica es todavia usada para importantes avances en ciencias de la computacion.

En 1957, Kuhn publicé un estudio histérico de la revolucién copernicana y posteriormente, en
La estructura de las revoluciones cientificas (1962), realizé un andlisis general de las revoluciones en
ciencia. Para Kuhn, en ese momento, una revolucion cientifica consistfa en un cambio de paradigma.
Asi, antes de la revolucién copernicana, la cosmologia fue dominada por un paradigma que no
reunia consistentemente la fisica aristotélica y la astronomia ptolemaica. Después de la revolucion,
la cosmologfa pasé a ser dominada por un paradigma que reunia la mecénica newtoniana y la

! Gillies, D. “The Fregean Revolution in Logic”, en Revolutions in Mathematics [en adelante RM)], ed. Gillies, D.
Oxford: Oxford University Press, 1995. Traduccién realizada y publicada con permiso expreso del autor y de la editorial.
Agradecemos a la profesora Clara Helena Sanchez su valiosa colaboracién durante el desarrollo de esta traducciéon. A menos
que se indique lo contrario, todas las citas son traducciones nuestras.

? Begriffsschrift quiere decir literalmente “escritura conceptual”. A lo largo de este articulo utilizo la traduccién de
T. W. Bynum de 1972. Bynum tradujo Begriffsschrift como “notacién conceptual” [conceptual notation]; no obstante, utilizaré
constantemente el titulo original en aleman.
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astronomia copernicana en una sintesis consistente desarrollada por Kepler. Podemos analizar
la revolucién fregeana de la misma manera: antes de la revolucién, en la l6gica imperaba el
paradigma aristotélico, cuyo centro era la teorfa del silogismo; luego de la revolucién, la 16gica
pasé a ser dominada por el paradigma fregeano cuyo centro fue el célculo proposicional y el
calculo de predicados de primer orden.

En la segunda seccién de este articulo, discutiré ampliamente el concepto kuhniano de
paradigma y ademas argumentaré detalladamente que dicho concepto es apropiado para analizar la
revolucién de Frege en 16gica.’ Por el momento, sin embargo, quisiera sefialar que, aun aceptando
en términos generales el analisis de las revoluciones de Kuhn, hay dos rasgos de su nocién de
paradigma que quisiera modificar.

El primero de estos rasgos es el controversial concepto de inconmensurabilidad, el cual fue
introducido por Kuhn y Feyerabend, y luego desarrollado fuertemente y con gran entusiasmo
por este tltimo. De acuerdo con mi diccionario, inconmensurabilidad significa “incapacidad de ser
juzgado, medido, o considerado comparativamente”. Ahora bien, me parece que los paradigmas
pueden ser considerados y juzgados comparativamente y ciertamente esto sucede todo el tiempo.
En una revolucién cientifica, el antiguo paradigma es comparado con el nuevo y juzgado dentro
del campo de lo perfectamente racional como inferior.

Pero mientras ‘inconmensurabilidad’ me parece un término bastante fuerte, es verdad que
tanto el viejo paradigma como el nuevo son formulados en lenguajes diferentes, por lo cual
es necesario llevar a cabo una traduccién del uno al otro. En esta traduccién saldran a la luz
varias ambigiiedades y dificultades, pero considero que eso no es ningtin problema que haga
de la comparacién algo imposible. Aunque un mismo término aparezca en ambos paradigmas,
seguramente tendré significados diferentes en sus respectivos contextos. Para dar un simple
ejemplo, ‘planeta’ en el paradigma copernicano tiene un significado diferente al que posee en
el paradigma ptolemaico. En este tltimo, el Sol es un planeta y la Tierra no lo es; a su vez, en
el paradigma copernicano, es la Tierra la que es considerada como un planeta mientras el Sol
no. Tales cambios de significado (y, por supuesto, pueden darse algunos ejemplos mas sutiles y
complicados) ciertamente causan confusién y falta de comunicacién entre los expositores de los
distintos paradigmas. No obstante, estas dificultades se pueden superar y una comparacién de
los méritos de los diferentes paradigmas en el mismo campo es perfectamente plausible. Asf, es
posible, y realmente sencillo, comparar la 16gica aristotélica con la fregeana y pocos negaran el
gran poder y superioridad general de la 16gica de Frege.

El segundo rasgo de la nocién de Kuhn que necesita precisarse es su pretensién de que un nuevo
paradigma surge en un “chispazo de intuicién”. Asf es como Kuhn mismo pone su visién de la génesis

3 De manera mas general, encuentro las ideas de Kuhn muy ttiles para el entendimiento del desarrollo de la
l6gica y las matematicas tal como ocurre en la ciencia. He tenido esta influencia al adoptar este punto de vista por
parte de Mehrtens (RM cap. 2) y Kitcher (1983) aunque el uso que hago de los conceptos de Kuhn difiere del de ellos.

4 La siguiente discusién acerca de la inconmensurabilidad, el cambio Gestalt y demas, debe un agradecimiento a las
conversaciones con Colin Howson y Arthur Miller. El ejemplo de la mecénica cudntica es tomado de Miller, aunque debe
decirse que éste no gusta del uso de la estructura kuhniana, ni siquiera en una forma modificada, para su anélisis de la
ciencia. Su propia visién acerca de estas cuestiones se encuentra en “Redefining Visualizability”, capitulo 4 de Image
in Scientific Thought (1984) y en “Have Inconmensurability and Causal Theory of Reference Anything to Do with
Actual Science? Inconmensurability, No; Causal Theory, Yes” (1991).
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de los paradigmas en “Las revoluciones como cambios del concepto de mundo”, capitulo 10 de La
estructura de las revoluciones cientificas:

[L]a ciencia normal conduce sélo, en tltimo analisis, al reconocimiento de anomalfas y a [las] crisis.
Y éstas se terminan, no mediante deliberacién o interpretacién, sino por un suceso relativamente
repentino y no estructurado, como el cambio de forma (Gestalt). Entonces, los cientificos hablan con
frecuencia de las “vendas que se les caen de los 0jos” o de la “iluminacién repentina” que “inunda”
un enigma previamente oscuro, permitiendo que sus componentes se vean de una manera nueva que
permite por primera vez su resoluciéon. En otras ocasiones, la iluminacién pertinente se presenta
durante el sueno. Ningtn sentido ordinario del término ‘interpretacién’ se ajusta a esos chispazos
de la intuicién por medio de los que nace un nuevo paradigma. (Kuhn 1962 192-193)

Ahora bien, es cierto que en algunos casos los paradigmas surgen de esta manera. El ejemplo
més convincente que conozco es uno que me sugirié Arthur Miller. Si consideramos el modelo
atébmico de Bohr como un paradigma, y la mecanica cuantica como el nuevo paradigma que lo
reemplazd, entonces realmente parece que las ideas basicas de la nueva mecénica cuantica llegaron
a Heisenberg, si no en una iluminacién repentina, al menos en unos pocos meses de inspiracion
tebril. En general, sin embargo, un nuevo paradigma es producido en un largo periodo de tiempo y
su proceso puede contener chispazos de inspiracion, pero al mismo tiempo envolver largos periodos
de investigacién sistematica y esmerada. Por lo tanto, sugiero reemplazar la teoria demasiado
romantica de Kuhn sobre el nacimiento de los paradigmas, por una visién més prosaica. Esta se
construird usando el concepto de programa de investigacién desarrollado en la escuela popperiana.
Los conceptos de ‘paradigma’ y de ‘programa de investigacion’ son tomados a veces como mas
o menos equivalentes. Mi objetivo es mostrar que si bien esto no es exacto, los dos conceptos,
fuertemente distintos, se conectan de formas importantes. En particular, mi tesis serd que el
trabajo en un programa de investigacién llevado a cabo por un pequefio grupo, o en Gltimas
por un sélo individuo, dard como resultado un nuevo paradigma. Este asunto es considerado en
detalle en la seccién 4, donde muestro que fue en la obra de Frege, dentro de su programa de
investigacion logicista en los fundamentos de la matematica, donde se originé la nueva légica.
De manera interesante, Peano condujo parte del camino de la nueva légica trabajando en un
programa de investigacién diferente, pero al mismo tiempo similar. Boole, por otra parte, trabajé
en un programa de investigacién que no condujo —y tal vez no podfa hacerlo— a la nueva légica.
Los programas de investigacion de Frege y de Peano tuvieron consecuencias revolucionarias,
mientras que el de Boole llev6 a importantes, pero no revolucionarios, avances.

Habiendo criticado estos dos rasgos de la nocién kuhniana de paradigma

- p— (inconmensurabilidad y nacimiento de los paradigmas en un “chispazo
de intuicién”), me permito ahora sopesar otros elementos considerados
caracteristicos de la nociéon de Kuhn que defiendo, tal vez de manera més

Fig. 1 fuerte que Kuhn mismo. Este compara el cambio de un paradigma a otro

con un cambio de forma Gestalt. Considerando, por ejemplo, el famoso
pato-conejo (fig. 1), éste puede ser visto bien sea como un pato mirando a la izquierda, o como
un conejo mirando hacia arriba.

Un cambio Gestalt ocurre cuando uno deja de ver el dibujo en un sentido y empieza a verlo
en otro. La sugerencia de Kuhn es que esto es analogo al cambio ocurrido de la consideracién
de un fenémeno en términos de un paradigma a la consideraciéon del mismo en términos de otro
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paradigma. Esta analogfa me parece afortunada; sin embargo, Kuhn expresa una duda acerca de
su precision en el siguiente pasaje del capitulo 8 de su libro La respuesta a la crisis:

[E]l cientifico no preserva la libertad del sujeto para pasar repetidas veces de uno a otro modo de
ver las cosas. Sin embargo, el cambio de forma, sobre todo debido a que es muy familiar en la
actualidad, es un prototipo elemental para lo que tiene lugar en un cambio de paradigma a escala
total. (Kuhn 1998 140)

Sin embargo, es un hecho que el cientifico preserva la libertad de cambiar su posicién, hacia
atras o hacia delante, entre paradigmas. Nada es mas comtn que considerar un problema particular
primero en términos de la mecénica newtoniana y luego en términos de la mecénica relativista.
O de nuevo, conferencistas en la historia de la ciencia (como el presente autor) a veces consideran
un fenémeno particular (retrocesos, dicen) primero en términos de la astronomia ptolemaica y
después en términos de la astronomfa copernicana. Tal consideraciéon del mismo fenémeno, dentro
de dos paradigmas diferentes, es a menudo ftil y esclarecedora.

Es hora de considerar la objecién realizada por Crowe en su articulo “Ten ‘Laws” Concerning
Patterns of Change in the History of Mathematics” de 1975 (RM 15-20) acerca de la posibilidad
de las revoluciones en matemadticas. Su punto es que “[...] una caracteristica necesaria de una
revolucién es que algunas entidades previamente existentes (bien sea el rey, constitucién o teoria)
deben ser revocadas e irremediablemente desechadas” (RM 19).

Discuti esta dificultad en la introducciéon del mencionado libro e intenté responderla a
lo largo de las lineas sugeridas por Dauben en “Conceptual Revolutions and the History of
Mathematics: Two Studies in the Growth of Knowledge” (RM 49-71). La idea fue distinguir
dos tipos de revolucién, llamadas, usando analogfas histéricas, revoluciones rusas y revoluciones
franco-britdnicas. Las primeras satistacen la condicién de Crowe de que algo es “revocado e
irremediablemente desechado”. En la Revolucién Rusa ese “algo” tue el zar. Por otra parte, en
las revoluciones franco-britdnicas ese “algo” no es “revocado ni irremediablemente desechado”,
sino que simplemente pierde su antigua importancia. Las revoluciones tanto en Francia como
en Gran Bretafa fueron contra la monarquia, pero el monarca fue, después de algunos afios,
restaurado (aunque con poderes significativamente disminuidos). Con respecto a la ciencia,
la revolucién copernicana fue una revolucién rusa, pues la fisica aristotélica y la astronomia
ptolemaica fueron efectivamente “revocadas e irremediablemente desechadas”. La revolucién
einsteiniana, sin embargo, fue una revolucién franco-britanica, ya que la mecénica newtoniana
ha sido conservada como una aproximacién ampliamente aplicable (aunque ha perdido algo de su
antigua importancia). Mi visiéon general es que hay revoluciones en matematicas, pero son mas
de tipo franco-britanico que ruso.

Aplicando ahora este razonamiento a la revolucién fregeana en légica, mostraré que esta
revolucién tiene muchos puntos en comtn con la revolucién einsteiniana, pero en algunos otros
estd mas cerca de la revolucion rusa que la einsteiniana. Como veremos, la validez de algunos de los
silogismos que eran tradicionalmente aceptados se derrumbé tinicamente con el advenimiento del
desarrollo de la nueva l6gica. Fue Peano, méas que Frege, quien hizo este descubrimiento. Esto es
analogo con el descubrimiento de que la mecénica newtoniana se derrumba cuando las velocidades
se acercan a la velocidad de la luz y en campos gravitacionales muy fuertes. De todas formas, con
algunas restricciones adicionales, la 16gica aristotélica—como la mecénica newtoniana— contintia
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siendo valida. Sin embargo, la mecénica newtoniana es rutinariamente ensefiada y continia siendo
ampliamente utilizada. La 16gica aristotélica, por otra parte, es con frecuencia omitida completamente
en los textos modernos de l6gica, mientras poca gente se molesta en examinar un argumento en
forma silogistica. Asf pues, la 16gica aristotélica ha sido mucho mas descartada que la mecénica
newtoniana. La cuestién del viejo paradigma de la légica aristotélica en relacién con el nuevo
paradigma de la l6gica de Frege es considerada con més detalle en la seccion 3.

En los primeros capitulos del libro Revolutions in Mathematics, algunas otras caracteristicas
importantes de las revoluciones en matematicas son exploradas. Dunmore en “Meta-Level
Revolutions in Mathematics” (RM 209-225) considera el tema de los cambios de meta-nivel,
mientras que Dauben, en “Ten Laws’ Concerning Patterns of Change in the History of
Mathematics” (RM 15-20), y Giorello, en “The ‘Fine Structure’ of Mathematical Revolutions:
Metaphysics, Legitimacy and Rigour. The Case of the Calculus from Newton to Berkeley and
MacLaurin” (RM 134-168), sefialan la importancia de la resistencia a las innovaciones; esto puede,
en algunos casos, ser aplicado en la descripcién de contra-revoluciones. En la seccién 5 de este
articulo, examinaré estas caracteristicas con respecto a la presunta revolucién fregeana. De
ese examen resulta que se presentan ambas caracteristicas —cambios de meta-nivel y algunas
llamativas resistencias a las innovaciones de Frege— lo cual constituye mas evidencia para la
argumentacién de que realmente hubo una revolucién fregeana en légica.

2. FREGE Y EL NUEVO PARADIGMA EN LOGICA

‘Paradigma’ fue un nuevo término introducido por Kuhn en la filosofia de la ciencia, pero
muchos autores lo han criticado por ser vago y ambiguo. Shapere, por ejemplo, en su resefia
de La estructura de las revoluciones cientificas, va tan lejos como para afirmar que el relativismo
de Kuhn es “un amasijo légico de confusiones conceptuales [...] debido, primeramente, al
uso de un término comodin [paradigmal” (1964 393). En su articulo de 1970 “The Nature
of a Paradigm”, Masterman es bastante comprensiva con Kuhn, aun cuando dice: “segin
mis cuentas, é]l usa ‘paradigma’ en no menos de veintitin sentidos distintos [en Kuhn 1962],
tal vez més, no menos” (1970 61). Ella entonces procede a enumerar los ventitin sentidos.
Kuhn ha tomado muy en serio estas criticas y en su articulo “Segundos pensamientos sobre
paradigmas” (1974), sugiere reemplazar ‘paradigma’ por dos nuevos conceptos llamados
‘matriz disciplinar’ y ‘ejemplar’.

A pesar de las dudas posteriores de Kuhn, el término ‘paradigma’ se ha tornado extremadamente
popular entre los pensadores de la filosofia de la ciencia y, segin creo, justamente por una
observacién de Aristételes en un famoso pasaje:

Nuestra exposicién sera suficientemente satisfactoria si es presentada tan claramente como lo
permite la materia; porque no se ha de buscar el mismo rigor en todos lo razonamientos |...] porque
es propio del hombre instruido buscar la exactitud en cada materia en la medida en que la admite
la naturaleza del asunto. (Etica Nicomdquea 1 iii 1094b)

Aunque la nocién de paradigma no es realmente muy precisa, bajo mi criterio, tiene justo el grado
’ b

perfecto de precisién que requiere la materia, esto es, el andlisis de las revoluciones en ciencia y

matematicas.
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En La estructura de las revoluciones cientificas, Kuhn introduce la nocién de paradigma de la
siguiente manera:

[E]sas realizaciones que alguna comunidad cientifica particular reconoce, durante cierto tiempo
como fundamento para su préctica posterior [...] son relatadas, aunque raramente en su forma
original, por los libros de texto cientificos, tanto elementales como avanzados. Esos libros de texto
exponen el cuerpo de la teorfa aceptada, ilustran muchas o todas sus aplicaciones apropiadas y
las comparan con experimentos y observaciones de condicién ejemplar. Antes de que esos libros
se popularizaran, a comienzos del siglo xix (e incluso en tiempos mas recientes, en las ciencias
que han madurado tGltimamente), muchos de los libros clasicos famosos de ciencia desempefian
una funcién similar. La Fisica de Aristételes, el Almagesto de Ptolomeo, los Principia y la Optica
de Newton, la Electricidad de Franklin, la Quimica de Lavoisier y la Geologia de Lyell —éstas y
muchas otras obras sirvieron implicitamente durante cierto tiempo para definir los problemas y
métodos legitimos de un campo de la investigacién para generaciones sucesivas de cientificos—.
Estaban en condiciones de hacerlo asi debido a que compartian dos caracteristicas esenciales.
Su logro carecfa suficientemente de precedentes como para haber podido atraer a un grupo
duradero de partidarios, alejandolos de los aspectos de competencia de la actividad cientifica.
Simultdneamente eran lo suficientemente incompletas como para dejar muchos problemas para
ser resueltos por el redelimitado grupo de cientificos. Voy a llamar, de ahora en adelante, a las

realizaciones que comparten esas dos caracteristicas, ‘paradigmas’. (Kuhn 1962 33-34)

Deseo particularmente llamar la atencién sobre la conexién que Kuhn realiza en este pasaje
entre paradigmas y libros de texto. Desde principios del siglo x1x, los paradigmas han sido,
segin Kuhn, generalmente ensefiados por medio de los libros de texto. También afirma que
antes del siglo xix muchos de los famosos clésicos de la ciencia cumplian una funcién similar,
pero me parece que tal vez Kuhn exagera la diferencia entre libros de texto y cldsicos de la
ciencia y, correspondientemente, la diferencia entre lo que pasa hoy y lo que sucedfa antes del
siglo x1x. De los clasicos que menciona, algunos no fueron de hecho usados para ensefar a
los estudiantes un paradigma, mientras que otros fueron usados y podian ser reconocidos en
todo intento y propésito como libros de texto. Asi, los Principia de Newton no fueron el texto
canénico de la mecénica newtoniana para la corriente principal de los matematicos del siglo xvii,
ya que dichos matemadticos preferian una aproximacién mas analitica y menos geométrica que
la newtoniana. E1 4/magesto de Ptolomeo fue realmente un clasico de la ciencia, pero también
fue un libro de texto que expone los frutos de los trabajos tempranos, aunque sin duda con
muchas adiciones interesantes de Ptolomeo mismo. La Fisica de Aristételes fue en realidad
usada como un libro de texto en las universidades medievales.

Propongo, por lo tanto, que abandonemos la diferencia entre clasicos de la ciencia y libros
de texto e introduzcamos lo que podriamos llamar el criterio para paradigmas de los libros de
texto. La sugerencia es que, si un historiador desea identificar el paradigma de un grupo de
cientificos en un tiempo y lugar determinados, debe examinar los libros de texto que usan
para ensefiar a los novicios el conocimiento que necesitan para ser reconocidos completamente
como miembros del grupo. Los contenidos de estos libros de texto definiran (mas o menos) el
paradigma aceptado por el grupo.’ Este criterio de los libros de texto constituye, en mi opinion,

5 Elliott Mendelson me sefial6 el hecho de que en los libros de texto se deben incluir los manuales de laboratorio
(donde sea apropiado). Ademas, hay muchas cosas que pueden ser sélo aprendidas por instruccién informal, tanto en el
laboratorio como en los problemas de una clase de matematicas. Asi, el criterio de los libros de texto es s6lo aproximado.

20 - segundo semestre de 2009



La revolucién fregeana en l6gica

una respuesta suficiente para aquellos que se quejan de la vaguedad de la nocién de paradigma.
El criterio de hecho permite a un historiador de la ciencia o de las matematicas usar el término
‘paradigma’ de una forma bastante concreta y definida. Permitanme ahora ver cémo el criterio
de los libros de texto se aplica a la revolucién de Frege en légica.

Ya antes habfa analizado cémo la revoluciéon de Frege en légica constituye un cambio del
paradigma aristotélico, cuyo nucleo era la teorfa del silogismo, al paradigma fregeano, cuyo centro
son el célculo de proposiciones y el célculo de predicados de primer orden. Aplicando el criterio
de los libros de texto, podemos encontrar que los libros del periodo prerrevolucionario exponen
lalégica aristotélica enfatizando particularmente en la teorfa del silogismo, mientras estos temas
tendieron a desaparecer en los libros del periodo posrevolucionario, siendo remplazados por la
descripcién de los cédlculos de proposiciones y de predicados de primer orden. Una revisiéon de
los libros de l6gica confirma esto.

Para un ejemplo de un libro de texto del periodo prerrevolucionario, no podemos hacer nada
mejor que considerar Studies and Exercises in Formal Logic de John Neville Keynes (el padre del
economista John Maynard Keynes), cuyas cuatro ediciones datan de 1884, 1887, 1894 y 1906. Asf
que estamos frente al que fue evidentemente un libro de 16gica exitoso ente 1884 y 1906. ;Pero
realmente fue éste un periodo prerrevolucionario? ¢Acaso la revoluciéon no inici6 con la publicaciéon
del Begriffsschriften 1879? La respuesta es que la revolucién efectivamente comenzé en 1879, pero
muchos afios pasaron antes de que el nuevo paradigma fuera formado propiamente, y muchos
més aun antes de que sucediera al derrocado viejo paradigma. Realmente, si examinamos el
libro de 16gica de Keynes, encontramos que sus contenidos son completamente tradicionales y
aristotélicos. En la segunda parte, capitulo 2, realiza el tradicional andlisis sujeto/predicado de
proposiciones, el capitulo 3 trata del cuadrado de los opuestos y en el capitulo 4 se ocupa de la
teorfa de las inferencias inmediatas. La parte tres es dedicada enteramente a los silogismos y
constituye un 29% del total del libro. El libro no hace mencién ni del calculo de proposiciones,
ni del célculo de predicados de primer orden.

Incluso concediendo que un nuevo paradigma toma alglin tiempo en establecerse, es
sorprendente que un libro aparentemente tan anticuado tuviese una nueva edicién en 1906. No
obstante, en ese momento las cosas empezaban a cambiar; un indicador de esto es una resefia del
libro de P. Coffey The Science of Logtc, escrita por Wittgenstein (1912). El libro de Coftey es una
exposicion de la l6gica tradicional en la misma linea que la de J. N. Keynes. El joven Wittgenstein,
que en aquel momento era un alumno de Bertrand Russell en Cambridge, vitupera a Coffey en
términos muy precisos:

En ninguna rama del conocimiento puede un autor desconocer los resultados de una investigacién
honesta con tanta impunidad como puede hacerse en filosofia y 16gica. A esta circunstancia debemos la
publicacién de un libro como The Sczence of Logic del Sr. Coftey; y Gnicamente como un tipico ejemplo
del trabajo de muchos 16gicos hasta hoy este libro merece ser considerado. La l6gica del autor es la
de los filésofos escolésticos, y comete todos sus errores —por supuesto, con las usuales referencias a
Aristételes—. (Aristételes, cuyo nombre suele ser tomado en vano por nuestros 16gicos, se revolcarfa
en su tumba si se enterase de que los 16gicos no saben mas acerca de la 16gica hoy que lo que él conocia
hace 2000 afios). El autor no ha tenido la menor noticia del gran trabajo de los 16gico-matematicos
modernos —trabajo que ha trafdo un avance en légica comparable Gnicamente con el hecho por la
astronomfa respecto de la astrologfa y el de la quimica respecto de la alquimia—. (1912-13 169)
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Me parece injusto comparar la l6gica aristotélica, cualesquiera sean sus limitaciones, con
pseudociencias como la astrologfa o la alquimia. Sin embargo, es destacable como Wittgenstein se
acerca a la concepcion de una revolucién en légica analoga a la revoluciéon copernicana en astronomfa.

Pasemos ahora de los libros de texto prerrevolucionarios de Keynes y Coffey a algunos libros
de l6gica posrevolucionarios. Dos sobresalientes libros de las tltimas décadas son Introduction to
Mathematical Logic (1964) de E. Mendelson y A4 Course in Mathematical Logic (1977) de J. L. Bell
y M. Machover. Ambos textos exponen el célculo de proposiciones y el calculo de predicados
de primer orden en los primeros capitulos y ninguno de ellos expone, o siquiera menciona, la
l6gica aristotélica o la teorfa del silogismo. De hecho, las palabras ‘Aristételes’ y ‘silogismo’ no
aparecen en estos libros. Una comparacion de, por decir algo, Mendelson con la cuarta edicién
de Keynes dejan una vivida y bastante concreta impresién de la diferencia entre los distintos
paradigmas en légica. Dificilmente hay un tema, férmula, o discusién en comun entre los dos
libros.

Asi, la consideracién de los libros de texto sustenta la tesis de que hubo una revolucién
en légica. jPero estamos en lo correcto al describirla como una revolucién fregeana en légica
y decir que empez con el Begriffsschrift en 1879? Para justificar esto, debemos mostrar los
componentes importantes del nuevo paradigma en légica introducidos por Frege. De nuevo, el
método de examinar los libros de texto sobresalientes es aqui muy util, tomando otra vez los
ejemplos de Mendelson (1964) y Bell-Machover (1977), cuya cercania al Begriffsschrift, en cuanto
al tratamiento de los calculos de proposiciones y de predicados de primer orden como sistemas
axiomatico-deductivos, es destacable.® Para demostrar esto, debemos primero examinar algunos

de los contenidos del Begriffsschrifi.

Esta obra contiene una presentacién axiomatico-deductiva del calculo proposicional y del calculo
de predicados. Frege llama al conjunto de las leyes que potencialmente implican todas las demas
“nicleo” de su sistema y lo describe como sigue:

Nueve proposiciones forman el “niicleo” en la siguiente presentacién. Tres de éstas —férmulas 1, 2
y 8— requieren para su expresién (excepto por las letras) sélo del simbolo de la condicional. Tres
—térmulas 28, 31 y 41— contienen ademas el simbolo de la negacién. Dos —férmulas 52 y 54—
contienen el simbolo de la identidad de contenido; y en una —férmula 58— la concavidad entre dos
trazos. (Frege 1972a 136)

La “concavidad contenida entre dos trazos” es el cuantificador universal, el cual es el primero
que Frege introduce.

El “nicleo” de Frege estd constituido por los axiomas de su légica. Pasaré ahora a
escribirlo, cambiando la simbologia de Frege por los conectivos, cuantificadores e identidad
de la notacién moderna. Mantendré sin embargo las letras usadas por Frege, excepto
que, por claridad de presentacién, donde ¢l usa letras germanas usaré letras en negrilla.
Estos cambios serdn también hechos en las citas del Begriffsschrift en esta seccién. Debo
ser enfatico en que esta modernizacién de la notacién de Frege no es un asunto trivial.
Frege usé una notacién bidimensional que definitivamente no hace parte del paradigma

6 Ambos libros, sin embargo, difieren de I'rege en otros aspectos importantes. Algunas de estas diferencias son

mencionadas luego en esta seccién.
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moderno en légica, y que puede ser util para reconocer la contribucién de Frege. Retornaré
a esta cuestion en la seccién 5.

Axiomas que contienen sélo —

a—>(b—a), (1)
(c=>(b=a))=>((c=>b)—=(c—>a), (2)
(d=(b—>a))—>(b—>(d—a)). (8)

Azxiomas que contienen tanto —> como —

(b—=>a)—>(—a—>"b), (28)
—g—aq, (31)
a—"7a. (41)

Axiomas de identidad
(=d)=(fc)=/d)), (52)
=c (54)

Aziomas del cuantificador universal

(Va)fa)=Af0) (58)

Frege (1972a 111) establece que las letras deben ser consideradas como variables. Ahora bien, en
algunas presentaciones modernas, el axioma del cuantificador universal es expresado como:

(VaY(2)=/0),

donde esto tiene que ser apoyado especificando que las ocurrencias ligadas de x en f{.x) caen bajo
los limites del alcance de un cuantificador (Vy) o (3y). Este requisito es afiadido para evitar dificultades
como las que siguen: dejando que f{x) sea (Iy)(y=z) entonces (V.x) () se convierte en (Vz)(Ay)(y=z) y
esto es verdad en algunos dominios teniendo dos o mas miembros, considerando f(y) éste pasa a ser
(3y)(y#y), lo cual es siempre falso. Frege evita la necesidad de tal requisito, introduciendo un nuevo
tipo de variables para cuantificadores, usando letras germanas mas que letras itélicas (recordemos
que hemos sustituido letras germanas por negrillas).

Frege algunas veces defiende el uso de una sola regla de inferencia, modus ponens: de B
y B—A, se sigue A (¢f Frege 1972a Prefacio y 107, 117, 120). Sin embargo, él usa otras tres:
sustitucién, generalizacién y confinamiento [confinement]. Constantemente Frege realiza
sustituciones en sus pruebas, pero nunca formula reglas precisas que rijan la sustitucién. La
regla de generalizacién la establece como sigue: “X(a) puede pasar a ser (Va)X(a) si a s6lo

”»

aparece en el lugar del argumento de X(a)” (Frege 1972a 11 132).

La regla de confinamiento es dada como sigue: “[flambién es obvio que de A—> D(a) podemos
dertvar A— (Va) ®(a), st A es una expresion en donde a no ocurre y a solamente aparece en el lugar del
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argumento de ®(a)” (Frege 1972a 132 itélicas de Frege). Mientras Frege parece ignorar el uso de
reglas de inferencia distintas a modus ponens, en otra parte es mas cuidadoso. Asi, escribe: “[e|n
l6gica la gente enumera, siguiendo a Aristételes, todos sus modos de inferencia. Yo sélo uso uno
[2. e. modus ponens| —al menos en todos los casos donde un nuevo juicio es derrvado de mds de un sélo
Juicto—" (Frege 1972a 119, italicas mfias).

La condicién en italicas hace correcto lo que aqui dice Frege —aunque no aclare totalmente
el asunto—.

De los primeros seis axiomas de Frege, junto con las reglas de modus ponensy sustitucion,
resulta un sistema completo de calculo proposicional. Sin embargo, los axiomas no son
independientes, ya que el tercer axioma puede deducirse de los primeros dos, tal como lo mostré
Lukasiewicz (¢f. 1967 86-87). Frege proyect6 su sistema como una légica de orden superior,
esto es, permitié la cuantificaciéon sobre predicados y, de hecho, cuantifica sobre predicados en
varias férmulas del Begriffsschrift (e. g. térmula (76)). Sin embargo, un fragmento apropiado de
su sistema puede ser interpretado como un sistema de calculo de predicados de primer orden
con identidad, y de esta forma resulta completo.

Esto concluye mi examen de algunos contenidos del Begriffsschrift. Retornaremos ahora a
la cuestién de comparar el sistema original de Frege con los que se encuentran en Mendelson
(1964) y Bell y Machover (1977). En la realizacién de esta comparacién dejaré a un lado lo
concerniente a las reglas de sustitucién, ya que esto es algo que Frege no trata explicitamente,
pero que por supuesto es recogido por Mendelson y por Bell y Machover. También traduciré
las notaciones de Frege, Mendelson y Bell y Machover a nuestra notacién ya indicada.

Empezaremos entonces con el cédlculo de proposiciones. Los dos primeros axiomas de
Frege, Mendelson y Bell y Machover son los mismos, y los tres libros usan la misma regla
de inferencia, llamada modus ponens. Mendelson y Bell y Machover, sin embargo, comprimen
los siguientes cuatro axiomas de Frege en uno solo, que en Mendelson es

(=b=>ma)>((~ba)b),
y para Bell y Machover
(—|a—>b)—>((—|a—>—|b>—>a).

Vemos entonces que los nuevos tratamientos, mientras siguen a Frege muy de cerca,
introducen una clara reduccién en el nimero de axiomas. El tratamiento es particularmente
satisfactorio en tanto que el nuevo axioma (esencialmente el mismo en ambos casos) puede ser
considerado como la expresién de una forma de reductio ad absurdum. Toscamente hablando,
asumiendo que si de la negacién de una proposicién p, se sigue una contradiccién, entonces p
se mantiene.

Examinando ahora el cdlculo de predicados de primer orden, Mendelson afiade, a los
axiomas y reglas de inferencia del calculo proposicional, dos axiomas y una regla de
inferencia. El primero de estos nuevos axiomas es esencialmente otra formulacién del
axioma del cuantificador universal de Frege. El segundo es la regla de confinamiento,
que en su sistema es un axioma. La nueva regla de inferencia es la regla de generalizacién
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(universal) de Frege. De esta forma, el sistema de célculo de predicados de primer orden
de Mendelson es el mismo de Frege, excepto en que una de las reglas de inferencia de
Frege se convierte en un axioma.

Bell y Machover llevan este proceso de convertir las reglas de inferencia de Frege en
axiomas mas amplios. Ellos afladen al calculo proposicional cuatro nuevos axiomas, pero no
afiaden reglas de inferencia. De estos cuatro axiomas, uno es una formulacién diferente del
axioma de Frege del cuantificador universal; dos sirven para introducir la generalizacién
axiomdticamente, en vez de introducirla como una regla de inferencia; mientras el cuarto,

(V2)(f2)—g(2))=((V Y1) =>(V2)g(2)),
esta estrechamente relacionado con la regla de confinamiento.

Finalmente, los axiomas de identidad usados por Mendelson y por Bell y Machover no
difieren esencialmente de los usados por Frege. De esta manera, si dejamos a un lado la cuestién
de la notacion, se deberfa decir que los mejores tratamientos axiomatico-deductivos modernos
del cédlculo de proposiciones y del célculo de predicados de primer orden son notablemente
cercanos al tratamiento original de Frege en el Begriffsschrift.

Aun asi, queda un importante aspecto en el que estos tratamientos modernos de la l6gica
difieren significativamente del de Frege. Tanto Mendelson como Bell y Machover no sélo
presentan una aproximacioén a la sintaxis axiomatico-deductiva, sino también a la semantica.
Introducen tablas de verdad para el cédlculo de proposiciones y una seméntica tarskiana para
el calculo de predicados de primer orden, prosiguiendo a probar teoremas de completitud.
No hay indicios de que algo por este estilo se encuentre en el Begriffsschrift. La aproximaciéon
semantica, ya sugerida en Bolzano, fue desarrollada por un grupo de pensadores posteriores
a Frege en el cual se incluyen Lowenheim, Skolem, Tarski y Godel.”

Mi conclusién general es ésta: el Begriffsschrift indudablemente contribuyé con un ntimero de
concepciones centrales al nuevo paradigma en légica, pero no se convirtié en el texto canénico
de la nueva légica. La parte semantica de la nueva légica fue desarrollada independientemente de
Frege, mientras las ideas propias del Begriffsschrift fueron tomadas y desarrolladas por 16gicos tales
como Peano, Russell, Hilbert, Carnap y Church. En este proceso el sistema original de Frege fue
modificado en varios aspectos. Su notacién bidimensional fue abandonada a favor de la notacién
lineal, el problema de las reglas de sustitucion fue solucionado y la l16gica de predicados de primer
orden fue separada de las l6gicas de orden superior, entre otras modificaciones. Este caracteristico
proceso de transformacién da cuenta de un notable fenémeno en la historia de la ciencia, a saber, que
los trabajos de encuentro de caminos pueden ejercer una enorme influencia aun cuando sean leidos

7 Este punto me surgié en una carta de Elliot Mendelson, quien también sugirié que Skolem parece haber sido
el primer légico en pensar acerca de la 16gica en la forma ahora acostumbrada, aunque Bernays pudo haber llegado a las
mismas ideas de manera independiente. La importancia de Skolem en esta conexién es también resaltada por Moore (1988)
en su “The Emergence of First-Order Logic”. Moshé Machover me resumié en una conversacién una posicién mas radical
en la cual la aproximacién semantica deberfa ser considerada, no como parte de una sola revolucién en légica, sino como
una segunda revolucién distinta de la revolucién fregeana. Esta segunda revolucién remplazé el paradigma sintactico
axiomatico-deductivo de Frege por un paradigma en el cual las consideraciones seménticas predominaron. Ademas, el tipo
de sistema formal de Irege es ahora considerado simplemente como uno entre muchas otras clases, incluyendo el sistema
de tipo Gentzen y deduccién natural.
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por muy pocas personas. Koestler llamé la atencién sobre esto en conexién con De revolutionibus
de Copérnico, al cual se refiere como “el libro que nadie lee” (Koestler 1959 194). Obviamente
si literalmente nadie hubiese leido el libro de Copérnico, éste no hubiese sido influyente. El
punto es que unicamente pocas personas lo leen con cuidado, pero fueron suficientes para
transmitir sus ideas a la gran comunidad de astrénomos. Exactamente lo mismo ocurre con

el Begriffsschrift de Frege.

3. LLA LOGICA ARISTOTELICA PIERDE SU ANTIGUA IMPORTANCIA

En las secciones anteriores, examinamos el nuevo paradigma que surgio de la revolucién de Frege
en lalégica. Ahora vamos a considerar el viejo paradigma. Siguiendo con el orden de nuestras ideas
generales acerca de las revoluciones en ciencia y matemdticas, tenemos que mostrar que este viejo
paradigma —la l6gica aristotélica— perdi6 su antigua importancia. Empezaré por resaltar que, si
nosotros traducimos la formulacién de la 16gica aristotélica—de la forma mas natural y simple—a
lalégica fregeana, entonces un cierto nimero de silogismos y otras reglas de lal6gica tradicional no
son ahora universalmente validos, aunque existen algunas excepciones. Este interesante hecho no
tue descubierto por Frege, sino por Peano. De hecho, como ya mostraremos, Frege no comprendid
que, en algunos casos, su légica era opuesta a la tradicional. La perspicacia de Peano en este punto
probablemente surgié de una diferencia entre su acercamiento a lalégica y el acercamiento de Frege.
Dado que dicha diferencia es también importante para algunos puntos, mostraré la diferencia en la
siguiente seccion. La describiré aqui s6lo brevemente.

Peano consideré ‘clase’ (o ‘conjunto’) como una nocién légica primitiva. Frege, por otra
parte, permite la aparicién en su légica de clases o conjuntos Ginicamente como “extensién
de conceptos”. Discutiendo las relaciones entre la notacién conceptual de Peano y la suya
(Begriffsschrift), Frege dice al respecto:

En principio parece como si en su visién [la de Peano] (como en la de Boole) una clase es algo
primitivo y no reducible. Pero en la Introduccién §17, encuentro una designacion “ygp * de una
clase de objetos que satisfacen una cierta condicién especifica o tienen ciertas propiedades
especificas. Contrariamente a un concepto, una clase aquf aparece como algunas veces derivada:
aparece como la extensién de un concepto. Y con esto puedo declararme totalmente de acuerdo

—si bien la notacién E no me atrae—. (Frege 1984 204)

La primera impresiéon de Frege me parece a mf la correcta, pues parece que Peano estaba
de acuerdo con Boole en tomar ‘clase’ como una nocién légica primitiva. En cualquier caso, en
sus “Studies in Mathematical Logic” (1889), en la parte que trata de notaciones de la l16gicas,
Peano introduce primero las clases, en la seccién 1v (107-8), y s6lo entonces introduce la
extensiéon de conceptos como un caso especial de clases (en la seccién v). Mucho de lo que
Frege y Peano dicen sobre las extensiones de conceptos estarfa viciado por el descubrimiento
de la paradoja de Russell, que expondré en la préxima seccién.

Por el momento, retornemos a la discusién de Peano sobre la légica aristotélica que ocurre
en su primer articulo sobre légica, escrito en 1888. De acuerdo con su visién de ‘clase’ como una
nocién primitiva en légica, Peano incluyé en sus ‘operaciones de 16gica deductiva’ alguna teorfa
de conjuntos elemental. El escribe la interseccién de dos conjuntos (A4y B) como 4B o como ANB,
y su unién como AUB. El complemento de un conjunto A4 es simbolizado como 4, y el conjunto
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vacfo como ©. La negacién de 4=B se escribe — (4=B). El deriva entonces varias identidades que
involucran conjuntos; por ejemplo:®

[9] (AUB=0) = (A=0)N(B=0). (¢f. Peano 1973 84)

Peano (7d. 86) procede entonces a traducir la 16gica tradicional a su teorfa de conjuntos:
Las cuatro proposiciones

(1) todo Aes B,

(1) ningun A4 es B,

(1) algin A es B,

(1v) algin 4 no es B,

pueden ser expresadas, como hemos visto, de la siguiente manera:
(1) AB=o,

(n) AB=o,

() — ( AB= o),

(1v) = (4B = o).

Las cuatro proposiciones consideradas son los cuatro tipos basicos que aparecen en la teorfa
tradicional del silogismo. A4 es conocido como el sujeto y B como el predicado. La traduccién en
teorfa de conjuntos es en realidad muy simple. Asi, dando un ejemplo particular de (11), “ningtn
cuervo es blanco” es traducido como “la interseccién del conjunto de los cuervos y el conjunto
de las cosas blancas es vacia (o igual al conjunto vacio)”.

Pero ahora Peano hace su notable descubrimiento. Si hacemos la traducciéon obvia de la 16gica
aristotélica a la teorfa de conjuntos dada, y luego realizamos unas pocas manipulaciones corrientes
en la teorfa de conjuntos, ocurre que algunos de los resultados aceptados en la 16gica tradicional no
son todos verdaderos. El primer caso excepcional de este tipo considerado por Peano es una regla
referente a los contrarios que hace parte de la doctrina tradicional del cuadrado de los opuestos,
el cual, como veremos en un momento, es mencionado por Frege en el Begriffsschrifl. La regla es
la que dice que “todo 4 es B” y “ningtin 4 es B son contrarios —es decir, no pueden ser ambos
verdaderos, aunque pueden ser ambos falsos—. Peano dice al respecto lo siguiente:

Las proposiciones (1) y (11) son llamadas contrarias; esta establecido en los libros de légica que dos
proposiciones contrarias no pueden coexistir. Pero hemos llegado a un resultado diferente. De
hecho, tenemos por la férmula [g]

(AB=0)N (AB=0) = (4B U AB=0), 6
(AB=0)N (AB=0) = (4=0),

8 Cabe resaltar que Peano usa “=" y “M” no sélo entre conjuntos sino también entre proposiciones: “=" entre

proposiciones quiere decir “es equivalente a”, mientras “” entre proposiciones significa “y”.
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esto es, la coexistencia de las proposiciones (1) y (11) es equivalente a 4=0 [...]. Ciertamente, cuando
los l6gicos afirman que dos proposiciones contrarias no pueden coexistir, entienden que la clase
A es no vacfa: pero aunque todas las reglas dadas por las férmulas precedentes son verdaderas, no
importa qué tipo de clases sean |...] éste es el primer caso en el que es necesario suponer que una
de las clases consideradas no es vacfa. (Peano 1973 87)

Aqui Peano realmente dio en el blanco. Todos los casos excepcionales en los cuales las reglas
de la l6gica aristotélica fallan incluyen una o mas clases vacias.

Veamos ahora como aparecen los resultados de Peano si usamos la 16gica moderna estdndar en
lugar de su calculo de clases. De hecho hay simples y naturales traducciones de los cuatro tipos
bésicos de proposiciones tradicionales en el lenguaje de la 16gica moderna:

(1) “Todo 4 es B’ como “(V)(A(z)—>B(z))".

(1) “Ningtin 4 es B’ como “=(3z)(A(x)A(B(z))" 0 equivalentemente “(V.z)(A(z)—>~ B(z))".
() “Algtin 4 es B como “(3z)(A(z)AB(z))" 0 equivalentemente “~(V.z)(A(x)—>-B(z))".
(1v) “Algtin 4 no es B’ como “(3z)(A(z)A—B(z))" 0 equivalentemente “~(Vz)(A(z)—>B(z))".

Vale la pena mencionar que existe un gran nimero de caminos distintos de traduccién de la
l6gica aristotélica a la 16gica moderna. No consideraré estas alternativas en lo que sigue, puesto
que me parecen forzadas y antinaturales comparadas con la ya dada. Sin embargo, el lector
interesado en estas otras traducciones puede encontrar detalles al respecto en Strawson (¢f. 1952
152-194), donde se encuentran visiones diferentes de la cuestion.

Hemos tocado un rasgo general de los paradigmas. Considerando dos paradigmas P y P,
estos casi siempre se expresaran en diferentes lenguajes, y asf surge un problema en la traduccién
de enunciados de P a P_. Puede haber ambigiiedades y diferentes traducciones posibles. Esta
situacién es a veces usada como un argumento para sostener que paradigmas diferentes son
inconmensurables, pero este argumento me parece débil. Decir que la traduccién es dificil no
quiere decir que sea imposible. Incluso, si varias traducciones diferentes son posibles (como en
el presente caso), entonces una comparacién de los paradigmas puede ser hecha con cada una
de las traducciones. Esto puede hacer tedioso el trabajo de comparacién de paradigmas, pero
ciertamente no imposible. Tampoco esta diversidad de traducciones afecta la superioridad de los
Juicios sobre los méritos de los dos paradigmas. Asi, aunque la légica aristotélica es traducida a
la 16gica moderna, la superioridad de la segunda no es puesta en duda.

Consideremos ahora la proposicién “todos los unicornios son sabios”. De acuerdo con nuestra
traduccion estandar, ésta se expresa asf en légica fregeana:

(Vz)(unicornio(x)—>sabio(z)).

Ahora, como sabemos, no existen los unicornios —la clase de los unicornios es vacia—. Asi,
para un a dado, el enunciado “a es un unicornio” o “unicornio(a)” es talso. Luego, por la usual
definicién de la tabla de verdad de —, unicornio(a)—>sabio(a) es verdadero. Pero como esto vale
para un a arbitrario, se sigue que (V.x)(unicornio(x)—>prudente(x)) es verdadero. Por el mismo

» o«

argumento podemos concluir que “todos los unicornios son esttipidos”, “todos los unicornios son
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rojos”, “todos los unicornios son verdes”, y todos los enunciados del mismo tipo son verdaderos.
Tales generalizaciones se dice que son verdaderas vaciamente. Son generalizaciones verdaderas
vacfamente las que producen contraejemplos a algunas leyes de la 16gica tradicional.

Trataré el caso que Peano consideré primero y lo reexaminaré con la légica fregeana. La regla
de la l6gica tradicional dice que “todo A4 es B” y “ningtin 4 es B” son contrarios, que no pueden
ser ambos verdaderos. La traduccién corriente de esta regla en la 16gica fregeana es:

(Va)(A(z)=B(2)),
(Va)(A(2)=>=B(z)).

Pero si A4 no tiene elementos, entonces ambos enunciados son verdaderos vaciamente, y asf
tenemos un caso en el que los contrarios son ambos verdaderos.

Peano continta resaltando que la misma linea del argumento produce contra-ejemplos
de algunos de los silogismos tradicionalmente aceptados como validos. De hecho, dice: “[...]
si, pues, no podemos obtener la forma ‘todo Bes C, y todo B es A; por lo tanto algin A es
C [..] en esta nueva forma es necesario suponer que la clase B no es vacfa” (Peano 1973 80). En
efecto, “todos los unicornios son perros” y “todos los unicornios son gatos” son ambas verdaderas
vacfamente, pero es sin embargo falso que “algin gato es perro”.

Este punto puede ser objetado, pues aunque esta lista de ejemplos es valida, ellos son
insignificantes ya que nadie quiere razonar acerca de si los unicornios son sabios u otras
cuestiones similarmente frivolas. El ejemplo de los unicornios es de alguna forma frivolo,
pero los casos de predicados cuyas extensiones pueden ser vacfas ocurren en ciencias exactas
y matemadticas. Consideremos, por ejemplo, a Adams y Le Verrier intentando explicar las
perturbaciones en la 6rbita de Urano. Supongamos que formulando su teorfa introducen un
predicado “PBU(x)” asumiendo “x es un planeta mas alla de Urano”. Ahora bien, dado que
Neptuno fue descubierto, resulta que la clase de los x tales que PBU(z) es no vacia; pero
cuando Adams y Le Verrier adelantaron su teorfa, no sabian si la extensién de PBU(x) era
vacia o no. Asi, para poder obtener consecuencias l6gicas de su teorfa, necesitaban unalégica
capaz de cubrir ambos casos.

Exactamente la misma situacién se presenta en matematicas. Supongamos un matemdtico
que trata de probar la conjetura de Goldbach: todo ntimero par mayor que 2 es la suma de dos
primos. El o ella podrian introducir un predicado “ENSP(x)” donde “z es un ntmero par mayor
que 2 que no es la suma de dos primos”. Este predicado puede ser usado en la busqueda de una
prueba de la conjetura de Goldbach. No obstante, atin no sabemos si la conjetura de Goldbach es
verdadera o falsa —no sabemos si la extensién de ENSP(z) es vacia o no vacia—. Por lo tanto,
para razonar con un predicado como ENSP(z) necesitamos una légica que cubra ambos casos: el
vacio y el no vacio. Asf, este es un defecto genuino de la l6gica tradicional que deja de aplicarse
en algunos casos donde los predicados tienen extensiones vacfas.

Consideraremos ahora lo que Frege dijo en el Begriffsschrift acerca de la 16gica tradicional. En
realidad, s6lo menciona la l6gica aristotélica superficialmente en pocos lugares. Sefiala (en un pasaje
ya citado): “[e]n 16gica la gente enumera, siguiendo a Aristételes, todos sus modos de inferencia. Yo
s6lo uso uno [...]” (Frege 1972a 119); y afiade en la pagina siguiente: “[a]lgunos de los juicios que
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remplazan los modos de inferencia aristotélicos seran presentados en §22 (férmulas 59, 62, 65)”
(7d. 120). Estas tres férmulas son relacionadas por Frege con los silogismos Felapton, Fesapo y
Barbara. Finalmente Frege muestra el cuadrado de oposicién légica (¢f. id.135). En la traduccién
Bynum que estoy citando, el Begriffsschrift tiene una extensién de 101 paginas. Todas las
anotaciones sobre la l6gica aristotélica puestas juntas no pasan de una pagina y media, es decir,
menos del 1.5% del total. Esta estadistica da una buena impresién del caracter revolucionario
del Begriffsschrift, aunque cabe recordar que la mayoria de los libros contemporéneos [del
Begriffsschriff] sobre 16gica tratan casi exclusivamente acerca de l6gica tradicional. Sin embargo,
es notable que Frege efectivamente concede demasiado a la l6gica aristotélica: de las siete reglas
de la 16gica tradicional que cita, no menos de cinco dejan de ser universalmente validas desde
el nuevo punto de vista. Atn asf, Frege no se da cuenta de ello.

Empecemos con el cuadrado de oposicién 16gica, que puede ser escrito como en la figura 2.
Frege (1972a 135) muestra el cuadrado de esta forma, excepto que representa los tradicionales
“todo S es P”, “ningtin S es P” y los demas tipos, en su propia notacién légica, la traducciéon de la
que ya hemos hecho mencién. Frege no noté que, con esta traduccion, tres de las cuatro reglas en
el cuadrado de oposicién tienen excepciones. Vimos ya que es posible encontrar contrarios que
son ambos verdaderos. La regla de los subalternos dice que si el primero es verdadero también
lo es el segundo. Pero supongamos que S no tiene elementos, entonces la primera proposicion
de cada subalterna resulta verdadera vacfamente, mientras la segunda proposicién es falsa en
cada caso.

Todo S es P CONTRARIEDAD Ningin S es P
S S
U - U
B L o B
A % A
L P » < L
) & 4= T
E 15 E
= v© 5
N N
A A, o A
Cc = 4 o C
[ Q A 1
0 < O
N N
Algin S es P SUBCONTRARIEDAD Algiin Sno es P
Fig. 2

Segun la légica tradicional, las subcontrarias pueden ser ambas verdaderas, pero no pueden ser
ambas falsas. Sin embargo, si no hay elementos en S entonces ambas subcontrarias son falsas. La
regla de las contradictorias establece que las contradictorias no pueden ser ambas verdaderas, ni
tampoco falsas simultdneamente. Esta es la Gnica ley del cuadrado de los opuestos que contintia
sin excepciones en el sistema de Frege.
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Frege menciona los silogismos Felapton y Fesapo. Como yo descubri en el libro de J. N.
Keynes (!), estos pueden ser expresados como sigue:

Felapton

Ningin M es P,
Todo M es S,

. Algin Sno es P.
Fesapo

Ningin P es M,
Todo M es S,

. Algin Sno es P.

Tanto Felapton como Fesapo pueden ser mostrados como no universalmente validos,
considerando casos en los que no hay elementos de M.

La proposicién (59) de Frege resulta, con nuestras alteraciones usuales a su notacién, asi:

gO)=>(=[0)==(Va)(gla)=Aa))  (59)

Frege hace el siguiente comentario a esta férmula: “Vemos cémo este juicio remplaza uno de los
modos de inferencia, a saber, Felapton o Fesapo, que no son diferenciados aqui puesto que no hay una
materia especifica [por la naturaleza de nuestra ‘notacién conceptual’]” (Frege 1972a 163). Fijando
g=S, /=P, y b=M, vemos que la proposicién (59) de Frege en realidad corresponde tinicamente a
un caso especial de Felapton y Fesapo en el cual “Ningtin M es P” y “Ningtn P es M” son ambas
identificadas con = f(b), y “Todo M es S” es identificado con g(b).

La tUnica que permanece de las leyes de la 16gica aristotélica consideradas por Frege en el
Begriffsschrift es el famoso primer silogismo: Barbara. Este silogismo se mantiene universalmente
vélido al traducirlo a la légica fregeana y Frege suministra razonables contrapartes de dos casos
del silogismo en sus proposiciones (62) y (65).

Deseo concluir esta seccién recalcando una vez mas la analogia entre las revoluciones
de Frege y de Einstein. Durante la revolucién einsteiniana se descubrié que la mecénica
newtoniana, de la cual se pensaba que valia en todos los casos, deja de aplicarse en velocidades
cercanas a la de laluz o en campos gravitacionales fuertes. Similarmente, durante la revolucién
fregeana se descubrié que las leyes de la 16gica aristotélica dejan de aplicarse en casos
especiales en los cuales las extensiones de algunos de los predicados involucrados son vacias.
Asi, en ambas revoluciones se mostré que la sabiduria previamente aceptada tenfa importantes
limitaciones, y podia ser aceptada s6lo con ciertos requisitos significativos. Sin embargo, en
la revolucién fregeana el viejo paradigma fue de hecho abandonado de forma mas radical que
en la einsteiniana. Después de todo, la mecanica newtoniana es todavia ensefiada en los libros
de texto usuales y aplicada en varios —realmente muchos— casos. La légica aristotélica es
totalmente excluida de los libros de texto y, rara vez, por no decir nunca, alguien considera
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formular un argumento 16gico en forma silogistica. Mientras la mecanica newtoniana es
todavia ensefiada y usada, la l6gica aristotélica no es, por lo general, ensefiada ni usada.’
Resumiendo, la revolucién de Frege esta més cerca que la de Einstein de ser una revolucién
Rusa; y puede ser dificil mantener que hubo una revolucién einsteiniana en fisica, pero no una
revolucién fregeana en légica.

4. L0S PROGRAMAS DE INVESTIGACION DE BOOLE, FREGE Y PEANO

Volvamos ahora a una nocién que fue usada particularmente por la escuela popperiana
para analizar el desarrollo de la ciencia. Esta es el concepto de programa de investigacion.
En Elrealismo y el objetivo de la ciencia, Popper introduce la idea de “programas metatisicos de
investigacién” (¢f Pooper 1983 Parte I cap. 2 secciéon 23). Aunque no fue publicado antes de 1983,
tue escrito hacia 1956, e indudablemente influencié a Lakatos en el desarrollo de su metodologia
de programas de investigacién cientifica (¢f. Lakatos 1978). Creo que una forma modificada de
la nocién de Lakatos de programas de investigacién es ttil para analizar el desarrollo de las
matematicas tanto como el de la ciencia.

Un punto muy discutido es como la nocién de Lakatos de programa de investigaciéon se
relaciona con la nocién kuhniana de paradigma y si las dos nociones son realmente diferentes.
Las observaciones sobre paradigmas dadas en la seccién 2 me parece que muestran que de
hecho las dos nociones son distintas y explican en qué difieren. Un paradigma consiste en los
supuestos compartidos por todos los que trabajan en una determinada rama de la ciencia en
un momento particular. Un historiador puede reconstruir el paradigma de un grupo especifico
en un momento particular estudiando los libros de texto usados para instruir a los que desean
ser expertos en el campo en cuestién. Asi pues, un paradigma es aquello que es comn al total
de una comunidad de expertos en un campo y tiempo particulares. En contraste, s6lo unos
pocos de estos expertos (o, en el limite, s6lo uno) pueden estar trabajando en un programa
de investigacién especifico. Propiamente, sélo un pufiado de investigadores vanguardistas
estardn trabajando en un programa de investigacién especifico en un tiempo particular. Un
historiador que quiera reconstruir un programa de investigacién mirara, no los libros de texto
de amplia circulacién, sino los escritos de unas pocas figuras claves. El o ella examinaran
los cuadernos de notas, la correspondencia y las investigaciones publicadas de las figuras
importantes, e ird reconstruyendo el programa en el cual estuvieron trabajando. En general,
entonces, podemos decir que los programas de investigacién difieren de los paradigmas. En
seguida examinaremos algunas de las ideas especificas de Lakatos acerca de los programas
de investigacién.™

o Me tue dicho, tanto por Elliot Mendelson como por Arthur Miller (independientemente), que esta comparaciéon
entre la mecénica newtoniana y la l6gica aristotélica es un tanto inexacta dado que la mecénica newtoniana fue usada antes
de Einstein, y atin es usada, mientras que la lé6gica aristotélica fue siempre inservible —jexcepto por los textos de 16gical—.
Hay alguna verdad en esto, aunque puede ser dicho, por otra parte, que en la Edad Media fue una préactica comun intentar
argumentar en forma silogistica.

o Algunas de las siguientes reflexiones sobre Lakatos fueron presentadas en forma temprana en mi contribucién,
titulada “Critiques et développements de la philosophie d'Imre Lakatos”, en una mesa redonda sobre “Imre Lakatos dans
le contexte du debat philosophique du xxéme siecle” llevado a cabo en el Collége International de Philosophie, en Paris, en
Marzo de 1987. En esa ocasion recibi titiles comentarios de mis compafieros portavoces (Luce Girad y Guilio Giorello), del
presidente (Marco Panza) y de numerosos miembros de la audiencia —particularmente de Luciano Boi y de Jean Petitot—.
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Lakatos caracteriza sus programas de investigacién cientifica usando dos conceptos: la
heurfstica positiva del programa, y su ntcleo fuerte [hard core|. Prefiero el uso del primero de
estos conceptos. Un cientifico necesita algo que gufe su investigacién —en efecto, una heuristica
positiva—. Prefiero, de cualquier modo, no usar el concepto de ntcleo fuerte.

Para Lakatos, el niicleo fuerte de un programa estd conformado por un conjunto de supuestos
que aquellos que trabajan en el programa propuesto sostienen atin contra la evidencia que parece
contradecirlos. La dogmatica decisién de nunca abandonar un conjunto particular de supuestos
me parece contradecir la mentalidad abierta requerida para hacer una buena investigacién. Por
lo tanto, no pienso que los mejores investigadores tengan nicleos fuertes en sus programas; y
aun si algunos investigadores tienen ntcleos fuertes, serfa mejor que no los tuvieran.

Habiendo abandonado el concepto de ntcleo fuerte, quisiera introducir otro concepto que, junto
con el de heuristica positiva, puede ser tomado como caracteristico de un programa de investigacién
cientifico o matematico. Este es el concepto de propésito o meta del programa de investigacién. La
importancia de este concepto es, creo, bastante obvia: después de todo, una investigacion cientifica o
matematica es una actividad humana consciente y por lo tanto tiene una meta.

Un buen ejemplo de programa de investigacién matematica es el programa de Hilbert, cuyo
propdsito era encontrar una prueba finita de consistencia para la aritmética y realmente para toda
la matematica clésica. La heuristica positiva estaba compuesta de los métodos metamatematicos
desarrollados por Hilbert y su escuela. El resultado del programa fue mostrar (segundo teorema
de incompletitud de Godel) que su meta no podia ser alcanzada.” De hecho este resultado no es
raro: progresos significativos ocurren muy frecuentemente en matematicas mostrando que el
propoésito de un programa de investigacién particular no puede ser realizado.

En una revolucién en matematicas hay siempre un cambio de un viejo programa de investigacion
(digamos R|) a uno nuevo (digamos R ). Podemos ilustrar esto con el ejemplo del descubrimiento de
las geometrias no euclidianas, analizado en méas detalle por Zheng en “Non-Euclidean Geometry and
Revolutions in Mathematics” (RM 169-182). El propésito del viejo programa R_ era probar el quinto
postulado de Euclides usando los otros postulados y tal vez también algunos supuestos adicionales
mds obvios que el quinto postulado. R era un programa tradicional. Comenzado por los griegos, fue
continuado por los drabes y por los matematicos europeos de los siglos xvir y xvii. El propésito de
R, era desarrollar una geometrfa diferente de la euclidiana, pero igualmente consistente. El aparato
conceptual de los programas de investigacién muestra ciertos aspectos de la historia. Por ejemplo,
Saccheri, mientras trataba de probar el quinto postulado por el método de reductio ad absurdum,
encontro ciertos teoremas de geometria no euclidiana, los cuales fueron posteriormente publicados
por Bolyai y Lobachevsky. Pero Saccheri no descubrié la geometria no euclidiana porque atin estaba
trabajando en el viejo programa R . El descubrimiento de la geometria no euclidiana fue, en efecto,
la introduccién de un nuevo programa de investigacion.

El cambio de un viejo programa de investigacién R a uno nuevo R_es una condicién necesaria
para una revolucién en matemadticas; pero no es una condicién suficiente, porque tal cambio de
programa puede generar progresos matemdticos, pero quedarse corto para ser una revolucién.

11

Esto es, pienso, el punto de vista estandar, pero, como Charles Chihara y Moshé Machover me sefialaron, no todos
estan de acuerdo con esta posicién. Para ver una visién alterna, ver Detlefsen (1986).
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Aqui, sin embargo, podemos establecer una conexién entre los conceptos de programa de
investigacion y paradigma, pues un cambio de programa marca el inicio de una revolucién si el
programa conduce al desarrollo de un nuevo paradigma. Los programas de investigacién que
generan nuevos paradigmas pueden ser llamados programas revolucionarios de investigacion.

Hasta ahora hemos discutido el programa de investigacién en términos generales, pero ahora
veremos cémo aplicarlo a la revolucién fregeana en légica. Aqui serd ttil considerar los programas
de investigacion de Boole, Frege y Peano. Argumentaré que el programa de investigacién de Boole,
aunque condujo a progresos en légica, no tuvo un caracter revolucionario y que los de Frege y
Peano si lo tuvieron. En concordancia con las observaciones hechas, describiré cada uno de los
tres programas de investigacion, primero, en términos de sus propésitos o metas y, segundo, en
términos de los desarrollos heuristicos trabajados en el programa.

Empecemos considerando el programa de investigacién de Boole en 16gica. Boole perteneci6
a la escuela britdnica de dlgebra que floreci6 en el siglo xix. Los miembros de esta escuela
desarrollaron nuevas técnicas y sistemas algebraicos, y los aplicaron a una variedad de
problemas en matematicas y fisica. La primera obra de investigacién matematica de Boole, “Un
método general en andlisis” (1844), aplica esta de clase aproximacién al analisis desarrollando
un célculo de operadores. Su siguiente idea fue tratar la 16gica de la misma forma, es decir,
reducir los métodos de la légica tradicional a un calculo algebraico. El titulo de la obra de
Boole de 1847, El andlisis matemdtico de la logica, un ensayo hacia un cdlculo del razonamaiento
deductivo, indica claramente el programa de Boole. Asi pues, el propdsito del programa de
investigaciéon de Boole fue expresar la 16gica tradicional en términos de un calculo algebraico;
su heurfstica fue usar las diferentes técnicas y sistemas algebraicos desarrollados por la escuela
matematica a la cual pertenecia.

Un examen del clasico de Boole E/ andlisis matemdtico de la logica corrobora este andlisis
de su programa de investigacién. En el primer capitulo de su libro “Primeros principios”,
Boole seiiala las operaciones bésicas de su calculo algebraico. Los siguientes cuatro capitulos,
que constituyen el centro de la obra, se titulan “De la expresién y la interpretacion”, “De la
conversion de proposiciones”, “De los silogismos” y “De las hipotésis”. La estructura de cada
uno de estos capitulos es la misma. Boole empieza resumiendo las reglas y procedimientos de la
l6gica tradicional en el campo en cuestién y luego muestra cémo pueden traducirse a su sistema
algebraico. Asi, el capitulo “De los silogismos” empieza con una corta sinopsis de la doctrina
tradicional de los silogismos, dando la forma general de un silogismo, las cuatro figuras del
silogismo, e incluso los versos latinos para recordar los 24 silogismos supuestamente validos
(Barbara, Celarent, Darii, etc.). Boole procede entonces a mostrar cémo los silogismos pueden
ser traducidos en su sistema de ecuaciones algebraicas y como el razonamiento silogistico puede
ser llevado a cabo por una manipulacién algebraica de estas ecuaciones. Asf, Boole esta, en efecto,
traduciendo la l6gica tradicional a férmulas y manipulaciones algebraicas. Por supuesto, su nueva
notacién y aproximacién sugiere extensiones de la légica tradicional en varios puntos, pero
no hay nada en el programa que prometa traer una alteracién dramatica en el contenido de la
l6gica tradicional. La obra de Boole puede ser comparada con una reformulacién de la mecanica
newtoniana con un sistema matematico méas poderoso (digamos un sistema mas de analisis que
de geometria). Tal reformulacién bien pudo haber sido un importante paso, pero no pudo ser un
intento de remplazar la mecanica newtoniana por una nueva clase de mecanica.
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Unas pocas estadisticas ayudan a presentar la conservativa, mas que revolucionaria, naturaleza
del avance de Boole. La edicién de Blackwell en 1948 de El andlisis matemdtico de la l6gica (1847)
consta de 82 paginas y los cuatro capitulos centrales que tratan la l6gica tradicional ocupan 40
péaginas, el 49%. En particular, el capitulo “De los silogismos” tiene 17 paginas, siendo asf el 21%
de la monografia. Asf, el porcentaje de la obra de Boole que trata los silogismos (21%) es casi
tan grande como el porcentaje, sobre el mismo tépico, del libro de J. N. Keynes de 1884 (29%). El
contraste con el Bregriffsschrift, que dedica menos del 1.5% de su espacio a la 16gica tradicional, es
particularmente sorprendente. ;Pero qué, entonces, conduce a Frege a realizar tal rompimiento
dramatico con la l6gica aristotélica? La respuesta estéd en el programa de investigacién de Frege,
que consideraremos a continuacion.

El propésito del programa de investigacién de Frege (el programa logicista) era mostrar que la
aritmética podia ser reducida ala l6gica. El programa fall6 en alcanzar su meta. El intento de Frege
tue viciado por la paradoja de Russell, y los esfuerzos posteriores de Russell fallaron por el primer
teorema de incompletitud de Godel, ademas de otras dificultades. De cualquier forma, pocos exitosos
programas de investigacion han sido tan fructiferos intelectualmente como el fracasado programa
logicista. Mostraré como el programa logicista dio origen a una revolucién en la lé6gica formal, pero
eso estd lejos de ser el fin del asunto. La obra de Frege en su programa logicista produjo avances
en filosotfa y también en la teorfa del lenguaje, aunque esto no lo consideraremos acéd.”

Frege expone su programa logicista en The Foundations of Arithmetic (1968), aunque, como
veremos, habfa formulado su programa y comenzado su trabajo antes de la aparicién del
Begriffsschrift en 1879. El programa logicista de Frege de alguna forma se origina en una critica
a la teoria de la aritmética de Kant. De acuerdo con Kant, las verdades aritméticas son sintéticas
a prioriy basadas en la intuicién. Frege piensa que, por el contrario, las verdades aritméticas son
analiticas e independientes de la intuicién en el sentido kantiano (es decir, la intuicién como una
forma de sensibilidad). Frege empez6 su investigacién dando una nueva definicién de lo analitico,
que vio cémo una generalizacién de la de Kant. Frege establecié esta definicién como sigue:

Su objetivo, pues, es encontrar la prueba y retrotraerla hasta las verdades originarias. Si por este
camino se llega a leyes l6gicas generales y a definiciones, entonces se tiene una verdad analitica,
para lo cual se presupone que también se toman en consideracién los enunciados en los que se basa
la admisibilidad de una definicién. Si, por el contrario, no es posible llevar a término la prueba sin
utilizar verdades que no son de naturaleza l6gica general, sino que estan relacionadas con un campo
particular del saber, entonces el enunciado sera sintético. (Frege 1968 27)

El propésito del programa logicista de Frege era mostrar que las verdades de la aritmética
son analiticas en este sentido. Tal conclusién a algunos puede parecerles bastante implausible,
ya que la aritmética involucra entidades especiales —los ntiimeros naturales o, 1, 2, 3, ..., , ... (los
cuales se ven muy distintos de alguna cosa que ocurra en légica)— y procede de acuerdo con
modos especiales de razonamiento; particularmente, el principio de induccién matematica

P)A(Yn)(P(n+1))=>(Vn)P(n)*,

s En general, el presente articulo se enfoca hacia la contribucién de Frege a la l6gica formal o matemética. Las dos
décadas anteriores han visto la publicacién de varios libros que tratan la obra de Irege en un sentido mas amplio. Tres en
particular, los cuales expresan diferentes puntos de vista: de Dummett (1973), Currie (1982) y Wright (1983).

’ En el original errado, naturalmente se trata de (P(0)A(V#) (P(n)—>(P(n+1)))—>(Vn)P(n). (Nota de los Traductores)
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que parece diferente del razonamiento 16gico ordinario. Sin embargo, esperaba superar tales
objeciones definiendo ntimero en términos de nociones puramente l6gicas y mostrando que
la induccién matematica puede ser reducida a la inferencia légica ordinaria. Como dice en la
introduccién de The Foundations of Arithmetic: “|...] de la presente obra podra desprenderse que
incluso una inferencia matematica aparentemente singular, como la que pasa de n a n+1, se basa
en las leyes l6gicas universales [...]” (Frege 1968 15).

El prefacio del Begriffsschrift de 1879 muestra que Frege tenfa, por ese tiempo, no sélo
formulado su programa logicista, sino que ya tenfa completamente adelantado mucho trabajo en
él. Efectivamente, el Begriffsschrift mismo es el primer fruto del trabajo en el programa logicista.
El segundo paragrafo provee, de hecho, su nueva definicién de lo analitico y de lo sintético (aunque
realmente no introdujo estos términos). Frege dice:

Ahora, mientras consideraba la cuestién de a cudl de estos dos tipos [de verdad] pertenecen los juicios
aritméticos, primero tuve que examinar hasta dénde una [verdad]| puede obtenerse en aritmética
por medio de deducciones l6gicas solamente, apoyadas iinicamente en las leyes del pensamiento, las
cuales trascienden todos los particulares. El procedimiento en este esfuerzo fue éste: busqué primero
reducir el concepto de ordenamiento-en-una-sucesién a la nocién de ordenamiento /ggico, con miras
a avanzar de este punto al concepto de ntimero. A fin de que algo intuitivo (etwas Anschauliches)
no pudiera pasar inadvertido aqui, era mas importante conservar la cadena de razonamientos sin
huecos. Mientras procuraba cumplir con esta condicién rigurosamente, encontré un obstaculo en
la inadecuacion del lenguaje; a pesar de toda la pesadez de las expresiones, la mas compleja de las
relaciones obtenidas resulté menos precisa de lo que mi propésito requeria. De esta deficiencia
provino la idea de la “notacién conceptual” presentada aqui. (Frege 1972a Prefacio y 104)

Este es un pasaje muy interesante, porque nos da una idea de la heurfstica empleada por
Frege para trabajar en su programa. El parece haber tomado verdades particulares de la
aritmética e intentado encontrar una forma de probarlas a partir de premisas que pudieran
ser reconocidas como “leyes del pensamiento que trascienden todos los particulares”, esto
es, como principios 16gicos generales. Intenté asegurar que sus pruebas involucraban “sélo
deducciones légicas” y que nada intuitivo (Anschauliches) pasaba inadvertido. Esto, por supuesto,
tue porque deseaba desechar la idea de que cualquier clase de intuicién kantiana era necesaria
como base de la aritmética. Encontré, sin embargo, que el lenguaje ordinario era inadecuado
para la formulacién de las pruebas rigurosas que requeria, y esto le dio la idea de desarrollar

su Begriffsschrift.

Este recuento de la génesis del Begriffsschrift expone un curioso rasgo del trabajo que atin
no he mencionado. Frege da un desarrollo axiomatico-deductivo del calculo de proposiciones
y del célculo de predicados de primer orden en las partes 1y 11, pero la parte 111 es dedicada
al extrafo tema “Algunos tépicos de una teoria general de sucesiones”. Al introducir la
parte 111, se seflala suavemente: “[lJas siguientes derivaciones son propuestas para dar una
idea general de como manipular esta ‘notaciéon conceptual’, aunque ellas no basten, tal vez, para
revelar enteramente las ventajas que posee” (Frege 1972a 167). El lector es dejado en la oscuridad
sobre las razones de Frege para desarrollar una “teorfa general de las sucesiones”. De cualquier
forma, estas razones son dadas en un trabajo posterior. De hecho, en The Foundations of Arithmetic
(1968 103), Frege cita del Begriffsschrift (1972a 173-174) la definicién de ‘y es el siguiente de x en
la @-serie’, y luego comenta: “[s]6lo mediante esta definicién de la sucesién en una serie es posible

20 - segundo semestre de 2009



La revolucién fregeana en l6gica

reducir la inferencia de 7 a (n+1), que aparentemente es peculiar de la matemadtica, a las leyes l6gicas
generales” (Frege 1968 104). Asi todo resulta claro. Frege desarrolla una “teorfa general de
sucesiones” para mostrar que el principio de induccién matematica puede ser reducido a las leyes
generales de la 16gica; y esto, como hemos visto, es una parte importante del programa logicista.

El programa de investigaciéon de Frege es obviamente muy diferente del de Boole. Este tltimo
tomo el cuerpo aceptado de la l6gica tradicional como su punto de partida y su propésito era
reducirlo a un calculo algebraico. El punto de partida de Frege, por el contrario, era un cuerpo
de verdades aritméticas que intentaba probar l6gicamente a partir de premisas que podian ser
reconocidas como principios l6gicos generales. Considerando que la 16gica tradicional no juega
un papel en el programa fregeano, vemos en esto la explicacion de por qué el 49% de El andlisis
matemdtico de la l6gica (1948) de Boole se refiere a la 16gica tradicional, frente al menos del 1.5%
del Begriffsschrift de Frege.

Ahora mostraremos por qué el programa de Frege produjo mayores innovaciones en légica
que las producidas por el de Boole. El punto realmente es mas simple de lo que parece. Frege
tuvo que hacer totalmente explicitos todos los principios 16gicos necesarios en un desarrollo
deductivo de la aritmética y de hecho muchos de estos iban mas alla de cualquier cosa que haya
sido reconocida en la l6gica tradicional. Por otro lado, habfa, como ya argumenté, pocas razones
para pensar que el programa de Boole conducia a fuertes cambios en el contenido de la 16gica
tradicional.

Podemos ampliar esto considerando uno de los més significativos avances de Frege en 16gica
—su introduccién de cuantificadores—. Realmente la teorfa de la cuantificacién es necesaria
para formalizar la aritmética. Consideremos la bien conocida verdad de la aritmética: hay un
nimero primo mayor que cualquier nimero dado. Si tomamos “m, es un nimero primo” como
Pr(m), ésta viene a ser:

(Y n)(Im)(Pr(m)A(m >n)).

Sin embargo, aqui tenemos los cuantificadores anidados (V7)(dm), y esto va més alld de
cualquier cosa encontrada en la légica tradicional. Entonces de nuevo, al expresar el principio
de induccién matematica en su forma de primer orden

(P(o)A(Y n)(P(m)=(P(n+1)))—=>(Vn)P(n),

es indispensable la nocién de alcance de un cuantificador. Esta nocién es introducida por Frege
en el Begriffsschrift (1972a 131). De manera significativa, Frege va a usar el concepto de alcance de un
cuantificador en la parte 111 del Begriffsschrift cuando desarrolla su teorfa general de sucesiones. De
hecho, parte de la férmula (69) del Begriffsschrift (id. 167) es (traducida a la notacién moderna usual):

(Vb)(F(b)=>(Va)(f(b,a)—F(a)).

Frege toma esto para significar que la propiedad F es hereditaria en la fsucesién. Este
concepto, de una propiedad que es hereditaria en la_f~sucesién, es luego usado para definir “y es
el siguiente de x en la fsucesion”, y esta definicién, como hemos visto, es una parte fundamental
en el intento de Frege de reducir la induccién matemadtica a una inferencia légica.
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De esta forma el programa logicista de Frege proporcion el estimulo para sus avances en l6gica
formal, pero, si el asunto es considerado cuidadosamente, se podria pensar que tinicamente una parte
de este programa habrifa sido suficiente por s{ misma para proveerse los estimulos necesarios. El
punto crucial del programa es desarrollar la aritmética como un sistema formal axiomatico-deductivo,
esto es, como un sistema axiomatico-deductivo en el cual la l6gica subyacente se hace totalmente
explicita. Esta visién, creo yo, podria ser soportada considerando la obra de Peano en légica y los
fundamentos de la aritmética. Pasemos pues, del programa de investigacién de Frege al de Peano.

El programa de investigacién de Peano puede ser descubierto en su Arithmetices Principia
Nova Methodo Exposita (1889). EI propésito del programa fue desarrollar la aritmética como un
sistema axiomatico-deductivo, en el cual la 16gica subyacente se hace completamente explicita.
El programa difiere del programa logicista en que Peano no pensé que los axiomas podian ser
principios l6gicos generales. Por el contrario, pensaba que los axiomas contendrfan nociones
aritméticas primitivas, irreductibles a la l16gica:

Aquellos signos aritméticos que pueden ser expresados usando otros, junto con los signos de la16gica,
representan las ideas que podemos definir. Asf, he definido todos los signos, si se exceptiian los cuatro
que esta contenidos en las explicaciones del §1. [Estos son: niimero (entero positivo), unidad, sucesor
e identidad (de ntimeros).] Si, como creo, éstos no pueden ser atin mas reducidos, entonces las ideas
que expresan no pueden ser definidas por las ideas ya supuestas como conocidas. (Peano 1973 102)

Aunque el programa de investigacién de Peano difiere del programa de investigacion logicista,
el primer teorema de incompletitud de Godel mostré que, tanto aquél, como el programa logicista,
no podian ser llevados a cabo completamente.

La heuristica del programa de Peano también difiere en algunos aspectos de la del programa
de Frege. En particular, como he sefialado en la seccién 3, Peano tomé la nocién de clase como una
nocién légica bésica, mientras que Frege tomé la nocién de concepto como basica e introdujo las
clases s6lo como extensiones de conceptos. Como veremos, estas diferentes perspectivas resultaron,
en los desarrollos l6gicos de Peano, un poco diferentes de los de Frege.™

Si nuestra tesis general es correcta, Peano deberfa, como Frege, haber sido conducido por su
programa de investigacién a realizar avances en légica superiores a todos los alcanzados por Boole.
Este es realmente el caso. Por ejemplo, Peano fue forzado por los requisitos de su programa de
aritmética a encontrar algtin medio de expresion el cual es ahora expresado usando los cuantificadores
universal y existencial. Revisaremos a continuacién lo que hizo.

El primer pasaje relevante es éste:

Si las proposiciones a, b, contienen las cantidades indeterminadas z, ¥,..., esto es, expresan condiciones
sobre estos objetos, entonces a D, bsignifica: cualesquiera sean , 3,.. ., de la proposicién a se deduce
b. Si realmente no hay peligro de ambigiiedad, en lugar de D, , _escribimos s6lo D. (Peano 1973 105)

Este recurso permite a Peano expresar proposiciones como:

(Va)(A(z)=B(z)), (V) (Vy)(A(2, 3)—>B(, 5)-

b Es interesante que Dedekind estaba de acuerdo con Peano al tomar clase como una nocién légica basica. La dife-
rencia entre este acercamiento y el de I'rege es discutida en otra parte (¢f. Gillies 1982 caps. 5y 8).
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Sin embargo, no puede usarlo para expresar directamente proposiciones como:
(Va)d(x),  QAz)(A(x)=Bz)), (V)@ ).

Para incrementar el poder expresivo de su simbolismo, Peano hizo uso de la nocién de clase,
que, como hemos visto, la considera como una nocién légica bésica. Asi, escribe:

Sea a un proposicién que contiene la indeterminada x; entonces la expresion [zg] 4, la cual se lee los
x tales que a, o soluciones o raices de la condicién g, indican la clase que consiste en los individuos que
satisfacen la condicién a. (Peano 1973 108)

Usando esta herramienta de abstraccién de clases, Peano pudo expresar la cuantificacién
existencial. Por ejemplo, (3x)a(x) lo pudo escribir como [z€].a: — = A, donde A es la clase vacia, y
“~="significa “no es igual a”. Realmente, Peano tiene que hacer uso de este recurso para expresar
algunos de los teoremas en su subsiguiente desarrollo de la aritmética. Por ejemplo, su seccién 8
Teorema 12 (¢f Peano 1973 126) serfa escrita usando los cuantificadores usuales asf:

(Y, )P q¢ N—>@m)(mp/ g N),

donde N representa la clase de los ntiimeros naturales (enteros positivos). Peano lo escribe de
la siguiente forma:

P, g€ N.D[meg]: me N.mp/geN .. —= A.

En un escrito posterior, “Estudios en l6gica matematica” de 1897, Peano introduce explicitamente
el cuantificador existencial, como sigue:

La proposicién a ~ = A, donde a es una clase, de este modo significa ‘existe algtin @'. Ya que esta
relacién ocurre muy frecuentemente, algunos trabajos en este campo sostienen que es ttil indicarla
con una notacién simple, en vez de el grupo ~ = A. La siguiente definiciéon puede hacerse:

19a¢e K.D:da.=.a~=~n Def.
EjemprrLo
AN*N(N*+N?) ‘Existen cuadrados que son la suma de dos cuadrados’. (Peano 1973 203)

Podemos ver que el Ja de Peano tiene el mismo significado que el moderno (3x)(x € a).

La dificultad bésica con la aproximacién de Peano a la teorfa de la cuantificacién es que usa el
recurso de abstraccién de clases [z€]a, y de esta forma asume implicitamente el llamado “axioma

de comprehensién”: (3y)(Vx)(zey <> a(x)). Sin embargo, la paradoja de Russell como mostraré,
es derivada de este axioma en unas pocas lineas.

Sélo tenemos que sustituir a(x) por x & x (x no es un miembro de s{ mismo) para obtener
(A)(Va)(z € y>a & 2).

Poniendo B (por Bertie) en lugar de y, tenemos (Vx)(x € Be>x & x) y entonces, BEB <> B & B,
lo cual es una contradiccion.

La aproximacién de Frege a la cuantificacién, que es la moderna, no se ve afectada por
la paradoja de Russell y, asi, el sistema de la de l6gica de Frege se ve menos afectado por la
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paradoja de Russell que el de Peano. Podemos atribuir esta diferencia a la gran perspicacia
légica de Frege, aunque tal vez s6lo tuvo suerte. Frege no rechazé el problematico principio
de abstraccién de clases. Como vimos en la seccién 3, Frege (1984 240) se declaré a si mismo de
acuerdo con la abstraccion de clases de Peano. Realmente, en su Grundgesetze der Arithmetik (1893),
Frege introduce la extensién de un concepto, que es equivalente a la de abstraccién de clases
de Peano. La extensién de un concepto tiene que satisfacer la Ley v bésica del Grundgesetze, de
la cual se sigue simplemente el axioma de comprehension. Ciertamente una versién del axioma
de comprehensién aparece como Teorema 1 del Grundgesetze. Todo esto muestra que Frege no
se percat6 de los peligros que envolvia la nocién de extensién de un concepto. Sin embargo, no
usé las extensiones de conceptos en su desarrollo de la teorfa de cuantificacién, la cual es, por lo
tanto, superior a la de Peano, desde el punto de vista moderno. Aun asi, aunque Peano no fue tan
exitoso como Frege, al igual que éste fue conducido por su programa de investigacién mucho
maés alla de los confines de la l6gica aristotélica tradicional.

Lo fructifero de los programas de investigacién de Frege y de Peano es una sorprendente
ejemplificacion de las ideas que Grosholz propone en “Was Leibniz a Mathematical Revolutionary?”
(RM 117-133). Grosholz argumenta que la reunién de dominios conectados puede a veces resultar
en un significativo y rdpido aumento del conocimiento. Ella ilustra esto con un recuento de cémo
Leibniz inventé y desarrollé el calculo por medio de su sintesis de la geometria, el dlgebra, la teorfa
de ntimeros y la mecéanica. Similarmente, los avances revolucionarios de Frege y Peano surgieron
de reunir la I6gica con la aritmética. Grosholz adicionalmente argumenta que la reduccién de un
dominio a otro es menos fructifera que una unificacién parcial en la cual los dominios “[c]lomparten
algo de su estructura al servicio de la solucién del problema, sin embargo retienen su caracter
distintivo” (RM 118). A primera vista parece que esta descripcién se ajusta a Peano mejor que a
Frege, dado que la meta de Frege era reducir la aritmética a la 16gica. Realmente, no obstante,
me parece que la idea de Grosholz se aplica a ambos pensadores, puesto que, aunque Frege
tenfa como propésito la reduccién de la aritmética a la 16gica, en la practica consiguié sélo una
unificacién parcial de los dos dominios.

Los progresos hechos por Peano en légica pueden igualmente conducir a cuestionar la
conveniencia de la expresién “la revolucién fregeana en légica”. Puede ser argumentado que,
si bien Frege fue indudablemente brillante y realizé grandes adelantos en légica, su trabajo,
infortunadamente, no fue leido o apreciado, de modo que la l6gica moderna actual no se deriva de
Frege, sino del trabajo de Peano como fue desarrollado por Russell. S6lo después de que se completd
la revolucién, puede argumentarse, los trabajos de Frege fueron descubiertos y apreciados. Asf,
Frege se anticip6 a una revolucién, de la cual, de hecho, hizo poco o nada para efectuarla.’s

Este punto de vista es plausible, pero ha sido presentado como falso por Nidditch en su
importante articulo “Peano and the Recognition of Frege” (1963). Aqui Nidditch demuestra
convincentemente que a lo largo de los afios go del siglo x1X, cuando se desarrollaba su programa
en légica matemdtica, Peano tenfa conocimiento del trabajo de Frege y lo habia estudiado
cuidadosamente. Niddtich también muestra que fue a través de Peano que Russell llegé a conocer
el trabajo de Frege y que Russell también estudié y tuvo en cuenta los escritos de Frege. En una

s Esta objecién fue hecha cuando, el 22 de Junio de 1989, lef una versién previa de este articulo al taller de funda-
mentos de las matemdticas en la Universidad de Cambridge.
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etapa posterior Frege fue estudiado por Hilbert y por Church. Todo esto justifica la afirmacién
hecha anteriormente de que, aunque Frege fue lefdo por pocas personas, entre éstas se incluyen
figuras clave, de manera que Frege ejerci6é una importante influencia en la revolucién en légica
durante todo su desarrollo y no sélo después de conseguida la victoria.

Nidditch (1963) da una detallada lista de todas las referencias a Frege publicadas por Peano. Aqui
menciono sélo algunas de ellas. La primera referencia de Peano a Frege aparece en “Los principios
de la l6gica matematica” (1891), donde dice que en el Begriffsschrift Frege introduce una notacién
para la implicacién a->b (notacién bidimensional de Frege, que consideraremos en la siguiente seccion).
Esto muestra que Peano conocia el Begriffsschrift en 1891. En 1895 Peano public6 una resefia del Volumen
1 de Grundgesetze der Arithmetik (1893). Frege escribi6 una carta a Peano, fechada el 29 de septiembre de
1896, contestando dicha resefia, y Peano publicé la carta con una respuesta (Peano 1899). Mientras tanto,
Frege escribi6 un articulo, al cual ya hemos hecho referencia, discutiendo la notaciéon conceptual de
Peano. Este fue publicado en 1897. Estos intercambios muestran que puede ser bastante equivocado
considerar a Frege completamente aislado e ignorado por Peano y su escuela.

Es, sin embargo, igualmente equivocado atribuir todo a Frege y olvidar las contribuciones de
Peano y sus seguidores. La mas importante contribucién intelectual dejada por Peano esté tal vez
en la notaciéon que ided para la l16gica matematica. Casi todas las notaciones l6gicas modernas
son tomadas directamente de Peano o son variaciones sencillas de la notacién por él usada; el
cuantificador existencial considerado antes en esta seccién es un bonito ejemplo. En contraste,
la notacién bidimensional de Frege tuvo un gran niimero de limitaciones importantes, las cuales
consideraremos en la siguiente seccién, y probablemente constituyeron una barrera importante
en la comprensién y aceptacién de sus ideas.

La segunda contribucién importante de Peano al desarrollo de la nueva légica tiene un caracter
mas sociolégico. Frege, por toda su genialidad, fue un individuo aislado e introvertido, que tuvo gran
dificultad para llevar sus ideas a otros miembros de la comunidad académica interesada en el tema.
En contraste, Peano fue una persona gregaria y sociable. Organizé un grupo de estudiantes para que
le ayudaran a continuar con el desarrollo de la l16gica matemadtica, y realizaba conferencias cuyo tema
era la importancia de la materia misma. Fue a través de la escuela de Peano que Bertrand Russell se
interesé en la 16gica matematica. Como Russell dice en su Autobiografia (1967):

En Julio de 1900, hubo un Congreso Internacional de Filosofia en Parfs en conexién con la Exhibicién
de ese ano. Whitehead y yo decidimos ir a este congreso y acepté una invitacién para leer un articulo
allf [...]. El congreso fue un cambio de posicién en mi vida intelectual, pues allf encontré a Peano. Ya
lo conocfa por nombre y habifa visto algo de su obra, pero no me habfa tomado la molestia de dominar
su notacion. En las discusiones del congreso, observé que era siempre més preciso que cualquiera
y que invariablemente obtuvo lo mejor de cualquier argumento sobre el que se embarcara. Cuando
los dfas pasaron, pensé que esto se debfa a su l6gica matemética. Conseguf por consiguiente que él
me diera todos sus trabajos y tan pronto como culminé el congreso, me retiré a Fernhurst a estudiar
calladamente cada palabra escrita por él y por sus discipulos. Era claro para mf que su notacién se
permitia el lujo de ser un instrumento de analisis l6gico tal como lo habia buscado hace afios, y que
estudiandolo estaba adquiriendo una nueva y poderosa técnica para el trabajo que querfa realizar
desde hace tiempo. Por el final de agosto ya estaba familiarizado completamente con la obra de su
escuela. Pasé septiembre extendiendo sus métodos a la l16gica de relaciones. Parece ser, en mirada
retrospectiva, que en ese mes todos los dfas fueron calurosos y soleados. (144)
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De hecho, Peano concebia el desarrollo de la nueva légica como una actividad colectiva. Animé
a novatos, como Russell, a trabajar en la materia, y traté de incorporar los resultados de otros
investigadores, tales como Frege, en su sistema. Su actitud se hace muy clara en la respuesta a la
carta de Frege, donde empieza refiriéndose a “[...] la carta mas importante del Sefior Frege, que
contribuira a la clarificacién de varias dificultades y puntos controversiales en 16gica matemética”
(Peano 1958 295), y termina diciendo que: “[e]l Formulario di Matematica no es el trabajo de un
individuo, sino una empresa de colaboracién mutua; todas las observaciones que contribuyan a
su crecimiento y mejorfa serdn recibidas con gratitud” (Peano 1958 296). Un nuevo paradigma
nunca es el trabajo de un genio aislado, con todo lo brillante que sea. Su creacién requiere alguien
que pueda organizar un grupo de investigadores y despertar el interés en las nuevas ideas entre
la amplia comunidad académica.

5. ALGUNAS CARACTERISTICAS ADICIONALES DE LAS REVOLUCIONES EN MATEMATICAS

Los anteriores colaboradores de este volumen [Revolutions in Mathematics) han discutido
acontecimientos que pueden ser caracteristicos de las revoluciones en mateméticas. Resulta interesante
ver si estas caracteristicas estuvieron presentes en el caso de la revolucién fregeana en 16gica; dedicaré
la seccién final de este articulo a investigar este asunto. Mas especificamente, consideraré dos
caracteristicas propuestas. La primera, sugerida por Dunmore, es el cambio de metanivel; la segunda,
discutida por Dauben y Giorello, es la resistencia a las nuevas ideas (o incluso contrarrevolucién).

Empecemos entonces con el criterio de Dunmore para revoluciones en matematicas. De acuerdo
con ella, una revolucién en matematicas ocurre si y sélo si una doctrina de metanivel sobre las
matematicas es “derrocada e irrevocablemente desechada” y es remplazada por una nueva visién.
Por ejemplo, antes de la geometria no euclidiana, virtualmente todos los mateméticos se suscribfan
a la doctrina de metanivel de que habia s6lo una geometria posible, llamada geometria euclidiana,
que la verdad de esta geometria podia ser establecida a prior7 y que esta geometria era la geometria
correcta del espacio. Después del descubrimiento de la geometria no euclidiana esta doctrina fue
“derrocada e irrevocablemente desechada”, para ser reemplazada por la visién de que un cierto ntimero
de geometrias diferentes son posibles. Debido a este cambio de metanivel, el descubrimiento de la
geometria no euclidiana es, para Dunmore, una revoluciéon en mateméticas. Dunmore ha hecho, segtin
creo, una importante contribucion en atraer la atencién a la que es una caracteristica frecuente de las
revoluciones en matemdticas. Particularmente, trataré de mostrar ahora que el cambio de metanivel
ocurre en la revolucién de Frege en légica.

Antes de la revolucién fregeana en 16gica era ampliamente sostenida la creencia de metanivel
de que lalégica tradicional contenfa una formulacién completa y definitiva de las leyes de la 16gica.
Este punto de vista se encuentra de manera muy clara y explicitamente en Kant. Este siempre
supuso que la visién aristotélica de los juicios tiene la forma sujeto/predicado, y su tabla de
categorifas supuestamente a priori es basada en su propia version de la 16gica tradicional. Ademas,
en el prélogo a la segunda edicién de la Critica de la razén pura dice sobre la 16gica:

Que la l6gica ha llevado ya esa marcha segura desde los tiempos mas remotos, puede colegirse,
por el hecho de que, desde Aristételes, no ha tenido que dar un paso atras, a no ser que se cuenten
como correcciones la supresién de algunas sutilezas inttiles o la determinacién mads clara de lo
expuesto, cosa empero que pertenece mas a la elegancia que a la certeza de la ciencia. Notable es

20 - segundo semestre de 2009



La revolucién fregeana en l6gica

también en ella el que tampoco hasta ahora hoy ha podido dar un paso adelante. Asi pues, segiin
toda apariencia, hallase conclusa y perfecta. Pues si algunos modernos han pensado ampliarla ello
proviene de que desconocen la naturaleza peculiar de esa ciencia. [...] El limite de la l16gica empero
queda determinado con entera exactitud [...]. (Kant B viii-ix)

Kant era todavia la influencia dominante en filosoffa cuando Frege empezé su trabajo en
l6gica. Mds atn, la opinién de que la 16gica aristotélica era un tratamiento final y definitivo de la
l6gica fue sostenida por muchos que estaban muy lejos de ser kantianos. Un llamativo ejemplo
tardio de ello es La science allemande (La ciencia alemana) de Duhem (1915). Este trabajo, escrito
durante la Primera Guerra Mundial, es un ataque a la ciencia alemana, y Kant es también criticado
severamente por sus caracteristicas alemanas (¢f. Duhem 1915 17-18, 35-7). Ciertamente, Duhem
describe la Critica de la razon pura como “|...] el més largo, el mas oscuro, el més confuso, el mas pedante
comentario” (Duhem 1915 17), jen un dicho particular de Pascal! A pesar de esta polémica, sostiene una
vision similar a la de Kant con respecto a la16gica aristotélica: “[h]ay un método general de deduccion;
Aristételes ha formulado sus leyes para siempre (pour foujuours)” (Duhem 1915 58). Por supuesto
que Duhem no era un matemético o légico profesional, pero trabajaba en los, estrechamente
relacionados, campos de la fisica y de la historia y filosofia de la fisica. Ademas era, en sentido
informal, un maestro en légica.”® Es notable, entonces, que para 1915 parezca no ser consciente
de la nueva légica y que sostenga que Aristoteles tiene la tltima palabra en el tema. Todo esto
muestra que la revolucién en légica de Frege realmente ocasioné cambios de visién en el metanivel
de la materia.

Vamos ahora a revisar la resistencia como caracteristica de las revoluciones en matemaéticas.
Dauben expone el punto muy claramente:

[La] resistencia a nuevos descubrimientos puede ser tomada como un claro indicador de su caracter
revolucionario [...]. Tal vez no hay mejor indicacién del cardcter revolucionario de un nuevo avance
en matematicas que el grado de oposicién que encuentra. La revolucién, entonces, consiste tanto
en superar la oposicién establecida, como en la naturaleza visionaria de las nuevas ideas mismas.

(RM 63-64)
Hay claramente acuerdo sobre la evidencia de resistencia a las nuevas ideas de Frege.

El trabajo de Frege fue, inicialmente, extensamente ignorado. Peano fue realmente el primero en
apreciar algunos de los logros de Frege, pero ello ocurrié sélo en los afnos 189os, mas de una década
después de la aparicién del Begriffsschrift. Hay més evidencia de resistencia a las ideas de Frege en
las primeras resefias del Begriffsschrift. Bynum, en su traduccién de 1972 del Begriffsschrifl, recogié
convenientemente estas resefias y las tradujo al inglés en un apéndice del libro cuando fue necesario.
Leyendo estas resefas se tiene una vivida impresién de la reaccién al trabajo de Frege por parte de
sus contemporaneos.

Hay seis resefias. Las de Hoppe y Lasswitz de hecho son medianamente favorables: ambas elogian a
Frege por haber rechazado el andlisis aristotélico con la forma sujeto/predicado de las proposiciones.
El punto de vista opuesto es tomado por Tannery, cuya corta resefia es completamente despectiva,
como muestran los siguientes fragmentos:

1 Es extrafio decir que la gran habilidad 16gica es bastante compatible con el chovinismo, como el caso de Frege

también lo muestra.
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[L]as explicaciones son insuficientes, la notaciéon es excesivamente compleja; y en lo que a las
aplicaciones concierne, se quedan sélo en promesas |[...]. El [autor] suprime los conceptos de sujeto
y predicado y los remplaza por otros que llama funcion y argumento |...|. No podemos negar que esta
concepcién no parece ser muy fructifera. (Tannery 1879 233)

Michaelis es totalmente despreciativo con los esfuerzos de Frege y ciertamente le reprocha
s6lo criticar y no hacer contribuciones constructivas:

Para sus propésitos, Frege tiene que pasar por encima de muchas cosas en légica formal y quitar
incluso mas de su [ya escaso| contenido |...]. No dudo, sin embargo, que exceptuando la insatisfactoria
clasificacion [de los juicios], el trabajo [aristotélico] es completo. Uno no debe sélo criticar, uno debe
contribuir constructivamente. (Michaelis 1880 217)

Pero concluye su resefia con la sentencia: “[s]u trabajo [sin embargo] contintia, obviamente,
siendo original y por supuesto no carece de importancia” (Michaelis 1880 218).

La resefia més larga es la de Schroder, y su vision general del Begriffsschrift es resumida agudamente
en el siguiente pasaje:

[E]l presente pequeiio libro hace un avance que considero muy estimable, si una gran parte de lo
que intenta no ha sido ya obtenido por alguien mas, y ciertamente (como probaré) en un modo
indudablemente mas adecuado. (Schroder 1880 220)

Como veremos al examinar con mas detalle algunas de las criticas de Schroder, aquel “alguien
mas” era Boole, o quizéds Boole y los booleanos, incluido Schréoder mismo. La cuestién es puesta mas
explicita y convincentemente por Venn, quien escribe en su resefia:

[N]o me parece que el plan del Dr. Frege pueda por un momento ser comparado con el de Boole.
Deberfa suponer, ya que no hace referencia cualquiera al Gltimo, que no lo conoce, ni algunas de las
modificaciones de éste con las que estamos familiarizados aqui. Claramente los méritos que reclama
para su propio método son comunes a todos los métodos simbdlicos. (Venn 1880 234)

Los que es sorprendente aqui es el total fracaso de Schroder y Venn en apreciar los grandes
avances que Frege ha hecho més alla de Boole.

Nuestro primer andlisis sugirié que la resistencia a las ideas de Frege probablemente provendria
de adeptos al viejo paradigma aristotélico y de aquellos que trabajaban en el alternativo programa
de investigacion booleano. Las resefias del Begriffsschrift en gran parte confirman esto. Un punto
interesante, sin embargo, es que la critica de Frege al analisis aristotélico sujeto/predicado de las
proposiciones es apreciado por dos criticos, por lo cual tal vez habfa en la época un sentimiento
de insatisfaccién hacfa la 16gica aristotélica. Por otra parte, otro critico (Tannery) no encuentra
mérito en la critica de Frege al andlisis sujeto/predicado, mientras que otro (Michaelis) parecfa
pensar que, con una pequefia modificacién, “el trabajo [aristotélico] es completo”. Los dos criticos
que estuvieron trabajando en el programa de investigacion booleano (Schroder y Venn) estdn en
completo acuerdo en que la propuesta de Frege es inferior a la de Boole. Es asf que quizas no es
accidental que el primer investigador significativo en légica en apreciar el trabajo de Frege (7. e
Peano) estaba trabajando, no en el programa booleano original, sino en un nuevo programa de
investigacion bastante similar al de Frege mismo.
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Frege fue, entonces, un pensador cuyas innovaciones no fueron, en general, ni comprendidas
ni apreciadas por sus contemporaneos familiarizados con viejas formas de pensamiento. No
obstante, hay un factor particular que pudo hacer su trabajo innecesariamente dificil para sus
contemporaneos, y es su peculiar notacién bidimensional. Claramente la resefia mas detallada
de Frege (la de Schroder) distingue este rasgo en favor de su critica, a menudo bastante
justificada, y la escritura bidimensional de Frege es la tnica parte de su légica que nunca
ha sido aceptada. Trataré de explicar brevemente la notacién de Frege y las objeciones que
pueden hacérsele.

Frege escribe el contenido de una proposiciéon A4 como

A

Si la proposicién es atirmada, escribe
_ /4

donde la pequena linea vertical es su sefal de afirmacién. El basa su tratamiento del calculo
proposicional en dos conectivos, la implicacién material y la negacién (en nuestra notacién — —).

Escribe =4 como

r—— A

a lo cual nada se puede objetar, pero 4—Blo escribe como
L -
A

Este procedimiento da al Begriffsschrift de Frege su peculiar cardcter bidimensional. Esta
notacién nos permite prescindir de corchetes. Asi, 4—(B—C) se escribe

mientras (4—B) —C se escribe como

w0
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El segundo axioma de Frege para el calculo proposicional que en nuestra notacién es

(¢c=>(b—a)) = ((¢c—=>b) — (¢—>a)), es escrito por él (¢f. 1972a 140) como
k a

b

b

Esto da una efectiva ilustraciéon de cémo la notacién de Frege convierte una hilera horizontal
en una columna vertical.

Schréder comenta lo que sigue sobre la notacién de Frege:

De hecho, el lenguaje de férmulas del autor no sélo permite la practica japonesa de la escritura
vertical, sino que también lo limita a sélo una hilera por pagina, o a lo sumo, si contamos la columna
anadida a la explicacién, jdos hileras! Este monstruoso desperdicio de espacio que, desde un punto
de vista tipografico (como es evidente aquf), es inherente a la “notaciéon conceptual” fregeana, debe
decidir definitivamente la cuestién a favor de la escuela booleana —si, ciertamente, todavia hay un
asunto de eleccién—. (Schroder 1880 229)

Aquellos acostumbrados a la lectura de lenguas europeas ciertamente encuentran mas ficil
seguir una caligrafia escrita en lineas de izquierda a derecha. En castellano, por ejemplo, la
condicional se escribe “si 4, entonces B, de forma que la expresién simbélica 4— B, que soporta
una analogfa obvia, es ficil de entender. La férmula de Frege

I: A
es analogamente dificil de comprender. Sin embargo, la comparacién de Schroder de la
notacién de Frege con caligrafias escritas verticalmente, como la china o la japonesa, es engafiosa.
Todos los lenguajes naturales, si se escriben de derecha a izquierda, de izquierda a derecha, o

verticalmente, son lineales, y la manera en la que la notacién de Frege difiere de todas ellas es
en que es bidimensional.”?

Schréder tiene razén, no obstante, cuando dice que la notacién de Frege es un “desperdicio
de espacio”, como el lector puede ver ficilmente comparando el segundo axioma de Frege en su
propia notacién, con el mismo axioma escrito en la notacién mas usual (como se mostré hace
unas lineas). Pero Schroder es culpable de un non sequitur cuando dice que este desperdicio de
espacio “debe decidir definitivamente la cuestién a favor de la escuela booleana”. Como mucho,
el desperdicio de espacio muestra que Frege tenfa una mala notacién para la condicional

7 Este punto me fue sugerido en una conversacién con Moshé Machover.
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material, no que su sistema entero es inferior al de Boole. Sin embargo, este non sequitur pudo
haber sido por lo menos en parte responsable de la pobre recepcion del Begriffsschrift.

Otra desventaja de la notacién de Frege es que no nos permite introducir abreviaturas
para los otros conectivos. Supongamos, por ejemplo, que tenemos un desarrollo axiomatico-
deductivo del calculo de proposiciones, introduciendo — y = como conectivos principales.
No tenemos, por supuesto, que introducir algunos conectivos adicionales, ya que = y =
son suficientes por si solos para expresar cualquier proposicién compuesta del calculo. Sin
embargo, es muy conveniente para la claridad y la concisién introducir los otros conectivos
como abreviaturas, tales como:

Av B= —~A—B,
AnNB= ~(4—>-B).

Pero la notacién de Frege no nos permite introducir tales abreviaturas en alguna manera
conveniente; requiere que escribamos todas las proposiciones compuestas en la notacién primitiva.
Schroder (1880 227) destaca un ejemplo particularmente llamativo de esto: “[alhora, a fin de
representar, por ejemplo, la disyuncién ‘o’ —a saber, declarar que a vale o b vale, pero no ambos—
el autor tiene que usar el esquema

SR o R

—

que definitivamente aparece torpe comparado con el modo booleano de escritura [...]”. Aqui,
Schroder esté caracteristicamente defendiendo la escuela booleana contra Frege, pero el punto es
en verdad més general que esta disputa particular. Sila ‘o’ exclusiva es necesaria en el tratamiento
habitual, podemos facilmente introducir una abreviatura (ciertamente, AVB es a veces usada
para ello). No obstante, en la notacién de Frege, la complicada expresion tiene que ser escrita
completamente en cada caso.

Debe ser observado, a propésito, que Schroder obviamente habia leido cuidadosamente el

«

Begriffsschrift. Destaca un error cometido por Frege (1972a 117): “[pJodemos ver al mismo tiempo
facilmente que

=

niega el caso en que B es afirmado, pero 4 y I' son negados”.

N

De hecho, la definicién verbal de Frege corresponde a la férmula (en nuestra notacién)
B—(AvI'), en lugar de la que proporciona, la cual es (B—A4)—I'". Schroder comenta en este
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contexto que “el autor, infortunadamente comete un error (7 —sin embargo, es el tnico que
noto en todo el libro—)” (1880 229). Schréder también admite que Frege puede expresarse
generalmente mejor que Boole, pero afiade que “[...] no se puede quizas encontrar aqui una
justificacién para sus otras desviaciones de la notacién de Boole, y las modificaciones analogas
o extensiones pueden ser facilmente conseguidas en la notacién booleana misma” (7d. 229-30).

Es posible, entonces, que si Frege hubiese sustituido su notacién bidimensional para la
implicacién material por una lineal, su trabajo podria haber sido recibido méas favorablemente.
No obstante, Frege apunt6 sus armas y rechazé las consideraciones de sus criticos en este
punto. En una respuesta a la resefia de Schroder, “Sobre el objetivo del Begriffsschrift’, nos dice:

La desventaja del desperdicio de espacio de la “notacién conceptual” se convierte en una ventaja
de claridad. La concisién de Boole es transformada en la desventaja de su ininteligibilidad. La
“notacién conceptual” hace lo maximo de la bidimensionalidad de la superficie de escritura
permitiendo al contenido aseverable seguir uno debajo del otro mientras cada uno de éstos se
extiende [separadamente| de izquierda a derecha. Asf, los contenidos separados estan claramente
separados entre si y, es mds, sus relaciones l6gicas son facilmente visibles en una ojeada. Para
Boole, una simple linea, resultarfa por lo general excesivamente larga. (Frege 1972b 97)

La réplica de Frege al booleano Schroder es interesante, ya que revela cierta falta de
confianza en un momento. Es verdad que Frege definitivamente sostiene que su tratamiento de
la cuantificacién es un avance con respecto a Boole. Hablando de su notacién del cuantiticador
universal, dice lo siguiente: “[c]onsidero este modo de notacién uno de los principales
componentes de mi “notacién conceptual”, por la cual ésta también tiene, como una mera
presentacién de formas 16gicas, una ventaja considerable sobre el modo de notacién de Boole”
(1882 99). Pero, cuando compara su Begriffsschrift con el lenguaje formal leibniziano-booleano,
dice: “[pJodemos preguntar “[...] si tal vez mi lenguaje formal gobierna una pequefa regiéon”
(Frege 1972b 98). ;Fue Frege mismo, por lo menos parcialmente, inconsciente de la superioridad
de su légica sobre la de los booleanos?

Frege no cambi6 su pensamiento acerca de su notacién bidimensional. Cuando compara su
sistema de légica formal con el de Peano, escribe:

En la notacién conceptual de Peano, la presentaciéon de férmulas en una sola linea ha sido
aparentemente cumplida en principio. Me parece esto una renuncia gratuita a una de las mayores
ventajas de dicha escritura. Después de todo, la conveniencia del tipégrafo no es ciertamente el
summum bonum. Por razones fisiol6gicas es mas dificil con una linea larga obtener de una ojeada
y aprehender la articulacién, que con lineas mds cortas (dispuestas una abajo de otra) obtenidas
fragmentando la mas larga —con tal de que esta particién corresponda a la articulacién del
sentido—. (Frege 1984 236)
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