EL TEOREMA DE GODEL Y SU RELACION
“ON LAS APORIAS!

Resumen: En este ensayo se revisara la estructura de la prueba del teorema de
incompletitud de Gédel, el cual afirma que existen verdades acerca de los niimeros
naturales que no pueden ser deducidas dentro de un sistema formal o axiomatico-
deductivo de laaritmética. Esto se hari con el propdsito de tener una idea general
de la demostracién y del significado del teorema, ya que una comprension del
mismo es necesaria para determinarsi tiene implicaciones importantes en campos
diferentes alalogica matematica. Posteriormente compararemos la estructura del
teorema con la estructura general de las paradojas matematicas. Tal comparacién
se hace con el fin de sefialar la estructura comin que subyace a la prueba del
teoremay auna paradoja.

Palabras clave: G5del, teorema de incompletitud, sistemas formales, paradojas,
aporias.

Abstract: In this essay we will revise the Godel’s incompleteness theorem proof
structure with the purpose of making us an idea of this theorem, which affirms
that truths exist about the natural numbers that cannot be deduced inside a
formal or axiomatic-deductive system of arithmetic. The general comprehension
of Godel's theorem can be useful to determine if this theorem have important
implications in non-logical topics. Later, we will compare the structure of the
theorem proof with the structure of a mathematical paradox making a previous
conceptual explanation about paradoxes. With this comparison we want to shew
the common structure that underlies to the theorem proof and a paradox.

Keywords: Godel, incompleteness theorem, formal systems, paradoxes, aporia.

INTRODUCCION

El nombre de Gadel suele citarse en estudios que aparentemente no tienen una
relacion directa con la Logica o la Matematica. Su teorema de incompletitud es
referido como una verdad establecida que demuestra y explica por qué los sistemas
tedricos tienen siempre limitaciones con respecto a aquello que constituye su campo
de estudio y por qué hay aspectos que no se pueden formalizar sistematicamente.
Afirmaciones como «ninguna teoria sociologica es suficiente para entender
completamente el funcionamiento de la sociedad», jamas se podra elaborar un sistema
de principios econémicos que prediga exactamente la fluctuacion del capital» o «el
comportamiento humano no puede estar siempre guiado por un conjunto de
maximas» parecen adquirir legitimidad a la luz del teorema de incompletitud de
Godel. También parece posible apoyarse en el teorema para afirmar que no existe ni
se puede construir un sistema universal de conocimiento, lo cual puede ser entendido
como un ataque directo al dogmatismo’. Del teorema de incompletitud se puede
asimismo seguir que la interaccion entre las disciplinas es necesaria para elaborar
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? Entendiendo ‘dogmatismo’
como un tipo de actitud
subjetiva hacia las teorias, una
disposicion a considerar que el
sistema de conocimientos de-
fendido puede llegar a explicar
todo lo que sucede en el sistema
al que se refiere. Segin mi
punto de vista, ser dogmatico
es considerar que la teoria que
se adopta constituye una pers-
pectiva suficiente y Unica para
comprender y explicar el objeto
del que se ocupa el estudio.
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* Seglin esta concepcion, el
funcionamiento del intelecto
podria reducirse plenamente a
unos pocos principios de
transformacion de informacion,
andlogos 4 los axiomas de un
sistema logico deductivo o alas
rt'g] s dt’ un Pl'i?gri'l.l“'.\ compu-
tacional clisico. Esta con-
cepcion puede encontrarse
implicita en teorias que afirman
que los principios de un sistema
légico (como los del cileulo
proposicional clisico) capturan
exactamente L‘I manera coma
funciona la mente (en pocas
palabras, en unateoriaen la que
se considera que la Logica es ¢l
fiel reflejo del pensamienta), o
enaquellas otras teorias que afir-
man que (’l Ct‘l'&'.l‘l‘o l-‘.ll'li.‘lﬂﬂil
como un computador (enten-
dicndo L’!Stc como una l“':'ll.]lll“.\
de procesamiento de informa-
cion analoga a un sistema
axiomatico).

*También se puede hablar del
modelo como un mundo o
untverso constituido por objetos
que tienen cualidades y se
relacionan de alguna forma
entre si; mas se prefiere evitar
estas expresiones, dada la con-
notacién ontoldgica de los tér-
minos que involucran. Un mo-
delo es una situacion abstracta
L'Il](' no necesanamente corres-
ponde a una situacién factica o
real. Podemos crear un modelo
constituido por poliedros per-
fectos sin querer afirmar con
ello que los poliedros existen
de la misma manera en que exis-
te una guitarra,
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sistemas de conocimiento mas completos. Otra posible consecuencia del teorema
seria el fracaso de todo tipo de reduccionismo con pretensiones absolutistas,
entendiendo por esto tltimo el intento de traducir o sustituir todas las proposiciones
de diferentes tipos de teorias por proposiciones formuladas en el lenguaje de una
sola de ellas. En epistemologia y en filosofia de la mente, el teorema podria indicar
que la concepeidon segin la cual el intelecto humano es un sistema formal de
transformacion de informacion’ es errénea, pues existen funciones del intelecto que
no pueden sistematizarse con respecto a un conjunto de axiomas. Godel mismo
afirmaba que una de las mas importantes implicaciones filosoficas de su teorema era
que la mente humana sobrepasa las capacidades de una maquina (en el sentido especial
de maquina de Turing), pues lo que ¢l hombre puede comprender mediante su
intucion de lo que es verdadero sobrepasa aquello que puede obtener mediante el
razonamiento deductivo (Gédel, 1951).

Elteorema de Godel parece ser asi un tipo de verdad sencilla rica en consecuencias
v un resultado aplicable a cualquier tipo de teorias. Pero ¢cémo puede tener un
teorema perteneciente a lalégica matematica tantas implicaciones para las diversas
ramas del conocimiento?

Una buena metodologia exige, antes de elaborar, considerar o evaluar las
aplicaciones e implicaciones no-matematicas del teorema, tener una comprensién
aceptable del mismo y, ademis, invesugar cudl es el papel de lalogica matematica en
lasdemas clencias para saber como un resultado perteneciente a aquel ambito puede
ser determinante en areas diferentes del saber.

En este articulo se tratara el primer punto que se tiene que resolver con miras a
solucionar el problema del valor y la validez de las implicaciones del teorema de
incompletitud de Gédel, es decir, se intentara saber qué es lo que afirma y qué
significa su enunciado, y se intentara dar una idea general de la prueba que lo implica.
Para ello se ofrecerd una explicacion y un esquema simplificado de la demostracion
del teorema, esquema que sera comparado con la estructura de las ‘paradojas’
matematicas tales como la “paradoja’ de Russell (mas adelante sefialaré por qué me
propongo tratar este tema y por qué se entrecomilla el término ‘paradoja’).

I. EL TEOREMA DE GODEL

A. MODELO, TEORIA, METATEORIA Y LENGUAJES FORMALES

Para entender el teorema de Godel, es necesario tener claros algunos conceptos
dela Logica, principalmente los de modelo, teoria y metateoria. Se intentara ahoraaclarar
esos conceptos junto con algunas otras nociones basicas que se deben tener en cuenta
para lo que se expondra en el esquema de la prueba del teorema.

De manera muy general, un modelo es un conjunto de elementos que tienen ciertas
propiedades y se relacionan entre si', una teoria es un conjunto de proposiciones que
hablan acerca de lo que sucede en un modelo, y una metateoria es un conjunto de
proposiciones que hablan acerca de la weoria. Las proposiciones que conforman una
teoria se expresan logicamente por medio de un lenguaje formal de primer orden.
Las formulas bien formadas [FBF’s], proposiciones formuladas adecuadamente en el
lenguaje formal de la teoria, son secuencias de signos enlazados de tal manera, que
conforman expresiones que pueden evaluarse en términos de verdad o falsedad.
Una FBF es verdadera st y solamente st los objetos del modelo referidos cumplen
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con la propiedad o la relacién que se expresa en la férmula, y es falsa en el caso
contrario.

Una teoria es un sistema de FBF’s de un lenguaje definido que se relacionan
l6gicamente entre st o se refieren al mismo modelo. Todo sistema tedrico de formulas
se refiere alo que sucede en uno o varios modelos; ast, podemos definir una teoriz 5 Todas fas FBF's se déttoan
como un conjunto ordenado de proposiciones que se expresa acerca de los objetos de los axiomas, excepto los
dados y las relaciones en las que éstos se hallan. SRR

Una teoria axiomatizada es una teoria cuyas FBF’s se derivan de una lista de FBF’s
primarias (@xzomas) por medio de reglas especificas de deduccion®. Si una proposicion
es deducida desde los axiomas por medio de las reglas de la Légica, dicha proposicién
se considera valida y se llama teorema.

La demostrabilidad de una proposicion se refiere al valor de la deducibilidad que
ésta tiene dentro de la teoria; la validez de una proposicién se refiere al valor que ella
tiene dentro del modelo. Una proposicion es valida si es verdadera, es decir, si
corresponde a una verdad del modelo. El proposito de axiomatizar una teoria puede
verse como el intento por crear un aparato légico que atrape en lo deducible todo lo
que es verdadero; esto pondria de manifiesto que, en la tarea de axiomatizar una
teoria, se trabaja con el principio segin el cual el conjunto de proposiciones
demostrables es igual de extenso al conjunto de proposiciones validas.

Un sistema axiomatico es completo si toda FBF verdadera con respecto al modelo
es deducible en el sistema o, lo que es lo mismo, cuando se puede deducir en un
nimero finito de pasos la afirmacion -o bien la negacién- de toda FBF de la teoria,
esto es, cuando toda FBF es decidible. De manera mas sencilla, la axiomatizacién de
una teoria es completa si deduce todo lo que es verdadero o si se puede decidir a
partir de ella la verdad o falsedad de cualquier FBF que pertenezcaalateoria.

B. MATEMATICA Y LOGICA: TEORIA ARITMETICA Y MODELO DE LOS NUMEROS
NATURALES

Los conceptos logicos de modelo, teoria y metateoria pueden ser aplicados en la
Matematica. Cada uno de los conjuntos principales en los que se organizan los nimeros
(naturales, enteros, racionales, reales, imaginarios y complejos) constituye un modelo
en sentido logico; a cada uno de estos conjuntos corresponde una teoria de nimeros,
y se puede elaborar una metateoria que se refiera a las proposiciones que constituyen
lateoria de niimeros. Laaritmética es aquella teoria cuyo modelo es el conjunto de los
numeros naturales, las propiedades que los caracterizan o constituyen (ser primo, ser
par, ser divisible por 13, etc.) y las relaciones que guardan entre si (ser igual a, ser
menor que, etc.). Las proposiciones aritmeticas pueden ser expresadas en un lenguaje
formal de primer orden; por ejemplo, una afirmacion aritmética como «todo nimero
natural es menor que el nimero natural que es su inmediato sucesor» se puede expresar
formalmente como «7x (x < S(x))». El alfabeto de un lenguaje formal aritmeético esta
constituido por un conjunto de constantes (que en el caso de la aritmética son los
numeros naturales), un conjunto de variables (x,x,,x, X, ¥, 2...) que representan
objetos indeterminados del modelo, un conjunto infinito de variables predicativas (P,
Q, R...) y relaciones (R) que expresan las propiedades de los objetos dados y las
relaciones que se dan entre ellos, un conjunto infinito de funciones (f) que pueden verse
como un tipo especial de relaciones, un conjunto de cuantificadores que afectan las
variables (V' y ‘='{ «paratodo» y «existe»}), el signo de negacién (‘—") y los signos de
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relacion logica entre los términos (‘—'{implicacion}, v’ {disyuncién}, ‘A’
{conjuncion}...). Combinando estos signos mediante determinadas reglas sintacticas,
se construye formulas aritméticas bien formadas.

Laaritmética es la teoria de los ntimeros naturales y la metaaritmética es el conjunto
de las consideraciones acerca de las propiedades de las férmulas de la aritmética,
tales como «esta proposicion aritmética tiene tal extensién (cantidad de simbolos)»,
«esa proposicion es un axioma, «aquella proposicién tiene la propiedad de ser
verdadera» o «tal proposicidn aritmética es deducible desde los axiomas de la teoria.

. EL PROBLEMA DE LA FUNDAMENTACION DE LA TEORIA FORMAL AXIOMATICA
DE NUMEROS

Antes de entrar en el estudio directo del teorema, es necesario resefiar brevemente
un par de episodios de la historia de la Matematica que permiten contextualizar el
trabajo de Godel: se trata de la teoria de conjuntos de Cantor y de la fundamentacién
de la Matematica propuesta por Russell y Whitehead.

A finales del siglo XVIII y principios del siglo XIX, la discusién sobre la naturaleza
y la fundamentacién de la Matematica alcanzé una gran importancia entre los
matematicos. Esta discusion estaba en relacion con el proyecto de formalizacién y
axiomatizacion de la teoria de ntimeros, proyecto que se veia obstaculizado por el
descubrimiento de algunas paradojas que revelaban la existencia de inconsistencias al
interior de los sistemas formales axiomatizados.

Georg Cantor (1845-1918) es conocido por haber propuesto fundamentar la
teorfa de niimeros en una teoria de conjuntos. Cantor descubrié una serie de
problemas l6gicos en su teoria, entre los cuales se destaca la llamada «paradeja de
Cantor», que se puede formular como el siguiente acenijO' El universo de conjuntos
se puede dividir en los conjunmb que se contienen a si mismos y los que no. Se puede
construir entonces el LOI’i]LlIl[O de todos los conjuntos que no se contienen a st mismos.
¢Este conjunto pertenece a si mismo?

Russell replanteala paradoja de Cantor con el concepto loglc.o de clase y muestra
que no se puede dar una solucién consistente al problema si se maneja un concepto
de clase analogo al concepto de conjunto de Cantor (Paradoja de Russell): Si se
puede construir una clase de todas las clases que no se contienen a st mismas, entonces
es legitimo preguntar si esta clase esta contenida en st misma. St la clase esta contenida
en si misma, entonces tiene la propiedad de no contenerse a si misma, como todos
los elementos de su clase, lo cual es contradictorio; y si se dice que no esta contenida
en si misma, dado que es un clase que no se contiene a si misma, y que es la clase de
todas las clases que no se contienen a si mismas, entonces se contiene a si misma, lo
cual también es contradictorio.

Uno de los aportes mas importantes al proyecto de la formalizacion de la teoria de
ntiimeros es el de los filésofos y matematicos britanicos Bertrand Russell (1872-1970) y
Alfred Whitehead (1861-1947) en su obra Principia Mathematica, publicada entre 1910y
1913. En esta obra Russell y Whitehead intentan fundamentar sélidamente la Matematica
en la Logica con el proposito de dar alos tedricos de la Matematica una base comiin
para desarrollar sus demostraciones e investigaciones. Uno de los objetivos por los
cuales Russell y Whitehead emprendieron la tarea de elaborar la formulacién de un
lenguaje preciso para la Matematica, fue el de solucionar las paradojas logicas que
surgian en la teorfa de nimeros al tratarla como una teoria de conjuntos.
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D. ;§QUE DICE EL TEOREMA DE INCOMPLETITUD?

Kurt Godel (1906-1978) publico su primer teorema de incompletitud, conocido
como el teorema de Gédel, en 1931. El teorema pertenece al ambito de la 16gica
matematicay versa sobre el caracter incompleto de la teoria aritmética axiomatizada,
es decir, afirma que existen proposiciones acerca de los nimeros naturales que no
pueden ser demostradas por un sistema formal deductivo. Dicho de otra manera, el
teorema de Godel indica que la axiomatizacion de la teoria de nimeros (tal y como
se hace en los Principia Mathematica) deja proposiciones ariumeticas indecidibles. La
demostracién de Godel consiste bisicamente en demostrar que algo es indemostrable
pero verdadero. Los puntos clave de esta demostracion, la cual sera expuesta y
explicada enseguida, son la elaboracién de una proposicion metatedrica verdadera
que afirma de si misma que es indemostrable y la elaboracién de un sistema de
traduccion que permite formalizar proposiciones metateoricas dentro de la misma
teoria de nimeros.

Elteorema de Godel tiene ademas un corolario® que afirma que ningin sistema
axiomatico aritmético puede demostrar su propia consistencia (un sistema axiomatico
es consistente st no deduce contradicciones). Teniendo en cuenta que, con respecto a las
teorias en general, una teoria aritmética axiomatizada es un canon de precision y que
por esta razon muchas teorias cientificas (especialmente de la Fisica) se expresan
como teorias matematicas de caracter hipotetico-deductivo’, este corolario puede
llegar a ser significativo para la filosofia de la ciencia, pues equivale a decir que una
sola teoria, por mas precisa que parezca ser, no garantiza por si misma su propia
coherencia.

E. ESQUEMA DE LA DEMOSTRACION DEL PRIMER TEOREMA DE INCOMPLETITUD DE
GODEL
(TG) Teorema de incompletud de Godel: P h kP v EpP
(1) Lema 1 Hbenix) b YD [(EFP) aa (N = Dem (#P))]
(2) Lema 2: AP i [Z (P BesiP)|
(3) Lema 3: HP 4 | E - (PesmDem(#P)))
(TV) Teorema de validez: (ZFP) » (NEP)
(DV) Definicion de validez: (NEP) a= (NEDP)

Prueba del TG por reduccion al absurdo:

A) (ZEFP)y = |'E1—'"'-'|')r:|'.-f_"'-'r’_\," =p (N t='_5nc-||:ffﬂ-)i.‘ > 'f:\‘htﬁrml'#“’}j = (EZFP)

3 TV DV I
B) ZEbP)= :Ef_l‘l\‘m-:_l‘?‘i—’) = ( NEDem( #F‘)} = (ZE1)
3 Y 1

Simbolos utilizados en el esquema de la prueba:

J Para wowdo'ts” 21 “Foxiswe™

Nupracon, 7 Fe "l que’
- oy st 4 mivel teonon, =5 08w salo ™ g mvel metiatednco fen los pasos de la procbay
iny on jen los pasos de la procha
= Dieducitshdad ™A parir de bo gue esta antes del signo] se dediee aine [lo que stpae| "L/ B No deduaribilidad
= Nalidee fLa que steue] o5 wdficde o perdadre en ¢laodels™. /B No validez,
L Teorts asiomanizada de Ja asmenca - que conttene Ta aritmética de Peano ()

El Teorema de Godel
y su Relacidn con las Aporias

“ Un coreolario es una

proposicion que se deduce
mediata o inmediatamente de
la demostracion del teorema y
del teorema mismo.

" Esta es otra forma de refe-
rirse aunateoria axiomatica. Una
teoria axiomdtica es hipotética
en tanto que sus ax1omas no se
demuestran (si se demostraran,
no serian axiomas, y st la teoria
no tuviera axiomas, no tendria
un punto de partida para reali-
zar las deducciones).
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N: Los numeros naturales (maodela).
Dem: Predicado de prueba, indica que lo que le sigue es demastrable o deducible en £
B Predicado de la meteoria trasladado a la weoria,
P: Sentencia. Sentencia que dice de clia nusma que es indemostrable [P - 'l)cm{.-'e"f’_]].
#: Indica que la sentencia que viene despues esti mswensizada, csto es,

Hue se {“lt'tl(: trarar la sentencia como un numero,

" Indica que ¢l elemento del modelo (namcro) sefalade esta godelequdo, esto es,

que se puede hablar de €1 coma una tarmula o sentencia de la teona,

E. EXPLICACION DEL ESQUEMA OFRECIDO EN LA SECCION ANTERIOR

El esquema se puede dividir en tres partes: una en donde estan las afirmaciones
primarias que se utilizan en la prueba, otra en la que se hace lademostracién, y otraen
la que se enuncia lo demostrado. El punto clave del argumento es la afirmacién
segun la cual se puede construir una sentencia verdadera P que afirma de si misma
que es indemostrable (tercer lema o conclusion). Esa afirmacion se sustenta directamente
en los dos primeros lemas, por lo cual la carga de prueba recae en éstos. Se explicara
a continuacion cada una de las partes en las que se ha dividido el esquema de la
prueba:

1) Proposiciones que fundamentan la prueba:
(1) Lema 1: Existe un predicado de prueba tal que, para toda sentencia B si la
teoria deduce tal sentencia, entonces en el modelo es vilida la f6rmula que dice
que # Pes deducible, y viceversa.
(2) Lema 2: Para cualquier predicado metateorico que se pueda transportarala
teoria, existe una sentencia I’ tal que la teoria deduce: La sentencia P se dasi y solo
st se dauna formula en la que el predicado metateorico se aplique a la sentencia
# 17
(3) Lema 3: Existe una sentencia P tal que la teoria deduce: P se dasi y sélossi el
numero de Godel de lasentencial® no es demostrable.
(TV) Teorema de validez: Sialgo es deducible en la teoria, entonces es vilido en
el modelo.
(DV) Definicion de validez: Si en el modelo es valida una sentencia, entonces
no es valida la negacion de esa sentencia [ =]. Sien el modelo es valida la negacién
de unasentencia, entonces no es valida la sentencia afirmada.

2) Prueba:

La prueba del teorema de Godel se hace por el método de reduccién al absurdo.
En una prucba por reduccion al absurdo, se pone como hipotesis la proposicién contraria
ala que se quiere demostrar, y se muestra que tal hipétesis conduce a contradiccién
y que, por lo tanto, es insostenible negar 1a proposicion, de tal manera que ésta queda
demostrada.

Elteorema de Godel se demuestra argumentando que, al afirmar que la teoria es
completa, se llegaa una contradiccion, y por ende la teoria es incompleta. La hipotesis
de inicio para la demostracion es, asi, la negacién del teorema. Si la teoria es completa,
entonces deduce la sentencia P o su negacién =P (que son FBF’s). Asi, la hipétesis
inicial se divide en dos y la demostracién del teorema tiene dos secciones: una[A]en
la que se supone que la teoria £ deduce la sentencia P, y otra[B] en la que se supone
que deduce su contraria:

Prueba del teorema de Godel por reduccion al absurdo
Parte a) [Hipotesis de inicio: La teoria demuestra la sentencia P] Sila teoria £
demuestra lasentencia P (que se construye combinando los poderes teéricos de
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representabilidad y de auto-referencia), entonces deduce una sentencia que dice de
si misma que es indemostrable; entonces, por el teorema de validez, tal sentencia
es valida en el modelo; entonces, por definicién de validez, en el modelo no es
vilida la negacion de la sentencia; entonces, por el lema uno, la teoria no demuestra
“la sentencia P, lo cual equivale a una inconsistencia en el sistema teniendo en
cuentala hipétesis de inicio. Por lo tanto, tal hipétesis es falsa, es decir, lateorfa no
demuestra lasentencia P
Prueba del teorema de Gidel por reduccion al absurdo
Parte b) [Hipotesis de inicio: La teoria demuestra la negacion de P]Silateoria £
demuestra la negacién de la sentencia P, entonces, por el lema 3, deduce el predicado
de prueba de la sentencia que equivale al mimero de Godel de I, es decir, afirma
que P es demostrable; entonces, por el teorema de validez, el predicado de prueba
de la sentencia que equivale al niimero de Godel de la sentencial®es valido en el
modelo; entonces, por el lema 1, lateoria £ demuestra P, lo cual, teniendo en
cuenta la hipétesis de inicio, constituye una contradiccion, por lo cual esta hipotesis
hadeser falsa. Por lo tanto, lateoria no demuestra la negacion dela sentencia P

3) Resultado de la prueba:

Teorema de incompletitud: Existe una sentencia P que la teoria £ no puede
deducir, niaellaniasucontrara,

El Teorema de Godel
y su Relacion con las Aporias

F. EXPLICACION DEL LEMA 1: SOBRE EL PODER DE REPRESENTACION DEL LENGUAJE

El teorema de Godel es una afirmacién metatedrica que dice que existe una
férmula que, siendo verdadera en los nlimeros naturales, no puede ser demostrada.
El paso crucial de la prueba consiste en poner a la teoria a hablar sobre nimeros,
pero a la vez ponerla a hablar sobre las sentencias de la teoria (poner a la metateoria
en el mismo nivel que la teoria) por medio de un sistema de codificacion que le

asigna univocamente a cada sentencia un numero natural.

A continuacion sera construido un sistema de codificacion analogo al utilizado
por Gédel®. El primer paso es asignar a cada signo un niimero natural diferente:
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El siguiente paso es tomar una sentencia cualquiera de la teoria (digamos ‘P(a)’
[que puede significar que el niimero designado con la letra ‘a’ es primo]),
descomponerla en sus signos basicos y convertirlos en los niimeros asignados:
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* Elaboraremos un esquema
alternativo para que la exposi-
cion resulte menos compleja.
Se puede plantear ciertos pro-
blemas, como «;qué sucederia,
temendo en cuenta que la hista
de las constantes es infinita en
tanto hay infinitos elementos
en el modelo, cuando los nu-
meros equivalentes a los signos
coincidieran con los nlimeros
godelianos de formulas com-
plejas?». El sistema de codifi-
cacion original no permite que
los nimeros se crucen de tal
manera gracias a que se empieza
autilizar en la tabla cuadrados y
cubos de numeros primos a
partir del nimero 10.
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Luego, la combinacion de numeros obtenida se coloca, conservando el orden,
como exponentes en una secuencia multiplicativa de nimeros primos que empieza
desde dos y que tiene tantos ntimeros como signos hay en la férmula:

2%x3"'x5%7* = 15.876,000.000

El niimero obtenido es el ndmero de Gédel de la férmula, y el proceso realizado
para obtenerlo se llama numeralizacion (en el esquema de la prueba una fé6rmula
numeralizada se representa precedida de un signo «#»). La numeralizacion permite
tratar un elemento de la teoria (formula) como un elemento del modelo (ntimero).
A cada férmula le corresponde solamente un niimero de Gédel, debido a que se
ordenan los nimeros adjudicados a cada signo en una secuencia de primos; en otras
palabras, el hecho de que a cada nimero le corresponda una sola factorizacién en
numeros primos’ garantiza que a cada secuencia de signos le corresponda un solo
nimero al ser godelizado. Por el mismo hecho es posible convertir un nimero natural
cualquiera en una secuencia de signos propios de la aritmeética. Al niimero 1.653.750
le corresponde la factorizacion en primos 2'x3°x5%x72, Si se toman en orden los
exponentes de esta factorizacién (1,3,4,2) y se decodifican segtin latabla, se obtiene la
secuencia de signos * ¥—»()". Esta secuencia de signos no es una férmula bien
[ormada [FBF]. No a todos los ntimeros naturales les corresponde una FBF, pero a
toda FBF le corresponde un nimero natural. Al nimero 15.876.000.000 le
corresponde la formula ‘P(a)’:

- . Traduccion
15.876.000.000

S 0 — 3
7.938,000.000 | 2 ' =3 B
. y 3-4-6-21 P(a
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(.8390,625 3
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765,625 | 57
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1] — 7
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El proceso mediante el cual se convierte un niimero en una sentencia o en una
FBF de laartunética se llama gédelizacion o interpretacion. Este proceso permite entonces
tratar elementos del modelo (nimeros) como secuencias de signos del lenguaje formal,
algunas de las cuales son FBF’s de la teoria aritmética.
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Los procesos de codificacion que permiten la representacion de los elementos
de lateoria aritmética en el modelo numérico de los naturales, y viceversa, se pueden
ilustrar ast:

Cindelzzacion

{imtey et 1mn)
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dhoun leneun e formsl

- = — e

Numeralizacion

frraduccion)

En el lema 1 de la prueba esta implicito el fuerte poder de representabilidad de la
teoria de los nimeros naturales, lo cual significa que la aritmética puede representar
todas las propiedades y relaciones que guardan entre si los niimeros naturales. Pero
no solo significa eso; el poder de representabilidad de la aritmética es fuerte porque
con €l es posible representar no sélo lo que sucede en el modelo, sino también lo que
sucede en la metateoria: muchas de las propiedades de las formulas aritméticas que
se expresan como predicados de la metateoria pueden expresarse como féormulas
de lateoria®.

Intentaré ahora detallar un poco mas lanocion de representabilidad en el caso de
los predicados metateoricos de la aritmética. Ejemplos de propiedades metatedricas
de las proposiciones son la deducibilidad y la longitud. Cuando se manejan frases
como «tal proposicion es deducible» o «tal formula tiene una longitud x» (que se
refiere al nimero de signos que la constituyen), se predican propiedades acerca de las
proposiciones teoricas. Ahora bien, muchas de estas «<metapropiedades» pueden ser
expresadas como propiedades de la aritmética misma—pueden ser representadas en la
teoria- porque pueden ser definidas aritméticamente, asi como la propiedad teérica
«ser par» se puede definir aritméticamente: «un nimero natural es par sty solo si, al
ser dividido por dos, da como resultado un nimero nawral ['{xeNy yeN} (Px<>

(x/2 =y))’I». Un criterio suficiente que nos permite saber cuando una propiedad o
relacion entre proposiciones es definible aritméticamente, es el criterio de verificacion
algoritmica. Una propiedad numeérica es algoritmicamente verificable s existe una operacion
especifica (algoritmo) que, al ser aplicada a cualquier ntimero, nos dice si ese nimero
satisface o no la propiedad. Si una propiedad o una relacion entre nimeros naturales
(codigos de formulas o formulas) es algoritmicamente verificable, entonces dicha
propiedad se puede definir aritméticamente y, por lo tanto, se puede expresar en una
férmula aritméuca.

Existen algunas propiedades, tales como la definibilidad o la verdad, que no
resultan definibles aritméticamente, dado lo cual no toda propiedad o relacion de las
férmulas de la aritmética resulta expresable por medio de formulas de la aritmética
misma. Pero ése no es el caso de la longitud y de la deducibilidad, que, segin la
exposicion de Godel, si son propiedades definibles aritméticamente. Veamos el caso
de la primera propiedad: para definir aritméticamente la propiedad de tener una
longitud x, se necesita encontrar una funcion que, aplicada a una sentencia cualquiera,
dé como resultado el numero de signos que la conforman. Para que ello se pueda
hacer se requiere tratar la proposicion o sentencia como un numero, lo cual es posible
mediante un proceso de numeralizacion como el descrito antes. Asignemos para tal
propiedad la abreviatura «L» en el lenguaje de primer orden: asi, la longitud de la

proposicion es igual a la solucion de la ecuacion ‘L#(W)) =x, donde “¥’ simboliza

** El alto poder de repre-
sentabilidad de la aritmética fue
sistematizado en la ariemiética de
Peano [Giusepe Peano (1852-
1932)], que es una exposicion
axiomatico-deductiva de la
teorfa aritmetica de los nlimeros
naturales. Por ello se dice que
¢l teorema es vilido para toda
teoria £ que contenga la
aritmetica de Peano (PA).
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una formula cualquiera. Alinstanciar la sentencia «P(a)» en el lugar de ¥, la ecuacién
queda asi: ‘L(#(P(a)))=x".

Lalongitud de la formula ‘P(a)’ es 4. La cuestion aqui consiste en hallar el algoritmo
exacto que permite calcular la longitud de una férmula mediante su niimero de
Gadel para ast poder manejar tal propiedad metatedrica dentro de la teoria. El
numero de Gédel de la formula “P(a)” es: 15.876,000.000. La descomposicién de
este numero en factores primos es ‘2°x3*x5°x7%, que, como puede verse, tiene cuatro
bases (2,3,5,7). La cantidad de bases siempre coincidira con la cantidad de signos de
la formula gracias a las reglas del codigo de numeralizacién, asi que lo inico que se
tiene que hacer para averiguar el resultado de una ecuacién de la forma ‘L#(¥)) =x’
es, dado el numero de Godel de ‘P, aplicar el algoritmo que determina el niimero de
bases con exponente diferente a cero que tiene su factorizacion en ntimeros primos.

Ellema 1 significa entonces que el poder de representabilidad de los naturales es
tal, que permite construir un predicado de la prueba propio de la metateoriaen la
teorfa misma, lo cual significa, de manera general, que es posible tratar ciertos
predicados metatedricos como predicados tedricos. Poder tratar un predicado
metatedrico como un predicado tedrico es cuestion de hallar un algoritmo que,
aplicado a una férmula, nos diga si tal férmula cumple o no con la propiedad.
Godel encontré un algoritmo para poder definir aritméticamente la propiedad de
deducibilidad y pudo ast tratar este predicado teéricamente y representarlo con un
numero del modelo™.

G. EXPLICACION DEL LEMA 2: SOBRE EL PODER DE AUTO-REFERENCIA

Recuérdese que las proposiciones tedricas se pueden tratar como elementos del
modelo, de tal manera que las propiedades metateoricas trasladadas a la teorta se
predican de niimeros, es decir, para cualquier nimero se debe poder construiren la
teoria aritmética una FBF en la que se predique de él una propiedad metatedrica de
las interpretadas como propiedades teoricas. Ahora bien, como la frase que se obtiene
ha de tener un niimero de Godel, es posible construir una sentencia que hable de la
interpretacion de su propio nimero de Gédel, es decir, una férmula que se refieraa
s1.misma.

La posibilidad de construir formulas auto-referentes utilizando predicados
metatedricos teorizados sera ilustrada con un ejemplo: Todo enunciado formulado
correctamente en el lenguaje de una teoria aritmética es verdadero o falso. A todo
numero le corresponde una secuencia de signos que tiene una determinada longitud.
Por lo tanto, la férmula ‘L(x) =6’ ha de ser verdadera o falsa para cualquier nimero
que vaya en vez de x. Ahora bien, alaFBF ‘L(x) =6’ le corresponde un niimero de
Godel 7, de tal manera que la FBF ‘L(n)=6’ debe ser verdadera o falsa. Efectivamente,
la formula “L(x) =6’ tiene seis signos de longitud y, por lo tanto, es verdadera cuando
se refiere a st misma, es decir, cuando se instancia en x el codigo numeérico godeliano
(n) que corresponde a la formula.

1. CONSTRUCCION Y CONSECUENCIAS DEL LEMA 3

Dado que se puede construir predicados propios de la metateoria en la teoria,
especificamente un predicado de prueba (Dem) que afirma que cierta férmula es
deducible desde la axiomatizacion dada, entonces ha de ser posible hablar de la
negacion del predicado de prueba (mDem) porque muchas formulas no cumplen
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con la propiedad de ser demostrables. Este predicado negado ha de ser aplicable a
cualquier nimero, inclusive al propio suyo (por el lema 2), lo cual significa que es
posible construir una formula bien formada P que afirme que su cdigo interpretado
tiene la propiedad de no ser deducible.

~ Se puede llegar asi a construir una frase P que afirma de si misma que es T ———
indemostrable (P: “Dem(#?)). Como toda FBF del lenguaje de la aritmética, esta tica de Peano y en todas las teo-
frase o su negacion ha de ser deducible desde el sistema axiomatico X si es que Z es rias que la contienen.
completo. Ahora bien, por una parte, si se supone que la afirmacién de esta férmula
es deducible desde X, entonces se llega a que la frase no es deducible, lo cual no
puede ser posible [ver parte A de la prueba por reduccion al absurdo]. Por otra
parte, si se supone que la negacién es deducible desde I, entonces se llega a que la
alirmacion también lo es, y asi el sistema serfa inconsistente [ver parte B]. Suponiendo
que la frase es deducible, se llega a un absurdo; Io mismo sucede si se supone que su
negacion es deducible. Por lo tanto, la hipétesis de que X era completa es falsa. En
conclusion, existe una FBF tal, que ni ella ni su negacion pueden ser deducidas desde
X (teorema de incompletitud de Gédel).

Lo que hemos visto se puede resumir asi: cuando el poder de representabilidad
de un modelo es alto, es decir, cuando el modelo puede representar los elementos
de lateoria y cuando el lenguaje de la teoria permite definir en la misma las propiedades
metateoricas de las formulas®, entonces sucede que el modelo puede representar
mas cosas de las que pueden ser probadas en el sistema axiomatico, de tal manera
que el poder de representacion excede al poder de demostracién, o, como habiamos
dicho al comienzo, existen verdades que no se pueden demostrar desde tal sistema.

I1. RELACION DEL TEOREMA DE GODEL CON LAS PARADOJAS Y LAS APORIAS

En la presente parte del texto, se pretende analizar la estructura del teorema y la de
una paradoja matematica buscando puntos en comin. Igualmente, se intenta hacer
algunas conjeturas acerca de qué podria significar que realmente el teorema de
incompletitud y las paradojas tuviesen la misma estructura. Como primer punto se
realizard una aclaracion terminolégica con respecto alo que es referido cuando se
utiliza el término ‘paradoja’; esto se hara con el propésito de mostrar que en algunos
casos, en especial en el caso del problema de ‘la paradoja de Russell’, es mas preciso
hablar de aporia que de paradoja. Luego, se sefialara un par de caracteristicas de las
aporias que parecen estar también en el teorema de incompletitud (auto-referenciay
tendencia al infinito) y sera presentado un esquema que permite ver la similitud de
ambas estructuras. Por tltimo, se intentara plantear un problema al respecto y postular
algunas posibles soluciones.

A. CARACTERIZACION DE LAS PARADOJAS

‘Paraddjico’ es un adjetivo que predicamos correctamente de situaciones ficticas,
de proposiciones en modo de pregunta o afirmacidn, de argumentos, de perspectivas,
de metodologias y hasta de estados psicolégicos. Unas veces el término denota
contradiccion o violacién de algin principio tedrico establecido o aceptado; otras
veces sefiala que algo tiene caracter problematico; y otras simplemente significa que
ese algo es extrafio, curioso o asombroso. Las situaciones paradojicas suelen ser
situaciones inesperadas, que se dan pese a ser poco probables; generalmente se trata
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de situaciones desagradables (un ejemplo de este seria el caso de alguien que
paraddjicamente se encuentra con la persona que menos esperaba y queria encontrarse).
También es posible referirse a algunos estados psicologicos como paradédjicos: las
sensaciones de confusion, incertidumbre, absurdidad, equivocacién o perplejidad
con respecto a problemas de dificil solucion. En el caso de las argumentaciones se
dice que dos 0 mas de ellas son paradojicas cuando demuestran cosas contradictorias
entre si por vias aparentemente validas. Algo parecido sucede con las perspectivas o
las metodologias: dos de ellas son paraddjicas cuando conforman entre si un par de
proposiciones que no pueden ser verdaderas al mismo tiempo.

Esta pluralidad de significados posibles dificulta el uso preciso del término
‘paradoja’ tanto a nivel general como a nivel especificamente 1ogico; sin embargo, al
usar el término en las matematicas, se hace referencia al caracter contradictorio de las
proposiciones aparenteniciite validas que se ofrecen como respuesta a cierto tipo de
problemas logicos (dos proposiciones son légicamente contradictorias cuando no
es posible, segtn los métodos de valuacion logicos, que ambas sean verdaderas
porque la verdad de la una equivale a la falsedad de la otra).

Un ejemplo famoso de paradojalogica es la paradoja estoica del cornudo: «Lo
que no has perdido lo sigues teniendo. No has perdido los cuernos. Luego sigues
teniendo cuernos» (Campos, 1994). En este caso la paradoja parece consistir en un
argumento que concluye una proposicion que va en contra de la experiencia, de la
opinion, y que pmduu’ cierta inconformidad. Pero no se puede incluir dentro de la
definicion ldgica de paradoja clementos psicologicos ni elementos como lo
comunmente ;lceptnclo o lo que dicta la experiencia; aunque etimoldgicamente una
paradoja seria algo «por fuera de la opinion», esos elementos no tienen que ver
directamente con el objeto de estudio de la Logica, que son los principios formales
de los razonamientos. Si la paradoja del cornudo es una paradoja légica, entonces su
forma es un poco mas compleja de lo que parece, dado que ofrece la forma logica
de un argumento constituido por tres proposiciones y no tiene ninguna contradiccién
explicita. Se acepta que lo especial en el argumento del cornudo es que su conclusién
contradice la experiencia; esto se puede formalizar diciendo que la conclusion
contradice la conclusion de este otro argumento: «Si tuvieras cuernos, te percatarias
de ello por medio de la experiencia. No has tenido ninguna experiencia sensible de
tus cuernos. Luego no tienes cuernos». Se nota asi que la paradoja es un conjunto de
argumentos en principio formalmente validos que concluyen proposiciones que son
contradictorias entre si. Estos argumentos pueden verse como respuestas a la pregunta
«¢Tienes cuernos?», dado que versan sobre lo mismo, y teniendo en cuenta que las
conclusiones, pese a tener diferente calidad (la una es afirmativa y la otra es negativa),
relacionan los mismos términos. De esta manera se puede decir que las paradojas
son conjuntos de argumentos en principio formalmente validos que ofrecen soluciones
l6gicamente contradictorias a problemas 16gicos especificos. Una paradoja es
basicamente una contradiccion proposicional, pero «paradéjico» no es exactamente
un sinonimo de «contradictorio». Una paradoja se refiere a una contradiccion
proposicional en relacién con un conjunto de argumentos, y una contradiceion logica
se refiere sencillamente a un par de proposiciones.

También se suele llamar ‘paradojas’ a proposiciones que se contradicen a st mismas, como,
porejemplo, «esta proposicion no dice nadar. A continuacion se mostraraque el concepto de
paradoja expuesto anterioemente se aplica también a los casos de autocontradiccion.
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¢Queé se entiende por «autocontradiccion»? Una proposicién autocontradictoria
parece ser una proposnuon que afirma un hecho que es negado al ser ejecutada. Por
u]empln la proposicion «esta proposicion no dice nada» ~llimese R~ se contradice a
si misma porque, al decir que no dice nada, dice algo. Recuérdese que por definicién
una contradiccién es un evento formal que se da entre proposiciones, no entre
proposiciones y hechos. Para que R sea una contradiccion, tendria que tener una
estructura compuesta de por lo menos dos proposiciones que no pueden ser
verdaderas al mismo tiempo, es decir, tendria que ser equivalente a o implicar las
proposiciones «R dice algo» y «R no dice nada». Dado que «esta proposicién no dice
nada» fue bautizada ‘R, entonces equivale a «R no dice nada», y, dado que dice de ella
misma que no dice nada, entonces implica «R dice algo». Asi, la supuesta
autocontradiccion adquiere la forma de una paradoja, una contradiccion entre las
conclusiones de dos argumentos que responden a la pregunta «;R dice algo?». Hay
que notar aqui nuevamente que para que las proposiciones sean contradictorias es
necesario que estén formuladas en el mismo lenguaje y en el mismo nivel te6rico': si
R implica «R dice algo» en un nivel de lateoria diferente aaquél en el que R es idéntica
a«R no dice nada» y si estos niveles no son traducibles el uno al otro, entonces no hay
una contradiccion legitima en el caso de «esta proposicion no dice nadas.

5. CARACTERIZACION DE LAS APORIAS

Una aporia es un problema de la forma «*a v =a’?», donde la disyuncién es
exclusiva (s6lo una de las partes de la disyuncion es verdadera; ni ambas ni ninguna*)
y donde cualquiera de las opciones de respuesta, a’ 0 ‘—a’, lleva a una contradiccion:
‘a= =’y ‘“sa=a’. Dado que es un problema cuyas soluciones l6gicas tienen un
caracter contradictorio, una aporia puede verse como un tipo especial de paradoja.

Toda genuina aporia esta apoyada en un marco conceptual y tedrico especifico,
que es el que permite plantear el problema limitando las opciones de respuesta
adecuadas a opciones que conduciran a contradicciones. Si el marco tedrico cambia,
es posible que la aporia se desvanezca, pues pueden aparecer nuevas opciones de
respuesta que en virtud de las modificaciones conceptuales no lleven a contradiccién.

C. ANALOGIA ENTRE EL TEOREMA DE GODEL Y LA ‘PARADOJA’ (APORIA) DE RUSSELL

Muchas de las ‘paradojas matematicas’ no son sino ejemplos mas sofisticados de
‘paradojas’ como la sefialada anteriormente, en la cual, por medio del recurso de
auto-referencia, podemos poner a una frase a hablar de su propia verdad o falsedad.
Ahora bien, ya ha sido expuesto como es posible poner a la teoria de niimeros a
hablar acerca de las proposiciones de la teoria misma, proveyendo ala aritmetica de
esta misma capacidad de auto-referencia. Posteriormente se sefialé también la forma
en que dicha capacidad permite construir una férmula que no puede ser deducida
desde cualquier axiomatizacion de la aritmética y que, sin embargo, es verdadera en
el modelo al que se refiere la teoria. El teorema de Gédel tiene en este punto un
rasgo semejante al de las aporias matematicas. Por otra parte, su demostracién por
reduccion al absurdo se puede comparar con otro rasgo de las ‘paradojas’ cuando
se enuenden éstas como problemas que no tienen una solucion légica posible. Dadas
estas semejanzas, intentaremos ahora comparar el teorema de Gédel con la ‘paradoja’
de Russell, es decir, intentaremos dar al teorema la forma de una ‘paradoja matematica’.

El Teorema de Godel
y su Relacion con las Aporias

' Son posibles las contradic-
ciones entre proposiciones for-
muladas en lenguajes diferen-
tes si y solo si existen mecanis-
mos que permitan traducir las
proposiciones de un lenguaje a
otro lenguaje.

" Una aporia puede ser un
poco mis compleja. Por
ejemplo, un problema de la
forma «(anb)v(an—b)v(-an
b)v(—=as—b)?» es una aporia
siempre y cuando cualquiera de
las respuestas que se escoja
implique contragiccién,
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Parailustrar la comparacién entre el teorema de Gdel y la aporia de Russell
se ha elaborado la siguiente tabla:

i o \,rkmwu Teorema de Gadel
E;'__'g_"'_'“ff;"iiﬁ-ﬁrk: D

i 3 1 sAeA o \eN: SEFP o ETWP?
__} 1 A€A = A€ EbP = EbP
l A€l = AeA kP = IFp

3 ' _Eﬂ_ ' _‘_\GI'\W;TWT{:T\MMM K PP = IThp

A continuacion explicaremos paso por paso la comparacién propuesta:

Paso_a:

Aporiade Russell:

Siguiendo los lineamientos de la teoria de conjuntos de Cantor, se puede construir,
por un lado, conjuntos cuyos elementos sean conjuntos, y, por otro lado, conjuntos
que contengan como elementos aquellos objetos que cumplen con una determinada
propiedad. Luego ha de ser posible construir el conjunto A de aquellos conjuntos
que cumplen con la propiedad de no contenerse a si mismos (la clase de todas las
clases que no se contienen a si mismas).

Teorema de Godel:

Teniendo en cuenta los elementos de la demostracion del teorema Godel, la
metateoria puede ser representada dentro de la teoria, de tal manera que podemos
construir la férmula teérica P, que afirma la no demostrabilidad de P.

Paso 3

Aporia de Russell:

Una vez construido el conjunto de los conjuntos que no se contienen a si mismos,
dado que dicha construccién es un conjunto, podemos preguntar si tal conjunto
cumple con la propiedad de no contenerse a si mismo. Si A es realmente un conjunto,
entonces ha de tener la propiedad o no tenerla; por lo tanto, es licito preguntar: ¢A
cumple con la propiedad de no contenerse a si mismo o A no cumple con dicha
propiedad?

Teoremade Godlel:

Ya que fue posible elaborar la férmula P como una férmula de la teoria, podriamos
expresar acerca de ella una de las dos afirmaciones siguientes: o «P es deducible
desde £, 0 «P no es deducible desde £”. Ahora bien, dado que toda lista de axiomas
es completa si y solamente si deduce P o =P, entonces para que X sea completa debe
poder deducir P o —P. Luego es licito preguntar si P es deducible o no desde .

Paso y:
Aporiade Russell:

St A cumple con la propiedad de no contenerse a si mismo, entonces hace parte
de los elementos de A; luego A se contiene a si mismo. Pero si A no cumple con la
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propiedad de no contenerse a s mismo, entonces A se contiene a si mismo; luego
debe cumplir con la propiedad de no contenerse a si mismo. En conclusién, si A no
se contiene, entonces se contiene, y si A se contiene, entonces no se contiene.

Teorerna de Godel:

Este paso corresponde a la demostracion por reduccién al absurdo del enunciado
del teorema. Por un lado, suponemos que X deduce P; si se da esto, entonces £ no
deduce P; luego, contradiccion, el supuesto es falso. Por otro lado, suponemos que £
deduce No-P; st tal es el caso, entonces £ deduce P; luego, contradiccion, el supuesto
es falso.

Paso &:

Aporiade Russell:

Del paso anterior se sigue que A se contiene a si mismo si y solamente si A no se
contiene a st mismo (contradiccién). Luego el supuesto debe ser falso, es decir, no se
puede construir el conjunto de aquellos conjuntos que no se contienen a si mismos.

Teorema de Godel:

Del paso anterior se sigue que, ni £ deduce P, ni I deduce la negacion de P,
porque, s1 X deduce P, entonces no deduce P, y st deduce no-P, entonces deduce P.
Suponer que X es completa lleva a este absurdo; por consiguiente, Z es incompleta.

Lo interesante de la comparacién es que muestra que la aporia y la prueba del
teorema de Godel tienen una misma estructura. Sin embargo, la aporia y el teorema
difieren en un punto importante: la funcién de la conclusién.

Si con la teoria de conjuntos disponible es posible construir ese conjunto de
todos los conjuntos que no se contienen a si mismos, dado que esa construccidén
conlleva un problema cuya respuesta, dado el marco teorico manejado, no puede
ser otra que una contradiccion, entonces ha de haber algo mal en la teoria; y para
corregirlo es necesario refinar algunos términos, introducir algunas distinciones,
caracterizar mejor los diferentes tipos de conjuntos, de tal manera que nosse pueda
construir el conjunto de todos los conjuntos que no se contienen asi mismos, o que
el problema que se puede plantear al haber construido tal conjunto no necesariamente
se resuelva en contradiccion.

Una aporia como la de Russell cumple con la siguiente funcién: descubrir fallas
en ¢l sistema tedrico para que éstas sean corregidas y lateoria se depure. Generalmente
éste es el caso de las aporias matematicas; mas no sucede asi con el teorema de
Godel, que al parecer sefiala un par de insuperables limitaciones de la formalizacion de
lateoria aritmeética de los niimeros naturales (incompletitud e incapacidad de deducir
su propia consistencia).

D. ALGO EXTRANO EN LA SENTENCIA P

Lasentencia P utilizada en la prueba del teorema, construida por combinacién de
los lemas, parece compartir las caracteristicas de auto-referencia y tendencia al infinito
con las construcciones tedricas de las que surgen las aporias matematicas.

Si existe un conjunto de todos los conjuntos, este conjunto ha de contenerse a s
mismo, pues contiene todos los conjuntos posibles. Sucederia asi que un elemento del
conjunto es el mismo conjunto; lo mismo para un elemento de los que hacen parte de
este conjunto que es elemento, y asi sucesivamente sin que se vislumbre final alguno:
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Con la auto-referencia, en la sentencia P sucede algo similar. Si P es definido
como «P no es demostrable», ha de ser posible intercambiar los términos, lo cual
podria dar lugar aun proceso infinito:

«P es indemostrable»

««P es indemostrable» es indemostrable»

«««P es indemostrable» es indemostrable» es indemostrable»

Coritirnnc...«<P es indemostrable» es indemostrable» es indemostrables...» es
indemostrable»...

Es posible presentar este problema de una mejor manera: La sentencia P [P:
—Dem(#P)] tiene un determinado nimero de Gidel ~llamémoslo «x»—; ahora bien,
como P esta incluida en el enunciado de P gracias a los procesos de numeralizacién
y godelizacion (dado que consideramos que P es lo mismo que «#P»), acompatiada
de un predicado negado (mDem), entonces la frase esta incluida dentro de si misma
€Omo una parte.

Si la auto-referencia es legitima, es decir, st la interpretacion tedrica del ntimero de
Godel de P (#P) corresponde efectivamente a P, el nimero de Gédel de esta
interpretacion tedrica tendria que ser x. Si sucede esto tltimo, el nimero de Godel de
la sentencia P serfa mayor que x, pues en su enunciado hay otros signos (=’ y ‘Dem’)
que modifican el nimero de (# P) cuyo numero de Godel es x. Descubrimos
entonces que, suponiendo que P es equivalente a «#1% (suponiendo que tienen el
mismo numero de Gédel), se llega a que el nimero de Gédel de P es mayor que el
de «# 13, 1o cual constituye un contrasentido insostenible.

Para hacer frente a este contrasentido hay basicamente tres opciones: se puede
proceder a negar la suposicion que nos llevo al contrasentido, como st hubiéramos
hecho una genuina demostracion por reduccion al absurdo, se puede considerar que
algtin eslabon en la cadena de razonamientos que nos llevé al problema constituye
una falacia, o se puede aceptar que no es un contrasentido que el niimero de Gédel
de una sentencia sea mayor que el numero de Godel de esa misma sentencia
numeralizada y godelizada.

La primera de esas opciones equivale a decir que la propiedad de auto-referencia
en la que se fundamenta el teorema no es legitima o que algo falla en la sistematizacion
godeliana de los mecanismos de representacion de la aritmética. En cierto sentido, la
formula P no se refiere propiamente a st misma, sino sélo indirectamente por medio
de su nimero de Gdel. Por el contrario, al construir A como el conjunto de conjuntos
que no se contienen a si mismos, podemos hablar de A como conjunto, de tal
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manera que A puede referirse propiamente a A en la medida en que se contenga
como conjunto. Hablamos quiza, entonces, de dos tipos de auto-referencia: una no-
genuina y otra completamente genuina. La segunda opcién nos puede llevar a
considerar que la equivalencia entre proposiciones es algo diferente a la equivalencia
entre numeros de Godel. La tercera opcion consistiria en afirmar que es posible
construir un nimero que siempre es mayor que si mismo, algo que suena bastante
absurdo. Asumiendo que la prueba de Godel evita estas dificultades, la pregunta que
se puede dejar planteada para un trabajo de profundizacién en la comprensiéon del
teorema es la siguiente: ¢Por qué es legitimo el recurso de la auto-referencia en la
prueba del teorema de incompletitud? y scémo evita Godel las dificultades que
parece implicar la auto-referencia?

Como resultados que se pueden obtener de este texto, sefialemos la comprension
general del esquema de la demostracion del teorema de Gédel, el develamiento de
la importancia de la auto-referencia, y la idea de que, entre la demostracién del
teorema y las aporias matematicas, hay una estructura comun, lo cual puede ser
significativo para las teortas del conocimiento y de la ciencia teniendo en cuenta que
las aporias, usualmente consideradas obstaculos que se deben evitar en el territorio
teorico, ahora estructuralmente hacen parte del juego.
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